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О РАВНОМЕРНОЙ ОЦЕНКЕ

СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ МЕТОДА

ГАЛЁРКИНА ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО

УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

П. В. Виноградова, Т. Э. Королева

Аннотация. Исследуется метод Галёркина для дифференциально-операторного
уравнения третьего порядка с монотонным оператором в гильбертовом простран-
стве. Получена равномерная оценка скорости сходимости приближенных решений
к сильному решению, зависящая от собственных чисел главного оператора уравне-
ния.

Ключевые слова: дифференциально-операторное уравнение, монотонный опера-
тор, ортопроектор, скорость сходимости, метод Галёркина.

1. Введение

Многие краевые и начально-краевые задачи для уравнений с частными про-
изводными, возникающие в математической физике, механике, гидродинамике
и других областях, могут быть сформулированы как краевые задачи для со-
ответствующих дифференциально-операторных уравнений. Среди дифферен-
циально-операторных уравнений наиболее детально изучены уравнения пер-
вого и второго порядков. В этой связи можно указать работы [1, 2], посвя-
щенные исследованию сильных решений задачи Коши для линейных и нели-
нейных дифференциально-операторных уравнений первого порядка. Разреши-
мость краевых задач для операторно-дифференциальных уравнений первого
порядка с различными нелокальными краевыми условиями исследовалась в [3].
Существование, единственность и непрерывная зависимость сильных решений
задачи Коши для различных линейных уравнений второго порядка с перемен-
ными областями определения доказаны в [4, 5]. Разрешимость различных ли-
нейных дифференциально-операторных уравнений третьего порядка исследо-
валась в [6–9].

В [10] изучалась краевая задача для дифференциально-операторного урав-
нения третьего порядка с главным самосопряженным оператором и подчинен-
ным ему монотонным оператором. С помощью метода Галёркина с базисом
специального вида доказаны существование и единственность сильного решения
рассматриваемой задачи. Кроме того, для галёркинских приближений установ-
лены интегральные оценки скорости сходимости. Данная работа является непо-
средственным продолжением [10]. Здесь для указанной задачи получена новая
равномерная оценка скорости сходимости приближенных решений, построен-
ных по методу Галёркина, которая не следует из результатов работы [10].

c© 2014 Виноградова П. В., Королева Т. Э.
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2. Постановка задачи и вспомогательные утверждения

Пусть H1 — сепарабельное гильбертово пространство, плотно и компактно
вложенное в сепарабельное гильбертово пространство H с нормой ‖ · ‖H ≡ ‖ · ‖
и скалярным произведением (·, ·).

Рассмотрим задачу

u′′′(t) +Au(t) −K[u(t)] = h(t), (1)

u(0) = u(T ) = u′(0) = 0, (2)

где u(t) — искомая функция, h(t) — заданная функция. Функции u(t), h(t)
определены на конечном отрезке [0, T ].

Будем предполагать, что оператор A удовлетворяет следующим двум усло-
виям:

1) A— самосопряженный оператор в H с областью определенияD(A) = H1;

2) существует постоянная β > 0 такая, что

(Av, v) ≤ −β‖v‖2

для любого v ∈ H1.

Нелинейный оператор K[·] монотонен (см. [11]), т. е. для любых v1 и v2 из
H1 выполняется неравенство

(K[v1] −K[v2], v1 − v2) ≥ 0.

Введем необходимые для дальнейших исследований пространства функций.

Через L2(0, T ;H) обозначим гильбертово пространство всех сильно изме-
римых на [0, T ] функций, для которых конечна норма

‖v(t)‖0,2 =




T∫

0

‖v(t)‖2dt




1/2

.

Через W 3
2 (H,H1) обозначим пространство функций v(t) таких, что djv

dtj ∈
L2(0, T ;H) (j = 0, 1, 2, 3), Av ∈ L2(0, T ;H). В W 3

2 (H,H1) определим норму

‖v(t)‖2,3 =




3∑

j=0

T∫

0

∥∥∥∥
djv(t)

dtj

∥∥∥∥
2

dt+

T∫

0

‖Av(t)‖2 dt




1/2

. (3)

Обозначим через W̃ 3
2 (H,H1) подпространство функций v(t) из W 3

2 (H,H1),
удовлетворяющих условию v(0) = v(T ) = v′(0) = 0.

В пространстве W̃ 3
2 (H,H1) введем норму, эквивалентную норме (3) [10]:

‖v(t)‖2,3 =




T∫

0

∥∥∥∥
d3v(t)

dt3

∥∥∥∥
2

dt+

T∫

0

‖Av(t)‖2 dt




1/2

. (4)

Сильным решением задачи (1), (2) назовем функцию u(t) из W̃ 3
2 (H,H1),

которая удовлетворяет почти при всех t уравнению (1).
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3. Метод Галёркина

В данном разделе получим равномерные оценки скорости сходимости при-
ближенных решений, построенных с помощью метода Галёркина.

Из условия 1 следует, что оператор A имеет обратный A−1 : H → H1.
Обозначим через e1, e2, . . . , en, . . . полную ортонормированную систему соб-

ственных элементов оператора −A, а через λ1, λ2, . . . , λn, . . . — соответствую-
щие собственные числа такие, что 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn ≤ . . . , λn → +∞ при
n→ ∞.

Пусть Pn — ортопроектор в H на линейную оболочку Hn элементов e1, e2,
. . . , en. В подпространстве Hn рассмотрим задачу

u′′′n (t) +Aun(t) − PnK[un(t)] = Pnh(t), (5)

un(0) = un(T ) = u′n(0) = 0. (6)

Решения un(t) задачи (5), (6) назовем приближенными решениями задачи

(1), (2), построенными по методу Галёркина.
В дальнейшем через C будем обозначать различные положительные посто-

янные, не зависящие от n и t.
В [10] доказана

Теорема 1. Пусть h(t) ∈ L2(0, T ;H), K[0] = 0, выполнены условия 1, 2 и

для любых z1, z2 из L2(0, T ;H1) верно неравенство

‖K[z1] −K[z2]‖0,2 ≤ ϕ(‖(−A)
1
2 z1‖0,2, ‖(−A)

1
2 z2‖0,2)‖(−A)α(z1 − z2)‖0,2, (7)

0 ≤ α < 1,

где ϕ(ξ, η) — положительная непрерывная функция на R2
+. Тогда при каждом

n задача (5), (6) имеет единственное решение un(t) ∈ W 3
2 (H,H1), последова-

тельность {un(t)} сходится в W 3
2 (H,H1), причем предельный элемент является

сильным решением задачи (1), (2). Сильное решение задачи (1), (2) единствен-

но.

Теперь установим равномерную оценку скорости сходимости приближен-
ных решений задачи (1), (2), построенных по методу Галёркина.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда верна оценка

sup
0≤t≤T

‖un − u‖ + ‖u′n − u′‖0,2 + ‖(−A)1/2(un − u)‖0,2 ≤ Cλ
−1/2
n+1 . (8)

Доказательство. Положим zn(t) = u(t)−un(t), где u(t) — решение зада-
чи (1), (2), un(t) — решение задачи (5), (6). Тогда

z′′′n +Azn − (K[u]−K[un]) = (I − Pn)(h(t) +K[un]).

Умножив данное равенство скалярно на (−zn) и проинтегрировав от 0 до τ < T ,
получим

− (z′′n, zn)|τ0 +

τ∫

0

(z′′n, z
′
n) dt+

τ∫

0

‖(−A)1/2zn‖2 dt+

τ∫

0

(K[u]−K[un], zn) dt

≤ −
τ∫

0

(h(t) +K[un], (I − Pn)zn) dt.
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Отсюда, используя монотонность оператора K, находим

− (z′′n(τ), zn(τ)) +
1

2

τ∫

0

d

dt
‖z′n‖2 dt+

τ∫

0

‖(−A)1/2zn‖2 dt

≤
T∫

0

‖h(t) +K[un]‖‖(I − Pn)zn‖ dt ≤ ‖h(t) +K[un]‖0,2‖(I − Pn)zn‖0,2.

Применив неравенство (7), имеем

− (z′′n(τ), zn(τ)) +

τ∫

0

‖(−A)1/2zn‖2 dt

≤ (‖h‖0,2 + ϕ(‖(−A)1/2un‖0,2, 0)‖Aαun‖0,2)‖(I − Pn)zn‖0,2.

Используя неравенство моментов для дробных степеней оператора (см. [12]),
получим

− (z′′n(τ), zn(τ)) +

τ∫

0

‖(−A)1/2zn‖2 dt

≤
(
‖h‖0,2 + ϕ(‖(−A)1/2un‖0,2, 0)‖Aun‖α0,2‖un‖1−α

0,2

)
‖(I − Pn)zn‖0,2. (9)

Далее, для любого v из H верно неравенство

‖(−A)−1/2(I − Pn)v‖ ≤ λ
−1/2
n+1 ‖v‖.

Поэтому

‖(−A)−1/2(I − Pn)(−A)1/2zn‖ ≤ λ
−1/2
n+1 ‖(−A)1/2zn‖.

Следовательно, из (9) имеем

− (z′′n(τ), zn(τ)) +

τ∫

0

‖(−A)1/2zn‖2 dt

≤
(
‖h‖0,2 + ϕ(‖(−A)1/2un‖0,2, 0)‖Aun‖α0,2‖un‖1−α

0,2

)
λ
−1/2
n+1 ‖(−A)1/2zn‖0,2.

В работе [10] установлены оценки

‖un‖2,3 ≤ C, ‖(−A)1/2(un − u)‖0,2 ≤ Cλ
−1/2
n+1 , (10)

поэтому
−(z′′n(τ), zn(τ)) ≤ Cλ−1

n+1. (11)

Интегрируя (11) по τ от 0 до T , находим

‖z′n(τ)‖0,2 ≤ Cλ
−1/2
n+1 . (12)

Проинтегрировав неравенство (11) по τ от ζ до T , имеем

−
T∫

ζ

(z′′n(τ), zn(τ)) dτ ≤ CTλ−1
n+1,
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тем самым
(z′n(ζ), zn(ζ)) ≤ CTλ−1

n+1.

Интегрируя последнее неравенство по ζ от 0 до ξ, получаем

ξ∫

0

(z′n(ζ), zn(ζ)) dζ ≤ CT 2λ−1
n+1.

Следовательно,
‖zn(ξ)‖2 ≤ 2CT 2λ−1

n+1. (13)

Из (10), (12) и (13) получаем (8). Теорема доказана.
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О РАЗРЕШИМОСТИ ВАРИАЦИОННОЙ

ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ ДЛЯ ОДНОГО

КЛАССА ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ

ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

М. Г. Гадоев, Т. П. Константинова

Аннотация. Исследуется однозначная разрешимость вариационной задачи Дири-
хле для эллиптического оператора высшего порядка в ограниченной области со сте-

пенным вырождением на границе, порожденного некоэрцитивной формой. Краевые
задачи для вырождающихся эллиптических операторов, порожденных с помощью
некоэрцитивных форм, ранее рассматривались в [1–3]. В отличие от этих работ мы
предполагаем выполнение более слабого условия эллиптичности (см. условие (5)).

Ключевые слова: вариационная задача Дирихле, эллиптический оператор, неко-
эрцитивная форма.

Пусть � — ограниченная область в n-мерном евклидовом пространстве R
n

с достаточно гладкой (n−1)-мерной границей ∂�. Пусть число r натуральное, α
вещественное и 1 ≤ p <∞. Символом V r

p,α(�) обозначим пространство функций
u(x), определенных на �, имеющих все обобщенные в смысле С. Л. Соболева
производные с конечной нормой

∥∥u;V r
p;α(�)

∥∥ =

{ ∑

|k|=r

∫

�

ρpα(x)|u(k)(x)|p dx+

∫

�

ρp(α−r)(x)|u(x)|p dx
}1/p

.

Здесь и далее k = (k1, k2, . . . , kn) — мультииндекс, |k| = k1 + k2 + · · · + kn —
длина мультииндекса k,

u(k)(x) =
∂|k|u(x)

∂xk1
1 ∂x

k2
2 . . . ∂xkn

n

— обобщенная в смысле С. Л. Соболева производная функции u(x) мультиин-
декса k, ρ(x) — регуляризованное расстояние от точки x ∈ � до границы ∂�
области �, т. е. бесконечно дифференцируемая положительная функция, удо-
влетворяющая неравенствам

ρ(x) ≤ dist{x, ∂�} ≤Mρ(x), |ρ(k)(x)| ≤Mkρ
1−|k|(x)

для любого x ∈ � и любого мультииндекса k, M , Mk — положительные посто-
янные.

Символом
(
V r
q;α(�)

)′
обозначим пространство антилинейных непрерывных

функционалов, определенных на V r
p;α(�), 1/p + 1/q = 1, наделенное нормой

сопряженного пространства.

c© 2014 Гадоев М. Г., Константинова Т. П.
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Основные свойства пространств V r
p;α(�) и

(
V r
q;α(�)

)′
изучены в работах

С. М. Никольского, П. И. Лизоркина и Н. В. Мирошина [4], К. Х. Боймато-
ва [5], С. А. Исхокова [6]. Из результатов этих работ, в частности, следует,
что множество C∞

0 (�) бесконечно дифференцируемых функций с компактны-
ми носителями в � плотно в пространстве V r

p;α(�) при всех вещественных α и
p, 1 ≤ p <∞.

Пусть λ — вещественное число. Рассмотрим интегродифференциальную
полуторалинейную форму

Bλ[u, v] =
∑

|k|=|l|=r

∫

�

ρ2α(x)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x) dx+ +λ

∫

�

ρ2(α−r)(x)u(x)v(x) dx,

(1)
коэффициенты akl(x) которой являются непрерывными в замкнутой области
� комплекснозначными функциями, и связанную с ней вариационную задачу
Дирихле.

Задача Dλ. Для заданного функционала F ∈
(
V r

2;α(�)
)′

требуется найти

решение U(x) уравнения

Bλ[U, v] = 〈F, v〉, v ∈ C∞
0 (�),

принадлежащее пространству V r
2;α(�).

Можно исследовать разрешимость задачи Dλ, применяя метод из рабо-
ты [7], если предположить, что коэффициенты akl(x) удовлетворяют условиям

∣∣∣arg
∑

|k|=|l|=r

akl(x)ζkζl

∣∣∣ < ϕ, (2)

Re
{
γ(x)

∑

|k|=|l|=r

akl(x)ζkζl
}
≥ c

∑

|k|=r

|ζk|2 (3)

для всех x ∈ � и любого набора комплексных чисел ζ = {ζk}|k|=r. Здесь и
далее функция arg z принимает значения на отрезке (−π, π], ϕ — некоторое
положительное число, меньшее π, γ(x) — некоторая непрерывная в � функция,
которая не обращается в нуль.

В отличие от условий (2), (3) здесь предполагаем, что
∣∣∣arg

∑

|k|=|l|=r

akl(x)ξ
kξl
∣∣∣ < ϕ, (4)

Re
{
γ(x)

∑

|k|=|l|=r

akl(x)ξ
kξl
}
≥ c|ξ|2r (5)

для всех x ∈ �, ξ ∈ Rn, где использованы обозначения

ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ R
n, ξk = ξk1

1 ξk2
2 . . . ξkn

n , |ξ| =
{
ξ21 + ξ22 + · · · + ξ2n

}1/2
.

Следует отметить, что для получения вспомогательных интегральных
неравенств в [7] используют условия (2), (3) при ζk = u(k)(x) и затем инте-
грируют полученное неравенство по x ∈ �. В нашем случае этого сделать
нельзя, так как в условиях (4), (5) вместо комплексного числа ζk используется
вещественное число ξk.
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Теорема. Пусть α < r и выполнены условия (4), (5). Тогда найдется число

λ0 ≥ 0 такое, что при λ ≥ λ0 для любого заданного функционала F ∈
(
V r

2;α(�)
)′

существует единственное решение U(x) задачиDλ и при этом справедлива оцен-

ка ∥∥U ;V r
2;α(�)

∥∥ ≤M
∥∥F ;

(
V r

2;α(�)
)′∥∥, (6)

где число M не зависит от λ ∈ [λ0,∞) и от функционала F .

Доказательство. Пусть ν — достаточно малое положительное число и
ϕj(x), ηj(x) ∈ C∞(�), j = 1, N , такие, что

а) ϕ2
1(x) + ϕ2

2(x) + · · · + ϕ2
N (x) ≡ 1, x ∈ �;

б) функция ηj(x) обращается в единицу в некоторой окрестности множества

suppϕj(x) и 0 ≤ ηj ≤ 1 для всех x ∈ �;

в) |γ(x) − γ(y)| < ν для всех x, y ∈ supp ηj , j = 1, N .
Рассмотрим полуторалинейную форму

B
(0)
λj [u, v] =

∑

|k|=|l|=r

∫

�

ρ2α(x)a
(0)
klj(x)u

(k)(x)v(l)(x) dx+λ

∫

�

ρ2(α−r)u(x)v(x) dx, (7)

где

a
(0)
klj(x) = (1 − ηj(x))γ(xj)akl(xj) + ηj(x)γ(x)akl(x). (8)

Так как коэффициенты akl(x) непрерывны в замкнутой области �, они

ограничены. Отсюда следует ограниченность коэффициентов a
(0)
klj(x). Приме-

няя неравенство Коши — Буняковского, имеем

∣∣B(0)
λj [u, v]

∣∣ ≤ (M0 + |λ|)
∥∥u;V r

2;α(�)
∥∥ ·
∥∥v;V r

2;α(�)
∥∥ (9)

для всех u, v ∈ V r
2,α,ϕ(�).

Из условия (5) следует, что

Re
{
γ(xj)

∑

|k|=|l|=r

akl(xj)ξ
kξl
}
≥ c|ξ|2r,

Re
{
γ(x)

∑

|k|=|l|=r

akl(x)ξ
kξl
}
≥ c|ξ|2r

для всех j = 1, N , x ∈ �, ξ ∈ Rn. В силу этих неравенств из (8) получаем

Re
{ ∑

|k|=|l|=r

a
(0)
klj(x)ξ

kξl
}
≥ c|ξ|2r

для всех j = 1, N , x ∈ �, ξ ∈ Rn.
Это неравенство позволяет применить теорему 3.1 из [8], в силу которой

существует число λj ≥ 0 такое, что при λ ≥ λj

ReB
(0)
λj [u, u] ≥ C0

∥∥u;V r
2;α(�)

∥∥2
(10)

для всех j = 1, N , u ∈ V r
2;α(�).

Рассмотрим полуторалинейную формуB(0)
λj [u, v] =

∑

|k|,|l|=r

∫

�

ρ2α(x)âklj(x)u
(k)(x)v(l)(x) dx+ λ

∫

�

ρ2(α−r)u(x)v(x) dx,
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где âklj(x) = [(1 − ηj(x))akl(xj) + ηj(x)akl(x)]γ(xj). Так как

a
(0)
klj(x) − âklj(x) = ηj(x)(γ(x) − γ(xj))akl(x)

и коэффициенты akl(x) ограничены, действуя как при доказательстве неравен-
ства (9), с помощью неравенства Коши — Буняковского получим

∣∣B(0)
λj [u, v] −B(0)

λj [u, v]
∣∣ ≤M�

∥∥u;Lr
2;α(�)

∥∥ ·
∥∥v;Lr

2;α(�)
∥∥

для всех u, v ∈ V r
2;α(�). Здесь � = sup |ηj(x)(γj(x) − γ(xj))|, где супремум

берется по всем x ∈ � и всем j = 1, N .
Применяя это неравенство, из (10) находим

C0

∥∥u;V r
2;α(�)

∥∥2 ≤ Re
(
B

(0)
λj [u, u]−B(0)

λj [u, u]
)

+ ReB(0)
λj [u, u]

≤ ReB(0)
λj [u, u] +M�

∥∥u;Lr
2;α(�)

∥∥2
. (11)

Поскольку |ηj(x)(γ(x) − γ(xj))| < ν, j = 1, N , и ν — достаточно малое положи-
тельное число, из (11) следует, что

c0
∥∥u;V r

2;α(�)
∥∥2 ≤ ReB(0)

λj [u, u] (12)

для всех u ∈ V r
2;α(�).

Введем полуторалинейную формуBλj [u, v] =
∑

|k|=|l|=r

∫

�

ρ2α(x)aklj(x)u
(k)(x)v(l)(x) dx+ λ

∫

�

ρ2(α−r)(x)u(x)v(x) dx,

(13)
где aklj(x) = (1 − ηj(x))akl(xj) + ηj(x)akl(x).

Заметим, что B(0)
λj [u, v] = γ(xj)Bλjj [u, v], где λj = λγ−1(xj). Поэтому из

неравенства (12) следует, что при достаточно больших λ

c0
∥∥u;V r

2;α(�)
∥∥2 ≤ Re{γ(xj)Bλj [u, u]} (14)

для всех u ∈ V r
2;α(�).

Не нарушая общности, можно считать, что в условии (4) ϕ > π/2. В силу
(4) неравенство (5) будет выполняться также и в том случае, если γ(x) заменить
на exp(iθ(x)), где θ(x) = min{ϕ − π/2, | arg γ(x)|}(sign γ(x)). Поэтому из (14)
имеем

c0
∥∥u;V r

2;α(�)
∥∥2 ≤ Re{exp(iθj)Bλj [u, u]} (15)

для всех u ∈ V r
2;α(�). Здесь и далее θj = θ(xj), j = 1, N .

Поступая так же, как при доказательстве неравенства (9), находим

|Bλj [u, v]| ≤ (M0 + |λ|)
∥∥u;V r

2;α(�)
∥∥ ·
∥∥v;V r

2;α(�)
∥∥ (16)

для всех u, v ∈ V r
2;α(�).

На основе неравенств (15), (16), применяя теорему Лакса — Мильграма (см.
[4, теорема 2.0.1]), построим операторRj(λ) :

(
V r

2;α(�)
)′ → V r

2;α(�)

такой, что
exp(iθj)Bλj [Rj(λ)F, v] = 〈F, v〉 (17)
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для всех F ∈
(
V r

2;α(�)
)′

и всех v ∈ V r
2;α(�);

∥∥Rj(λ)F ;V r
2;α,ϕ(�)

∥∥ ≤M1

∥∥F ;
(
V r

2;α(�)
)′∥∥ (18)

для всех F ∈
(
V r

2;α(�)
)′

. Здесь число M1 не зависит от F и от λ, λ ≥ λ0 =
max
j=1,N

λj и числа λj такие же, как в (10).

Символом �j обозначим оператор умножения на функцию ϕj(x) и введем
оператор R(λ) =

N∑

j=1

exp(iθj)�jRj(λ)�j , (19)

который действует из
(
V r

2;α(�)
)′

в V r
2;α(�).

Так как коэффициенты akl(x) (|k| = |l| = r) ограничены, с помощью нера-
венства Коши — Буняковского доказывается, что

∣∣∣∣
∑

|k|,|l|=r

∫

�

ρ2α(x)akl(x)u
(k)(x)v(l)(x) dx

∣∣∣∣ ≤M0

∥∥u;V r
2;α(�)

∥∥ ·
∥∥v;V r

2;α(�)
∥∥

для всех u, v ∈ V r
2;α(�). Отсюда

|Bλ[u, v]| ≤ (M0 + λ)
∥∥u;V r

2;α(�)
∥∥ ·
∥∥v;V r

2;α(�)
∥∥

для всех u, v ∈ V r
2;α(�). Следовательно, оператор R(λ), определенный равен-

ством
〈R(λ)F, v〉 = Bλ[R(λ)F, v], v ∈ V r

2;α(�), (20)

действует из
(
V r

2;α(�)
)′

в
(
V r

2;α(�)
)′

.

Согласно нашим построениям функции ϕ2
j(x), j = 1, N , образуют разбиение

единицы области �. Поэтому для всех F ∈ L2(�) и v ∈ V r
2;α(�) выполняются

равенства

〈F, v〉 = (F, v) =

∫

�

F (x)v(x) dx =
N∑

j=1

∫

�

ϕ2
j (x)F (x)v(x) dx =

N∑

j=1

(ϕjF, ϕj). (21)

Здесь и далее символом (·, ·) обозначено скалярное произведение в пространстве
L2(�).

Поскольку aklj(x) = (1 − ηj(x))akl(xj) + ηj(x)akl(x) и функция ηj(x) обра-
щается в единицу в некоторой окрестности множества suppϕj , функции aklj(x)
и akl(x) на множестве suppϕj совпадают. Поэтому из (1), (19) и (20) следует,
что

〈R(λ)F, v〉 =

N∑

j=1

exp(iθj)

{ ∑

|k|,|l|=r

∫

�

ρ2α(x)aklj(x)D
k(ϕjRj(λ)�jF )(x)v(l)(x) dx

+ λ

∫

�

ρ2α−2r(x)(Rj(λ)�jF )(x)ϕj(x)v(x) dx

}
. (22)

Здесь и далее символ Dk обозначает дифференцирование мультииндекса k.
Пусть F ∈ L2(�). В равенстве (17) заменим F на ϕjF , а v — на ϕjv:

exp(iθj)Bλj [Rj(λ)�jF, ϕjv] = (ϕjF, ϕjv),
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откуда с учетом равенства (13) вытекает, что

(ϕjF, ϕjv)

= exp(iθj)

{ ∑

|k|,|l|=r

∫

�

ρ2α(x)aklj(x)D
k(Rj(λ)�jF )(x)Dl(ϕj(x)v(x)) dx

+ λ

∫

�

ρ2(α−r)(x)(Rj(λ)�jF )(x)ϕj(x)v(x) dx

}
.

Суммируя это равенство по j от 1 до N , в силу (21) имеем

〈F, v〉 = (F, v)

=

N∑

j=1

exp(iθj)

{ ∑

|k|,|l|=r

∫

�

ρ2α(x)aklj(x)D
k(Rj(λ)�jF )(x)Dl(ϕj(x)v(x)) dx

+ λ

∫

�

ρ2(α−r)(x)(Rj(λ)�jF )(x)ϕj(x)v(x) dx

}
.

Отсюда и из (22) следует, что

〈R(λ)F, v〉 − 〈F, v〉 = Kλ[F, v] + Lλ[F, v], (23)

где

Kλ[F, v] =

N∑

j=1

exp(iθj)
∑(1)

Ck′′

k′

∫

�

ρ2α(x)aklj(x)ϕ
(k′)
j (x)U

(k′′)
j,λ (x)v(l)(x) dx, (24)

Lλ[F, v] =

N∑

j=1

exp(iθj)
∑(2)

Cl′′

l′

∫

�

ρ2α(x)aklj(x)U
(k)
j,λ (x)ϕ

(l′)
j (x)v(l′′)(x) dx, (25)

Uj,λ(x) = (Rj(λ)�jF )(x), j = 1, N.

Здесь символ
∑(1)

обозначает суммирование по мультииндексам k, l, k′, k′′ та-

ким, что k = k′+k′′, k′ 6= 0, |k| = |l| = r, а символ
∑(2) обозначает суммирование

по мультииндексам k, l, l′, l′′ таким, что l = l′ + l′′, l′ 6= 0, |k| = |l| = r.
Дальнейшая часть доказательства основной теоремы состоит из оценки

правой части равенства (23). Эту оценку сформулируем в виде двух вспомога-
тельных утверждений.

Утверждение 1. Существует положительная функция ω1(λ), λ > 0, та-

кая, что

|Kλ[F, v]| ≤ ω1(λ)
∥∥F ;

(
V r

2;α(�)
)′∥∥ ·

∥∥v;V r
2;α(�)

∥∥ (26)

для всех F ∈ L2(�), v ∈ V r
2;α(�), и ω1(λ) → 0 при λ→ ∞.

Доказательство. Прежде чем приступить к доказательству утвержде-
ния 1, докажем лемму 1.

Лемма 1. Пусть Bλj — самосопряженный оператор в пространстве L2(�),
порожденный симметричной формойB̃λj [u, v] =

1

2
{exp(iθj)Bλj [u, v] + exp(−iθj)Bλj [v, u]}, (27)
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D(B̃λj) = V r
2;α(�).

Тогда при λ ≥ λ0, где λ0 = max
j=1,N

λj и λj — такие же конечные положительные

числа, как в (10), для любого мультииндекса k такого, что |k| = r, и любого

j = 1, N оператор ραDkB
−1/2
λj ограничен в L2(�), а если мультииндекс k̃ такой,

что |k̃| < r, то существует положительная функция q(λ) такая, что q(λ) → 0
при λ→ ∞ и

‖ραDk̃u;L2(�)‖ ≤ q(λ)
∥∥B1/2

λj u;L2(�)
∥∥ (28)

для всех u ∈ V r
2;α(�).

Доказательство. По определению оператора Bλj для всех u, v ∈ V r
2;α(�)

выполняется равенство

(
B

1/2
λj u,B

1/2
λj v

)
= B̃λj [u, v]. (29)

Следовательно,

∥∥B1/2
λj u;L2(�)

∥∥2
= Re{exp(iθj)Bλj [u, u]} (30)

и в силу неравенства (15)

∥∥B1/2
λj u;L2(�)

∥∥ ≥ c0
∥∥u;V r

2;α(�)
∥∥, λ ≥ λ0, (31)

для всех u ∈ V r
2;α(�). Тем самым

‖ραDku;L2(�)‖ ≤M0

∥∥B1/2
λj u;L2(�)

∥∥, |k| = r, j = 1, N, u ∈ V r
2;α(�),

что влечет ограниченность оператора ραDkB
−1/2
λj .

Рассмотрим случай |k̃| < r. Из леммы 2.2 в [8], в частности, следует, что
для любого τ > 0 и всех u ∈ C∞

0 (�) справедливо неравенство

‖ρβ−r+mDk̃u;L2(�)‖ ≤ τ
∥∥u;Lr

2;β(�)
∥∥+ c0τ

−µ‖ρβ−ru;L2(�)‖,

где m = |k̃|, µ = m/(r −m). Обозначая в этом неравенстве β − r +m через α,
приходим к неравенству

‖ραDk̃u;L2(�)‖ ≤ τ
∥∥u;Lr

2;α+r−m(�)
∥∥+ c0τ

−µ‖ρα−mu;L2(�)‖.

Так как r −m ≥ 1 и � — ограниченная область, то ρr−m(x) ≤ C1 для всех
x ∈ �. Поэтому из полученного неравенства в силу (31) для всех u ∈ V r

2;α(�)
следует, что

‖ραDk̃u;L2(�)‖ ≤ τ
∥∥B1/2

λj u;L2(�)
∥∥+ c0τ

−µ‖ρα−mu;L2(�)‖,

где m = |k̃| < r, µ = |k̃|/(r − |k̃|) > 0 и τ — произвольное положительное число.

Отсюда в силу равенства (30) вытекает, что

‖ραDk̃u;L2(�)‖2 ≤ τ2 Re{exp(iθj)Bλj [u, u]} + c1τ
−2µ‖ρα−mu;L2(�)‖2.
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Заметим, что

τ2 Re{exp(iθj)Bλj [u, u]} + c1τ
−2µ‖ρα−mu;L2(�)‖2

= τ2 Re

{
exp(iθj)

( ∑

|k|,|l|=r

∫

�

ρ2α(x)aklj(x)u
(k)(x)u(l)(x) dx

+ λ

∫

�

ρ2(α−r)(x)|u(x)|2 dx
)}

+ c1τ
−2µ

∫

�

ρ2(α−m)(x)|u(x)|2 dx

≤ τ2 Re

{
exp(iθj)

( ∑

|k|,|l|=r

∫

�

ρ2α(x)aklj(x)u
(k)(x)u(l)(x) dx

+K0(λ, τ)

∫

�

ρ2(α−r)(x)|u(x)|2 dx
)}

,

гдеK0(λ, τ) — непрерывная функция, удовлетворяющая условию λ+c1τ
−2µ−2 ≤

K0(λ, τ). Поскольку µ + 1 = r/(r −m), то K0(λ, τ) → 0 при τ → 0 или λ → ∞.
Поэтому из полученных выше неравенств при λ = 1/τ следует, что

‖ραDk′′

u;L2(�)‖2

≤ τ2 Re

{
exp(iθj)

( ∑

|k|,|l|=r

∫

�

ρ2α(x)aklj(x)u
(k)(x)u(l)(x) dx

+ p(τ)

∫

�

ρ2(α−r)(x)|u(x)|2 dx
)}

, (32)

где непрерывная положительная функция p(τ) такова, что p(τ) → ∞ при τ → 0.
Обратную к p(τ) функцию обозначим через q и, положив τ = q(λ) в равенстве
(32), получим

‖ραDk′′

u;L2(�)‖2

≤ q(λ)2 Re

{
exp(iθj)

( ∑

|k|,|l|=r

∫

�

ρ2α(x)aklj(x)u
(k)(x)u(l)(x) dx

+ λ

∫

�

ρ2(α−r)(x)|u(x)|2 dx
)}

,

где непрерывная положительная функция q(λ) такова, что q(λ) → 0 при λ→ ∞.
Отсюда в силу равенства (30) следует (28).

Лемма 1 доказана.

Билинейная форма exp(iθj)Bλj [u, v] удовлетворяет неравенствам (см. (15),
(16)):

c0
∥∥u;V r

2;α(�)
∥∥2 ≤ Re{exp(iθj)Bλj [u, u]} (33)

для всех u ∈ V r
2;α(�),

|Bλj [u, v]| ≤ (M0 + |λ|)
∥∥u;V r

2;α(�)
∥∥ ·
∥∥v;V r

2;α(�)
∥∥ (34)

для всех u, v ∈ V r
2;α(�). Числа c0,M0 > 0 в этих неравенствах не зависят от

u(x), v(x).
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Согласно (33), (34) билинейная форма exp(iθj)Bλj [u, v] замкнута и секто-
риальна. Поэтому в силу теоремы 2.1 из [9, гл. 6] существует m-секториальный
оператор Aλj такой, что

exp(iθj)Bλj [u, v] = (Aλju, v), u ∈ D(Aλj) ⊂ V r
2;α(�), v ∈ V r

2;α(�). (35)

Пусть f ∈ L2(�). Тогда Rj(λ)f ∈ V r
2;α(�) и ввиду равенства (17)

exp(iθj)Bλj [Rj(λ)f, v] = 〈f, v〉

для всех v ∈ V r
2;α(�). Отсюда и из (35) в силу теоремы 2.1 из [9, гл. 6] следует,

что AλjRj(λ)f = f , f ∈ L2(�), т. е.Rj(λ)f = A−1
λj f (36)

для всех f ∈ L2(�).
Пусть Bλj — самосопряженный оператор, введенный в лемме 1. Для всех

u, v ∈ V r
2;α(�) выполняется равенство

(
B

1/2
λj u,B

1/2
λj v

)
= B̃λj [u, v],

откуда при u(x) = v(x) с учетом равенства (27) получим

∥∥B1/2
λj u;L2(�)

∥∥2
= Re{exp(iθj)Bλj [u, u]}, λ ≥ λ0 > 0.

Применяя (15), находим, что

∥∥B1/2
λj u;L2(�)

∥∥ ≥ C
∥∥u;V r

2;α(�)
∥∥, λ ≥ λ0 > 0,

для всех u ∈ V r
2;α(�). Отсюда следует обратимость оператора B

1/2
λj при λ ≥

λ0 > 0. Применяя теорему 3.2 из [9, гл. 6], получим представление

A−1
λj = B

−1/2
λj Xj(λ)B

−1/2
λj , λ ≥ λ0 > 0, (37)

где Xj(λ) : L2(�) → L2(�) — некоторый ограниченный оператор и его норма
‖Xj(λ)‖ не превосходит числа M1 > 0, не зависящего от λ ∈ [λ0,∞).

Переходим к доказательству оценки (26). Равенство (24) перепишем в виде

Kλ[F, v] =

N∑

j=1

exp(iθj)
∑(1)

Ck′′

k′

(
ραakljϕ

(k′)
j U

(k′′)
j,λ , ραv(l)

)
, (38)

где Uj,λ(x) = (Rj(λ)�jF )(x), j = 1, N . Пусть F ∈ L2(�). Используя равенства
(35)–(38), имеем

Kλ[F, v] =
N∑

j=1

∑(1)
exp(iθj)C

k′′

k′

(
ραakljϕ

(k′)
j Dk′′

A−1
λj �jF, ρ

αv(l)
)

=

N∑

j=1

∑(1)
exp(iθj)C

k′′

k′

(
ραakljϕ

(k′)
j Dk′′

B
−1/2
λj Xj(λ)B

−1/2
λj �jF, ρ

αv(l)
)
.

Применяя неравенство Коши — Буняковского, получаем

|Kλ[F, v]| ≪
N∑

j=1

∑(1)
‖Tk′′j(λ)Vj,λ;L2(�)‖ ·

∥∥Sj,lB
1/2
λ0j

v;L2(�)
∥∥, (39)
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где

Tk′′j(λ) = ραDk′′

B
−1/2
λj , Vj,λ(x) = Xj(λ)B

−1/2
λj (ϕjF )(x),

Sj,l = ραDlB
−1/2
λ0j

.
(40)

Докажем неравенство

‖Vj,λ;L2(�)‖ ≤M
∥∥F ;

(
V r

2;α(�)
)′∥∥, (41)

которое справедливо при λ ≥ λ0. Пусть λ ≥ λ0. Тогда

∥∥B−1/2
λj (ϕjF );L2(�)

∥∥≪
∥∥B−1/2

λ0j
(ϕjF );L2(�)

∥∥. (42)

Норму в пространстве L2(�) можно задавать с помощью равенства

‖f ;L2(�)‖ = sup |(f, v)|, (43)

где супремум берется по всем v ∈ L2(�) таким, что ‖v;L2(�)‖ = 1. Так как
C∞

0 (�) плотно в L2(�), в равенстве (43) можно считать, что супремум берется
по всем v ∈ C∞

0 (�) таким, что ‖v;L2(�)‖ = 1.

При λ = λ0 из (29) имеем
(
B

1/2
λ0j
u,B

1/2
λ0j
v
)

= B̃λ0j [u, v].
С другой стороны, Bλ0j [u, u] ≫

∥∥u;V r
2;α(�)

∥∥2
,

|Bλ0j [u, v]| ≤ (M0 + λ0)
∥∥u;V r

2;α(�)
∥∥ ·
∥∥v;V r

2;α(�)
∥∥

для всех u, v ∈ C∞
0 (�). Поэтому согласно теореме Лакса — Мильграма уравне-

ние Bλ0j [u, v̂] = (w, v̂), v̂ ∈ C∞
0 (�),

имеет решение для любого w ∈ L2(�). Следовательно, функцию v ∈ C∞
0 (�) в

(43) можно представить в виде v = B
1/2
λ0j

w, т. е.

‖f ;L2(�)‖ = sup
∣∣(f,B1/2

λ0j
w
)∣∣,

где супремум берется по всем w ∈ C∞
0 (�) таким, что

∥∥B1/2
λ0j

w;L2(�)
∥∥ = 1. С дру-

гой стороны, в классе C∞
0 (�) нормы

∥∥v;V r
2;α(�)

∥∥ и
∥∥B1/2

λ0j
v;L2(�)

∥∥ эквивалент-
ны. Поэтому

∥∥B−1/2
λ0j

(ϕjF );L2(�)
∥∥ = sup

∣∣(B−1/2
λ0j

(ϕjF ), w
)∣∣

= sup
∣∣(B−1/2

λ0j
(ϕjF ), B

1/2
λ0j

v
)∣∣≪ sup |(ϕjF, v)|

≪
∥∥ϕjF ;

(
V r

2;α(�)
)′∥∥≪

∥∥F ;
(
V r

2;α(�)
)′∥∥, (44)

где первый супремум в этой цепочке берется по всем w ∈ C∞
0 (�), ‖w;L2(�)‖ = 1,

второй супремум — по всем v ∈ C∞
0 (�),

∥∥B1/2
λ0j

w;L2(�)
∥∥ = 1, а третий супре-

мум — по всем v ∈ C∞
0 (�),

∥∥v;V r
2;α(�)

∥∥ = 1.
Из (42), (44) следует (41).

Согласно лемме 1 оператор Sj,l = ραDlB
−1/2
λ0j

(см. (40)) ограничен, и из

(16), (29) следует, что

∥∥B1/2
λ0j

v;L2(�)
∥∥2

= |B̃λ0j [v, v]| ≪
∥∥v;V r

2;α(�)
∥∥2
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для всех v ∈ V r
2;α(�). Поэтому

∥∥Sj,lB
1/2
λ0j

v;L2(�)
∥∥≪

∥∥v;V r
2;α(�)

∥∥. (45)

Согласно второй части утверждения леммы 1 существует положительная
функция ε1(λ) такая, что

∥∥ραDk′′

B
−1/2
λj

∥∥ ≤ ε1(λ)

и ε1(λ) → 0 при λ → ∞. Следовательно, lim
λ→∞

‖Tk′′j(λ)‖ = 0 (см. (40)). Ввиду

этого равенства из (39), (41), (45) получим оценку (26).
Утверждение 1 доказано.

Утверждение 2. Существует положительная функция ω2(λ), λ > 0, та-

кая, что

|Lλ[F, v]| ≤ ω2(λ)
∥∥F ;

(
V r

2;α(�)
)′∥∥ ·

∥∥v;V r
2;α(�)

∥∥ (46)

для всех F ∈ L2(�), v ∈ V r
2;α(�), и ω2(λ) → 0 при λ→ ∞.

Доказательство. Для удобства записи интегралы, составляющие форму
Lλ[F, v], обозначим через Iλ[F, v].1)

Так как (см. (36), (37))Rj(λ) = A−1
λj = B

−1/2
λj Xj(λ)B

−1/2
λj , λ ≥ λ0 > 0,

форму Iλ[F, v] можно записать в виде

Iλ[F, v] =
(
ραakljD

kB
−1/2
λj Xj(λ)B

−1/2
λj �jF, ρ

αϕ
(l′)
j Dl′′v

)
.

Далее введем обозначение

Vj,λ(x) = Xj(λ)B
−1/2
λj �jF (47)

и, используя равенство Dl′′v = Dl′′B
−1/2
λ0j

B
1/2
λ0j
v, получим

Iλ[F, v] =
(
B

−1/2
λ0j

Dl′′ϕ
(l′)
j ραakljρ

αDkB
−1/2
λj Vj,λ, B

1/2
λ0j

v
)
. (48)

Положим
Tj,λ0,l′′ = akljρ

αϕ
(l′)
j Dl′′B

−1/2
λ0j

.

Тогда

T
∗
j,λ0,l′′ = B

−1/2
λ0j

Dl′′ϕ
(l′)
j ραaklj

и равенство (48) примет вид

Iλ[F, v] =
(
T
∗
j,λ0,l′′ρ

αDkB
−1/2
λj Vj,λ, B

1/2
λ0j
v
)
.

Введем обозначение

Pj,λ0,k = ραDkB
−1/2
λ0j

.

Тогда

Iλ[F, v] =
(
T
∗
j,λ0,l′′Pj,λ0,kB

1/2
λ0j

B
−1/2
λj Vj,λ, B

1/2
λ0j

v
)
. (49)

1)Зависимость Iλ[F, v] от j, k, l, l′, l′′ в данном контексте несущественна, поэтому в обо-
значении эти символы не используются.
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Так как Bλj — самосопряженный оператор, ассоциированный с формойB̃λj [u, v] (см. лемму 1), то

∥∥(B1/2
λ0j

+ (λ− λ0)
1/2E

)
u;L2(�)

∥∥2 ≤ 2
{∥∥B1/2

λ0j
u;L2(�)

∥∥2
+ (λ− λ0)‖u;L2(�)‖2

}

≤M0

{(
B

1/2
λ0j

u,B
1/2
λ0j
u
)

+ θ′j(λ− λ0)(ρ
α−ru, ρα−ru)

}

= M0[B̃λ0j [u, u] + θ′j(λ − λ0)(ρ
2α−2ru, u)] = M0B̃λj [u, u]

= M0

(
B

1/2
λj u,B

1/2
λj u

)
= M0

∥∥B1/2
λj u;L2(�)

∥∥2
.

Следовательно, существует число M1 > 0 такое, что

∥∥(B1/2
λ0j

+ (λ− λ0)
1/2E

)
B

−1/2
λj

∥∥ ≤M1 (50)

при λ ≥ λ0. Здесь θ′j = Re exp(iθj).
Используя неравенство (50), из (49) получаем

|Iλ[F, v]| ≤M2

∥∥T∗
j,λ0,l′′Pj,λ0,kB

1/2
λ0j

(
B

1/2
λ0j

+ (λ− λ0)
1/2E

)−1∥∥

× ‖Vj,λ;L2(�)‖ ·
∥∥B1/2

λ0j
v;L2(�)

∥∥. (51)

Докажем, что

lim
λ→∞

∥∥T∗
j,λ0,l′′Pj,λ0,kB

1/2
λ0j

(
B

1/2
λ0j

+ (λ− λ0)
1/2E

)−1∥∥ = 0. (52)

Используя равенство

B
1/2
λ0j

(
B

1/2
λ0j

+ (λ− λ0)
1/2E

)−1
=
(
E + (λ − λ0)

1/2B
−1/2
λ0j

)−1
,

имеем

T
∗
j,λ0,l′′Pj,λ0,kB

1/2
λ0j

(
B

1/2
λ0j

+ (λ− λ0)
1/2E

)−1
= T

(
E + (λ− λ0)

1/2H
)−1

, (53)

где T = T
∗
j,λ0,l′′Pj,λ0,k, H = B

−1/2
λ0j

. Так как |l′′| ≤ r − 1, оператор Tj,λ0,l′′

вполне непрерывен. Поэтому из ограниченности оператора Pj,λ0,k вытекает
вполне непрерывность оператора T. Далее, применяя лемму 7.1 из [10, гл. 5],
из (53) получаем (52).

Из (51) в силу (52) следует, что

|Iλ[F, v]| ≤ δ∗(λ)‖Vj,λ;L2(�)‖ ·
∥∥B1/2

λ0j
v;L2(�)

∥∥, (54)

где δ∗(λ) → 0 при λ→ 0.
Заметим, что (см. (47), (34))

‖Vj,λ;L2(�)‖ ≤ ‖Xj(λ)‖
∥∥B−1/2

λj F ;L2(�)
∥∥≪

∥∥F ;
(
V r

2;α(�)
)′∥∥,

∥∥B1/2
λ0j

v;L2(�)
∥∥≪

∥∥v;V r
2;α(�)

∥∥.
В силу этих неравенств из (54) вытекает (46).

Утверждение 2 доказано.

Применяя неравенства (26), (46), установленные в утверждениях 1 и 2 со-
ответственно, из (23) получим

|〈R(λ)F, v〉 − 〈F, v〉| ≤ (ω1(λ) + ω2(λ))
∥∥F ;

(
V r

2;α(�)
)′∥∥ ·

∥∥v;V r
2;α(�)

∥∥
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для всех F ∈ L2(�), v ∈ V r
2;α(�). Так как ω1(λ) → 0, ω2(λ) → 0 при λ → ∞,

существует число λ0 ≥ 1 такое, что

|〈R(λ)F, v〉 − 〈F, v〉| ≤ 1

2

∥∥F ;
(
V r

2;α(�)
)′∥∥ ·

∥∥v;V r
2;α(�)

∥∥ (55)

для любого λ ≥ λ0 и всех F ∈ L2(�), v ∈ V r
2;α(�). Так как L2(�) плотно в(

V r
2;α(�)

)′
, оценка (55) верна для всех F ∈

(
V r

2;α(�)
)′

.

Ввиду (55) при λ > λ0 оператор R(λ) имеет вид R(λ) = E+G(λ), где норма

оператора G(λ) :
(
V r

2;α(�)
)′ →

(
V r

2;α(�)
)′

не превосходит 1/2. Поэтому оператор

R(λ) :
(
V r

2;α(�)
)′ →

(
V r

2;α(�)
)′

непрерывно обратим и R−1(λ) = (E + G(λ))−1.

Оператор Rj(λ), определенный равенством (17), действует из
( ◦
W r

2;α(�)
)′

в
◦
W r

2;α(�). Поэтому из (19) следует, что оператор R(λ) также действует из(
V r

2;α(�)
)′

в V r
2;α(�). Стало быть, для любого функционала F ∈

(
V r

2;α(�)
)′

функ-
ция U(x), определенная равенством

U = R(λ)R−1(λ)F, λ ≥ λ0, (56)

принадлежит пространству V r
2;α(�).

Далее будем считать, что λ ≥ λ0 и λ0 — достаточно большое число. Тогда из
(20) следует, что Bλ[R(λ)R−1(λ)F, v] = 〈F, v〉 для всех v ∈ C∞

0 (�). Поэтому при
λ ≥ λ0 функция U(x), определенная равенством (56), удовлетворяет равенству
Bλ[U, v] = 〈F, v〉, v ∈ C∞

0 (�). Тем самым функция (56) является решением
задачи Dλ. Так как при λ ≥ λ0 оператор R−1(λ) ограничен, из (18) и (19)
следует, что функция (56) удовлетворяет оценке (6).

Для доказательства единственности решения задачи Dλ рассмотрим со-

пряженную задачу: для заданного функционала F ∈
(
V r

2,α(�)
)′

найти решение

U1 ∈ V r
2,α(�) уравнения

Bλ[v, U1] = 〈F, v〉, v ∈ V r
2,α,ϕ(�). (57)

Так как коэффициенты билинейной формы Bλ[v, U1] удовлетворяют усло-
виям теоремы, поступая, как выше, можно построить операторы R∗(λ), R∗(λ)
такие, что функция U1 = R∗(λ)R∗(λ)−1F , λ ∈ [λ∗0,∞), принадлежит простран-
ству V r

2;α(�)) и удовлетворяет уравнению (57).

Пусть функция u ∈ V r
2;α(�) удовлетворяет равенству

Bλ[u, v] = 0, v ∈ V r
2;α(�), (58)

где λ ≥ λ′0 = max{λ∗0, λ0}. Пусть F — произвольный элемент пространства(
V r

2;α(�)
)′

. Так как U1 = R∗(λ)R∗(λ)−1F принадлежит пространству V r
2;α(�), в

(58) полагая v = U1, получаем Bλ[u, U1] = 0, т. е. Bλ[u, U1] = 0.

С другой стороны, функция U1 = R∗(λ)R∗(λ)−1F удовлетворяет (57). По-

этому 〈F, u〉 = 0 для всех F ∈ V r
2;α(�). Учитывая вложение V r

2;α(�) →
(
V r

2;α(�)
)′

и полагая F = u, имеем 〈u, u〉 = 0, т. е. u = 0.

Теорема доказана полностью.

В заключение авторы выражают свою искреннюю признательность про-
фессору С. А. Исхокову за постановку задачи и постоянное внимание к работе.
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СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА

С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ

ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

О. С. Зикиров, Д. К. Холиков

Аннотация. Исследуется нелокальная задача с интегральным условием для од-
ного класса уравнений в частных производных третьего порядка с волновым опе-
ратором в главной части. Методом Римана доказано существование регулярного
решения исследуемой задачи при определенных условиях гладкости на заданные
функции.

Ключевые слова: псевдопараболическое уравнение, метод Римана, нелокальная
задача, интегральное условие, регулярное решение.

1. Постановка задачи. В области D = {(x, y) : 0 < x < l, 0 < y < h}
рассмотрим уравнение

Mu ≡
(
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
uxy + Lu = g(x, y), (1)

где α, β — заданные постоянные, причем α2 + β2 6= 0, а L — линейное диффе-
ренциальное выражение вида

Lu ≡ a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + d(x, y)ux + e(x, y)uy + f(x, y)u,

которое относится к одному из канонических видов, указанных в [1].
Заметим, что гиперболические уравнения третьего и более высоких поряд-

ков с доминированными младшими членами, которые часто называют псевдо-
параболическими, встречаются при изучении вопросов фильтрации жидкости
в пористых средах, влагопереноса в почвогрунтах, распространения волн в дис-
пергирующих средах, а также при моделировании различных процессов и яв-
лений (см., например, [2–4]).

Уравнение (1) представляет собой объединение в виде одной формулы двух
вариантов обобщенного псевдопараболического уравнения Аллера, частные слу-
чаи которого исследовались, например, в [5, с. 254–256; 6, с. 132–138], а также в
[7, 8] и др.

Без ограничения общности можно считать, что α > 0 и β > 0. Действи-
тельно, если α < 0, β > 0 или α > 0, β < 0, то при помощи замены независимого
переменного x = 1 − ξ или y = 1 − η рассматриваемые случаи редуцируются к
случаю α > 0 и β > 0.

В работе изучается следующая задача: найти в области D решение u(x, y)
уравнения (1), удовлетворяющее начальным условиям

u(x, 0) = ψ1(x), uy(x, 0) = ψ2(x), 0 ≤ x ≤ l, (2)

c© 2014 Зикиров О. С., Холиков Д. К.
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интегральным условиям

l∫

0

u(x, y) dx = ϕ1(y), 0 ≤ y ≤ h, (3)

l∫

0

xu(x, y) dx = ϕ2(y), 0 ≤ y ≤ h, (4)

где ψ1(x), ψ2(x), ϕ1(y), ϕ2(y) — заданные функции, и условиям согласования

l∫

0

ψ1(x) dx = ϕ1(0),

l∫

0

xψ1(x) dx = ϕ2(0),

l∫

0

ψ2(x) dx = ϕ′
1(0),

l∫

0

xψ2(x) dx = ϕ′
2(0).

Смешанные задачи с интегральными условиями для уравнений в частных
производных рассмотрены в [9–11], но при этом, в основном, рассматриваются
уравнения второго порядка, как в одномерных [9], так и многомерных [10] обла-
стях. Следует отметить, что задачи с интегральными условиями для уравнений
в частных производных высокого порядка исследованы в [11] и др. работах.

Введем некоторые необходимые обозначения и определения.
Через Ck,l(D) обозначим класс функций u(x, y), непрерывных вместе со

своими частными производными порядка ∂m+nu(x, y)/∂xm∂yn для всех m =
0, k, n = 0, l, Ck,0(D) = Ck(D) и C0(D) = C(D).

Под классом C(k,ν)(D) понимаются определенные в области D функции,
у которых все частные производные порядка k существуют и удовлетворяют
условию Гёльдера с показателем ν, 0 < ν < 1.

Определение 1. Регулярным в области D решением уравнения (1) назы-
вается действительная функция u(x, y) из класса C2,1(D) ∩ C1,2(D) ∩ C1,1(D),
удовлетворяющая ему в обычном смысле.

Сопряженным по Лагранжу оператором для дифференциального операто-
ра Mu будет

M∗v ≡ −
(
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
vxy + L∗v,

где α, β — заданные постоянные, а L∗ — линейный оператор второго порядка

L∗v ≡ (av)xx + (2bv)xy + (cv)yy − (dv)y − (ev)y + fv.

Определение 2. Функцией Римана для уравнения (1) называется реше-
ние v(x, y) = v(x, y; ξ, η) следующей задачи:

M∗v = 0, (5)

v(ξ, y; ξ, η) = ω1(ξ, y; ξ, η), vx(ξ, y; ξ, η) = exp


− 1

α

y∫

η

a(ξ, t) dt


, (6)
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v(x, η; ξ, η) = ω2(x, η; ξ, η), vy(x, η; ξ, η) = exp


− 1

β

x∫

ξ

c(t, η) dt


, (7)

где ω1(ξ, y; ξ, η) и ω2(x, η; ξ, η) — решения следующих задач Коши:

βω1yy(ξ, y; ξ, η) − b(ξ, y)ω1y(ξ, y; ξ, η) + d(ξ, y)ω1(ξ, y; ξ, η) = 0,

ω1(ξ, y; ξ, η)|y=η = 0, βω1y(ξ, y; ξ, η)
∣∣
y=η

= 1, (8)

αω2xx(x, η; ξ, η) − b(x, η)ω2x(x, η; ξ, η) + e(x, η)ω2(x, η; ξ, η) = 0,

ω2(x, η; ξ, η)|x=ξ = 0, αω2x(x, η; ξ, η)|x=ξ = 1, (9)

а (ξ, η) — произвольная точка области D. Очевидно, что задачи (8) и (9) одно-
значно разрешимы.

Будем требовать выполнения следующих условий.

Условие 1. Коэффициенты уравнения (1) удовлетворяют условиям

a(x, y) ∈ C1,0(D) ∩C2,0(D), b(x, y) ∈ C1,0(D) ∩ C0,1(D) ∩ C1,1(D),

c(x, y) ∈ C0,1(D) ∩ C0,2(D), d(x, y) ∈ C0,0(D) ∩ C1,0(D),

e(x, y) ∈ C0,0(D) ∩ C0,1(D), f(x, y) ∈ C0,0(D),

кроме того, d(x, y) < 0, e(x, y) < 0 для любых (x, y) ∈ D.

Условие 2. Заданные функции ψi(x), ϕi(y), i = 1, 2, и g(x, y) удовлетво-

ряют условиям

ψi(x) ∈ C2[0, l], ϕi(y) ∈ C2[0, h], i = 1, 2, g(x, y) ∈ C(1,λ)(D),

кроме того, g(x, 0) = g(0, y) = 0.

Имеет место следующая теорема разрешимости нелокальной задачи (1)–(4).

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1 и 2. Тогда нелокальная задача

(1)–(4) разрешима и притом единственным образом.

2. Доказательство теоремы 1 основано на исследовании разрешимости вспо-
могательной характеристической задачи Гурса для уравнения (1): найти функ-

цию u(x, y), являющуюся в области D решением уравнения (1) и такую, что для

нее выполняются начальные условия (2) и граничные условия

u(0, y) = µ1(y), ux(0, y) = µ2(y), 0 ≤ y ≤ h, (10)

где µ1(y) и µ2(y) — пока неизвестные функции, при этом будем предполагать,

что

ψ1(0) = µ1(0), ψ2(0) = µ′
1(0), ψ′

1(0) = µ2(0), ψ′
2(0) = µ′

2(0).

Разрешимость устанавливается с помощью метода Римана.

В [12] доказано, что если ψi(x) ∈ C2[0, l], µi(y) ∈ C2[0, h], i = 1, 2, то решение
характеристической задачи Гурса (1), (2), (5) существует, единственно и имеет



Смешанная задача с интегральным условием 25

место интегральное представление

u(x, y) = αvx(0, y;x, y)µ1(y) + βvy(x, 0;x, y)ψ1(x) −
x∫

0

[βv(x, 0; ξ, y)ψ′
2(ξ)

+ c(ξ, 0)v(ξ, 0;x, y)ψ2(ξ) +A(ξ;x, y)ψ′
1(ξ) +B(ξ;x, y)ψ1(ξ)] dξ

−
y∫

0

[αv(0, η;x, y)µ′
2(η) + a(0, η)v(0, η;x, y)µ2(η) +A1(η;x, y)µ

′
1(η)

+B1(η;x, y)µ1(η)] dη +

x∫

0

y∫

0

v(ξ, η;x, y)g(ξ, η) dξdη, (11)

здесь (ξ, η) — произвольная точка области D,

A(ξ, x, y) = −αvx(ξ, 0;x, y) + b(ξ, 0)v(ξ, 0;x, y),

B(ξ;x, y) = −βvxy(ξ, 0;x, y) − b(ξ, 0)vx(ξ, 0;x, y)

− c(ξ, 0)vy(ξ, 0;x, y) − [bx(ξ, 0) + c(ξ, 0) − e(ξ, 0)]v(ξ, 0;x, y),

A1(η;x, y) = −βvy(0, η;x, y) + b(0, η)v(0, η;x, y),

B1(η;x, y) = −αvxy(0, η;x, y) − a(0, η)vx(0, η;x, y)

− b(0, η)vy(0, η;x, y) − [ax(0, η) + by(0, η) − d(0, η)]v(0, η;x, y).

Таким образом, решение задачи Гурса для уравнения (1) представимо в
явном виде (11), если известна функция Римана v(x, y; ξ, η).

3. В [12] методом редукции к нагруженным интегральным уравнениям
Вольтерра доказана следующая теорема существования и единственности функ-
ции Римана v(x, y; ξ, η), определяемой по формулам (5)–(9).

Теорема 2. Если выполнено условие 1, то функция Римана v(x, y) =
v(x, y; ξ, η) для оператора M существует и единственна.

Доказательство. Проинтегрируем уравнение (5) по x в пределах от ξ до
x, по y от η до y. Пользуясь условиями (6) и (7), а также (8) и (9), получим

−
(
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
v(x, y) + b(x, y)v(x, y) +

x∫

ξ

y∫

η

L∗v(t, τ) dτdt = α+ β, (12)

где
L∗v ≡ (av)xx + (2bv)xy + (cv)yy − (dv)x − (ev)y + fv.

Некоторые слагаемые в левой части (12) преобразуем интегрированием по
частям и с помощью равенств

αvxy + a(x, y)vx = 0, βvxy + c(x, y)vy = 0,

которые вытекают из (6) и (7), после чего имеем
(
α
∂

∂x
+ β

∂

∂y

)
v(x, y) =

1

2
K0v(x, y) + γ(x, y), (13)
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здесь

K0v(x, y) = 2b(x, y)v(x, y) +

x∫

ξ

[cy(t, y) − e(t, y)]v(t, y) dt

+

x∫

η

[ax(x, τ) − d(x, τ)]v(x, τ) dτ +

x∫

ξ

y∫

η

f(t, τ)v(t, τ) dτdt,

γ(x, y) = −(α+ β) + α exp


− 1

α

y∫

η

a(ξ, t) dt


+ β exp


− 1

β

x∫

ξ

c(t, η) dt


.

Опираясь на представление общего решения уравнения (13), приходим к
интегральному уравнению для определения функции v(x, y)

v(x, y) =
1

2(α2 + β2)

αx+βy∫

βx−αy

K0v(x̄(s), ȳ(s)) ds+ γ1(x, y), (14)

где

x̄(s) =
1

α2 + β2
(β2x− αβy + αs), ȳ(s) =

1

α2 + β2
(−αβx+ α2y + βs),

γ1(x, y) — известная функция.
Таким образом, задача (6)–(9) для уравнения (5) эквивалентна интеграль-

ному уравнению (14).
Интегральный оператор

Kv =
1

2(α2 + β2)

αx+βy∫

βx−αy

K0v(x̄(s), ȳ(s)) ds+ γ(x, y)

действует из C(D) в C(D).
Очевидно, что для v(x, y) = v1(x, y) − v2(x, y) имеет место оценка

|Kv| ≤ 1

2(α2 + β2)
M · (αx + βy)[(x− ξ)2 + (y − η)2]‖v‖,

где
‖v‖ = max

(x,y)∈D
|v(x, y)|, M = max{c5, c6, c7, c8},

c5 = max
(x,y)∈D

|cy(x, y) − e(x, y)|, c6 = max
(x,y)∈D

|ax(x, y) − d(x, y)|,

c7 = max
(x,y)∈D

|f(x, y)|, c8 = max
(x,y)∈D

|2b(x, y)|.

Тогда

|K2v| ≤ 1

22(α2 + β2)2
M2

2!
(αx+ βy)2[(x− ξ)2 + (y − η)2]2‖v‖,

для n-й степени оператора K имеем

|Knv| ≤ 1

2n(α2 + β2)n
Mn

n!
(αx + βy)n[(x− ξ)2 + (y − η)2]n‖v‖.
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Видим, что можно подобрать n такое, что

1

2n(α2 + β2)n
Mn

n!
(αl + βh)n[ln + hn] < 1.

Для этого n отображение Kn сжимающее.
Из обобщенной теоремы о неподвижной точке следует, что интегральное

уравнение (14) имеет единственное решение. Таким образом, теорема 2 доказа-
на.

Покажем, что функция, определенная по формуле (11), удовлетворяет урав-
нению (1) и условиям (2), (3) и (5). Для этого достаточно установить существо-
вание решения уравнения (1) при однородных краевых условиях

µi(y) = 0, ψi(x) = 0, i = 1, 2.

В самом деле, вместо u(x, y) введем новую неизвестную функцию

z(x, y) = u(x, y) − {µ1(y) + x[µ2(y) − ψ′
1(0)]

+ ψ1(x) + y[ψ2(x) − ψ2(0)] − ψ′
2(0)xy − ψ1(0)},

которая удовлетворяет уравнению (1) с другой правой частью и однородными
условиями

z(0, y) = zx(0, y) = z(x, 0) = zy(x, 0) = 0. (15)

Пользуясь свойством функции Римана, непосредственной проверкой нетрудно
убедиться в том, что функция, определенная равенством (11), удовлетворяет
уравнению (1) и однородным условиям (15).

4. Сведение задачи (1)–(4) к интегральным уравнениям. Представ-
ление (11) после некоторых преобразований запишем в виде

u(x, y) = [αvx(0, y;x, y) −A1(y;x, y)]µ1(y) − αv(0, y;x, y)µ2(y)

+

y∫

0

[A1y(η;x, y) −B1(η;x, y)]µ1(η) dη

+

y∫

0

[αvy(0, η;x, y) − a(0, η)v(0, η;x, y)]µ2(η) dη + F (x, y), (16)

где

F (x, y) = [βvy(x, 0;x, y) −A(x;x, y)]ψ1(x) − βvx(x, 0;x, y)ψ2(x)

+ βv(0, 0;x, y)ψ2(0) + αv(0, 0;x, y)ψ′
1(0) + [A1(0;x, y) +A(0;x, y)]ψ1(0)

+

x∫

0

[Ax(ξ;x, y)−B(ξ;x, y)]ψ1(ξ) dξ +

x∫

0

[βvx(ξ, 0;x, y)− c(ξ, 0)v(ξ, 0;x, y)]ψ2(ξ) dξ

+

x∫

0

y∫

0

v(ξ, η;x, y)g(ξ, η) dξdη.

Функции µ1(y), µ2(y) неизвестны. Выясним, можно ли найти их так, чтобы
решение задачи Гурса удовлетворяло интегральным условиям (3) и (4). Для
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этого сначала проинтегрируем (16) по x от 0 до l. Тогда с учетом условия (3)
получим

µ1(y)

l∫

0

[αvx(0, y;x, y) −A1(y;x, y)] dx− µ2(y)

l∫

0

αv(0, y;x, y) dx

+

y∫

0

[K1(η, y)µ1(η) +K2(η, y)µ2(η)] dη +

l∫

0

F (x, y) dx = ϕ1(y), (17)

где

K1(η, y) =

l∫

0

[A1y(η;x, y) −B1(η;x, y)] dx,

K2(η, y) =

l∫

0

[αvy(0, η;x, y) − a(0, η)v(0, η;x, y)] dx.

Теперь умножим (16) на x и проинтегрируем результат по x от 0 до l. Тогда
в силу условия (4) из (16) получим

µ1(y)

l∫

0

x[αvx(0, y;x, y) −A1(y;x, y)] dx− µ2(y)

l∫

0

xαv(0, y;x, y) dx

+

y∫

0

[K3(η, y)µ1(η) +K4(η, y)µ2(η)] dη +

l∫

0

xF (x, y) dx = ϕ2(y), (18)

где

K3(y, η) =

l∫

0

x[A1y(η;x, y) −B1(η;x, y)] dx,

K4(y, η) =

l∫

0

x[αvy(0, η;x, y) − a(0, η)v(0, η;x, y)] dx.

Таким образом, разрешимость нелокальной задачи (1)–(4) сведена к разре-
шимости системы интегральных уравнений (17), (18).

Введя обозначения

k(y) =

(
k1(y) k2(y)
k3(y) k4(y)

)
, K (y, η) =

(
K1(y, η) K2(y, η)
K3(y, η) K4(y, η)

)
,

систему интегральных уравнений (17), (18) перепишем в операторном виде

k(y)

(
µ1(y)
µ2(y)

)
=

y∫

0

K (y, η)

(
µ1(η)
µ2(η)

)
dη +

(
γ1(y)
γ2(y)

)
, 0 ≤ y ≤ h, (19)
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где

det |k(y)| = k1(y)k4(y) − k3(y)k2(y) = αv(0, y; l, y)

l∫

0

xαv(0, y;x, y) dx

−
l∫

0

xαv(0, y;x, y) dx

l∫

0

[αv(0, y;x, y) +A1(y;x, y)] dx

− αlv(0, y; l, y)

l∫

0

αv(0, y;x, y) dx

+

l∫

0

αv(0, y;x, y) dx

l∫

0

x[αv(0, y;x, y) +A1(y;x, y)] dx.

Покажем, что det |k(y)| 6= 0. Уравнение (19) — система интегральных урав-
нений третьего рода. Следуя рассуждениям из [8], можно выделить класс за-
дач, для которых det |k(y)| нигде в [0, h] не обращается в нуль. Действительно,
функция v(0, y; l, y) на [0, h] нигде не обращается в нуль, если нуль не является
собственным значением задачи

αvxx(x, y; l, y) − b(x, y)vx(x, y; l, y) + e(x, y)v(x, y; l, y) = 0,

v(0, y; l, y) = 0, αv(l, y; l, y) = 0. (20)

Так, например, e(x, y) ≤ 0. В самом деле, если v(0, y; l, y) = 0 при каком-либо
y ∈ [0, h], то задача (20) имеет только тривиальное решение v(x, y; l, y) ≡ 0,
значит, vx(x, y; l, y) = 0, что противоречит условию αvx(l, y; l, y) = 1.

Уравнение (19) является системой интегральных уравнений Вольтерра тре-
тьего рода [5, 8], которая безусловно разрешима. Таким образом, находя из
интегральных уравнений µ1(y) и µ2(y), задачу (1)–(4) сводим к характеристи-
ческой задаче Гурса для уравнения (1), однозначная разрешимость которой
установлена в работе [12]. Отсюда следует существование и единственность
решения нелокальной задачи (1)–(4).
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КРИТЕРИЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ

ДЛЯ ЗАДАЧИ СМЕШАННОГО УПРАВЛЕНИЯ

ОДНОЙ ВЫРОЖДЕННОЙ СИСТЕМОЙ

А. Ф. Исламова

Аннотация. Получены необходимые и достаточные условия оптимальности для
линеаризованной системы фазового поля, которая относится к системам, не раз-
решимым относительно производной по времени. Рассматривается задача со сме-
шанным (стартовым и распределенным) управлением и функционалом качества, не
учитывающим затраты на управление.

Ключевые слова: оптимальное управление, распределенная система, вырожден-
ные уравнения, критерий оптимальности.

Введение

Необходимые условия оптимальности в теории оптимальных процессов для
распределенных систем выводятся с помощью различных вариантов принципа
Лагранжа. Однако исследование задач оптимального управления для систем,
не разрешимых относительно производной по времени, приводит к значитель-
ным трудностям. Особенность линеаризованной квазистационарной системы
уравнений фазового поля [1], рассматриваемой в данной работе, заключается
в том, что оператор, стоящий при производной по времени, имеет нетривиаль-
ное ядро. Квазистационарная система уравнений фазового поля возникает при
моделировании фазовых переходов первого рода в мезоскопической теории и,
в частности, описывает взаимодействие твердой и жидкой фаз для расплывча-
той, кашеобразной области.

Основные усилия автора направлены на вывод системы оптимальности для
задачи минимизации функционала, не учитывающего затраты на управление
системой, т. е. вывод набора соотношений, вместе с ограничениями исходной
задачи описывающих необходимые условия. На первом шаге доказывается раз-
решимость задачи управления для системы фазового поля, на втором — с по-
мощью функции Лагранжа получена сопряженная задача и ее разрешимость
и, наконец, формулируется критерий оптимальности. Технически исследование
опирается на результаты В. Е. Федорова [2] при доказательстве разрешимости
начальной задачи и результаты А. В. Фурсикова [3] при выводе системы опти-
мальности.

Кроме описанных уже особенностей системы, отличие рассматриваемой за-
дачи заключается в использовании комбинированного управления. С практи-
ческой точки зрения в некоторых ситуациях важно одновременное управление

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 14–01–31125–мол а).

c© 2014 Исламова А. Ф.
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системой как посредством выбора начальных данных, так и на протяжении все-
го времени ее функционирования. Совокупность стартового и распределенного
управлений названа в работе смешанным управлением. Ранее в совместных
работах автора с М. В. Плехановой уже были рассмотрены вопросы разреши-
мости задач смешанного управления с различными функционалами качества
для вырожденных систем [4–10], здесь же впервые приводятся необходимые и
достаточные условия.

§ 1. Задача смешанного управления

В этом параграфе приведем необходимые в дальнейшем результаты. ПустьX , Y — гильбертовы пространства, L ∈ L (X ;Y ) (линейный непрерывный
оператор из X в Y ), kerL 6= {0}, M ∈ C l(X ;Y ) (линейный замкнутый плотно
определенный в X оператор, действующий в пространство Y ). При исследо-
вании будем использовать методы теории вырожденных полугрупп операторов
[2, 11]. Обозначим

N0 = N ∪ {0}, ρL(M) = {µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L (Y ;X )},

RL
(µ,p)(M) =

p∏

k=0

(µkL−M)−1L, LL
(µ,p)(M) =

p∏

k=0

L(µkL−M)−1,X 0 = kerRL
(µ,p)(M), Y 0 = kerLL

(µ,p)(M),X 1 = imRL
(µ,p)(M), Y 1 = imLL

(µ,p)(M)

(черта над множеством означает замыкание в норме пространства X или Y
соответственно),

Lk = L|X k , Mk = M |domMk
, domMk = domM ∩X k, k = 0, 1.

Пусть p ∈ N0. Оператор M называется сильно (L, p)-секториальным, если
(i) ∃a ∈ R ∃θ ∈ (π/2, π)

SL
a,θ(M) = {µ ∈ C : |arg(µ− a)| < θ, µ 6= a} ⊂ ρL(M);

(ii) ∃K ∈ R+ ∀µ0, µ1, . . . , µp ∈ SL
a,θ(M)

max
{∥∥RL

(µ,p)(M)
∥∥L (X )

,
∥∥LL

(µ,p)(M)
∥∥L (Y )

}
≤ K

p∏
k=0

|µk − a|
;

(iii) для всех λ, µ0, µ1, . . . , µp ∈ SL
a,θ(M)

∥∥RL
(µ,p)(M)(λL −M)−1

∥∥L (Y ;X)
≤ K

|λ− a|
p∏

k=0

|µk − a|
.

Теорема 1.1 [2]. Пусть оператор M сильно (L, p)-секториален. Тогда

(i) имеют место равенства X =X 0 ⊕X 1, Y = Y 0 ⊕ Y 1;

(ii) Lk ∈ L (X k
;Y k), Mk ∈ C l(X k;Y k), k = 0, 1;

(iii) существуют операторы M−1
0 ∈ L (Y 0;X 0), L−1

1 ∈ L (Y 1;X 1);

(iv) оператор G = M−1
0 L0 ∈ L (X 0) нильпотентен степени не больше p ∈

N0;
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(v) существует разрешающая полугруппа {Xt ∈ L (X ) : t ≥ 0} уравнения

Lẋ(t) = Mx(t), аналитическая в секторе � = {τ ∈ C : | arg τ | < θ − π/2, τ 6= 0};
(vi) инфинитезимальным генератором аналитической полугруппы

{
Xt

1 ∈L (X 1
) : t ≥ 0

}
является оператор S = L−1

1 M1 ∈ C l(X 1).

Здесь Xt
1 — сужение оператора Xt на X 1. Проектор вдоль X 0 на X 1

обозначим через P , а вдоль Y 0 на Y 1 — через Q. Кроме того, будем использо-
вать обозначение Hk(0, T ;X ), k ∈ N, для пространства Соболева W k

2 (0, T ;X )
функций u : [0, T ] → X с нормой

‖u‖Hk(0,T ;X ) =




k∑

r=0

T∫

0

‖u(r)(t)‖2X dt




1
2

.

Через H0(0, T ;X ) = L2(0, T ;X ) будем обозначать пространство Лебега.
Пусть T > 0. Рассмотрим задачу управления с начальным условием Шо-

уолтера
Lẋ(t) = Mx(t) + u(t), (1.1)

Px(0) = Pv, (1.2)

(u, v) ∈ U∂ , (1.3)

J(x) =
1

2
‖x− x̃‖2

L2(0,T ;X ) → inf, (1.4)

где непустое выпуклое замкнутое подмножество U∂ пространства управлений U

представляет собой множество допустимых управлений, пара (u, v) ∈ U задает
смешанное управление, x̃ ∈ L2(0, T ;X ) — заданная функция. В силу замкнуто-
сти оператора S пространство DS = domS = domM1 гильбертово со скалярным
произведением 〈·, ·〉DS = 〈·, ·〉X +〈S·, S·〉X . В качестве пространства управлений
для данной задачи выберем U = Hp+1(0, T ;Y ) ×DS .

Сильным решением задачи (1.1), (1.2) назовем функцию x ∈ H1(0, T ;X ),
удовлетворяющую условию (1.2) и почти всюду на интервале (0, T ) — уравнению
(1.1).

Специфика рассматриваемого вырожденного уравнения требует повышен-
ной гладкости функции управления u (см. [12]). Чтобы учесть данное условие,
решения уравнения (1.1) будем искать в гильбертовом пространствеZ = {z ∈ H1(0, T ;X ) : Lż −Mz ∈ Hp+1(0, T ;Y )},
наделенном нормой

‖z‖2Z = ‖z‖2
H1(0,T ;X ) + ‖Lż −Mz‖2

Hp+1(0,T ;Y ).

Его полнота доказана в [12].
Минимизировать функционал стоимости будем на множестве допустимых

троек W, т. е. на наборе функций (x, u, v) ∈ Z ×U, удовлетворяющих условиям
(1.1)–(1.3). Решением задачи управления (1.1)–(1.4) назовем тройку (x̂, û, v̂) ∈
W, минимизирующую функционал стоимости: J(x̂) = inf

(x,u,v)∈W

J(x).

Теорема 1.2 [10]. Пусть операторM сильно (L, p)-секториален, U∂ — непу-

стое замкнутое выпуклое множество, ограниченное в пространстве U. Тогда

существует решение (x̂, û, v̂) ∈ Z × U задачи (1.1)–(1.4).

На парах u = (u, v) определим оператор A , действующий по правилуA u = x — решение задачи (1.1), (1.2). Учитывая вид решения [13, 14] в случае
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сильной (L, p)-секториальности оператора M , заметим, что оператор A будет
определяться формулойA u(t) = Xtv+

t∫

0

Xt−sL−1
1 Qu(s) ds−

p∑

k=0

GkM−1
0 (I−Q)u(k)(t), t ∈ (0, T ). (1.5)

Лемма 1.1. Пусть оператор M сильно (L, p)-секториален. Тогда A ∈L (Hp+1(0, T ;Y ) ×DS ;L2(0, T ;X )).

Доказательство. Линейность оператора очевидна. Из оценки на реше-
ние [15]

‖x‖2
H1(0,T ;X ) ≤ C

(
‖Pv‖2X + ‖SPv‖2X + ‖u‖2

Hp+1(0,T ;Y )

)

следует, что A ∈ L (Hp+1(0, T ;Y ) × DS ;H1(0, T ;X )), поэтому тем более A ∈L (Hp+1(0, T ;Y ) ×DS ;L2(0, T ;X )). �

При x̃ ∈ L2(0, T ;X ) рассмотрим функционал

J(x(u)) = F (u) =
1

2
‖A u− x̃‖2

L2(0,T ;X ). (1.6)

Лемма 1.2. Пусть оператор M сильно (L, p)-секториален, оператор A ∈L (Hp+1(0, T ;Y )×DS ;L2(0, T ;X )) определен выражением (1.5) и A ∗ — сопря-

женный к A оператор. Тогда производная Фреше функционала (1.6) имеет вид
F ′(u) = A ∗(A u− x̃).

Доказательство. Для произвольного h ∈ Hp+1(0, T ;Y )×DS рассмотрим
приращение

F (u + h) − F (u) = 〈A u − x̃,A h〉L2(0,T ;X ) +
1

2
〈A h,A h〉L2(0,T ;X )

= 〈A ∗(A u − x̃),h〉 +
1

2
‖A h‖2

L2(0,T ;X ).

В силу непрерывностиA имеем ‖A h‖2
L2(0,T ;X ) = o(‖h‖Hp+1(0,T ;Y )×DS

), поэтому

J ′(u) = A ∗(A u− x̃). �

§ 2. Разрешимость задачи управления
для системы уравнений фазового поля

Пусть � ⊂ Rs — ограниченная область с границей ∂� класса C∞, α ∈ R.
Искомыми функциями являются z(x, t), θ(x, t):

z(x, 0) = v(x), x ∈ �, (2.1)

∂

∂n
z(x, t) =

∂

∂n
θ(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂�× (0, T ), (2.2)

zt(x, t) = �z(x, t) −�θ(x, t) + u(x, t), (x, t) ∈ �× (0, T ), (2.3)

�θ(x, t) + (1 − α)θ(x, t) + z(x, t) + w(x, t) = 0, (x, t) ∈ �× (0, T ), (2.4)

(u,w, v) ∈ U∂, (2.5)

J(z, θ) =
1

2
‖z − z̃‖2

L2(0,T ;L2(�)) +
1

2
‖θ − θ̃‖2

L2(0,T ;L2(�)) → inf, (2.6)

где z̃, θ̃ ∈ H1(0, T ;L2(�)) заданы, непустое выпуклое замкнутое подмноже-
ство U∂ пространства U = H1(0, T ; (L2(�))2)×H2

∂(�) — множество допустимых
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управлений, тройка (u,w, v) ∈ U задает управление, H2
∂(�) = {w ∈ H2(�) :

∂w(x) = 0, x ∈ ∂�}.
Решение задачи управления принадлежит пространствуZ = {(z, θ) ∈ H1(0, T ; (L2(�))2) :

zt −�z ∈ H1(0, T ;L2(�)), �θ ∈ H1(0, T ;L2(�))}.

Обозначим Aw = �w, domA = H2
∂(�) ⊂ L2(�).

Теорема 2.1. Пусть 1−α /∈ σ(A). Тогда существует единственное решение

(ẑ, θ̂, û, ŵ, v̂) ∈ Z × U задачи (2.1)–(2.6).

Доказательство. Проведем редукцию задачи (2.1)–(2.6) к абстрактной
задаче управления с обобщенным условием Шоуолтера (1.1)–(1.4). Выберем
пространства X = Y = (L2(�))2 и операторы

L =

(
I O

O O

)
, M =

(
� −�
I (α− 1)I +�

)
.

Тем самым определены операторы L ∈ L (X ), M ∈ C l(X ), причем, kerL =

{0} × L2(�) и domM =
(
H2

∂(�)
)2

.

Поскольку в [16] показано, что при условии 1−α /∈ σ(A) операторM сильно
(L, 0)-секториален, ссылка на теорему 1.2 завершает доказательство. �

§ 3. Критерий оптимальности для
системы уравнений фазового поля

Для составления сопряженной задачи рассмотрим функцию Лагранжа для
задачи (2.1)–(2.6)

L(z, θ, u, w, v) =
1

2
‖z(x, t) − z̃(x, t)‖2

L2(0,T ;L2(�))

+
1

2
‖θ(x, t) − θ̃(x, t)‖2

L2(0,T ;L2(�)) +

∫

�

ψ3(x)(z(x, 0) − v(x)) dx

+

T∫

0

∫

�

ψ1(x, t)(zt(x, t) −�z(x, t) +�θ(x, t) − u(x, t)) dxdt

−
T∫

0

∫

�

ψ2(x, t)(�θ(x, t) + (1 − α)θ(x, t) + z(x, t) + w(x, t)) dxdt

+

∫

�

ψ3(x)(z(x, 0) − v(x)) dx,

где ψ1(x, t), ψ2(x, t), ψ3(x) — множители Лагранжа, ограничения на которые
опишем ниже.

Возьмем вариации по переменным z, θ, u, w и v, т. е. рассмотрим функции
z(x, t) + δz(x, t), θ(x, t) + δθ(x, t), u(x, t) + δu(x, t), w(x, t) + δw(x, t) при (x, t) ∈
� × (0, T ), v(x) + δv(x) при x ∈ �, причем δz, δθ, δu, δw ∈ H1(0, T ;L2(�)),
δv ∈ H2(�), и потребуем выполнения граничных условий для функций δz, δθ.
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Тогда линейная часть приращения функции Лагранжа выглядит следующим
образом:

δL =

T∫

0

∫

�

(z(x, t) − z̃(x, t))δz(x, t) dxdt +

T∫

0

∫

�

(θ(x, t) − θ̃(x, t))δθ(x, t) dxdt

+

T∫

0

∫

�

(δzt(x, t) −�δz(x, t) +�δθ(x, t) − δu(x, t))ψ1(x, t) dxdt

−
T∫

0

∫

�

(�δθ(x, t) + (1 − α)δθ(x, t) + δz(x, t) + δw(x, t))ψ2(x, t) dxdt

+

∫

�

(δz(x, 0) − δv(x))ψ3(x) dx.

Применяя интегрирование по частям, получим сопряженную краевую задачу
из условия стационарности δL = 0 в оптимальной точке, приравнивая к нулю
коэффициенты при вариациях:

ψ1(x, T ) = 0, x ∈ �, (3.1)

∂

∂n
ψ1(x, t) =

∂

∂n
ψ2(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂�× (0, T ), (3.2)

ψ1
t (x, t) = −�ψ1(x, t) − ψ2(x, t) + z(x, t) − z̃(x, t), (x, t) ∈ �× (0, T ), (3.3)

�ψ1(x, t) −�ψ2(x, t) − (1 − α)ψ2(x, t) + θ(x, t) − θ̃(x, t) = 0,

(x, t) ∈ �× (0, T ), (3.4)

ψ1(x, 0) = ψ3(x), x ∈ �. (3.5)

Искомыми здесь являются функции ψ1, ψ2, ψ3.

Теорема 3.1. Пусть 1 − α /∈ σ(A), z − z̃, θ − θ̃ ∈ H1(0, T ;L2(�)). Тогда

задача (3.1)–(3.5) имеет единственное решение.

Доказательство. Редукцию задачи (3.1)–(3.4) проведем к задаче Шоуол-
тера (1.1), (1.2). Выберем пространства X = Y = (L2(�))2 и операторы

L =

(
I O

O O

)
, M =

(
−� −1
� (α− 1)I −�

)
.

Сильная (L, 0)-секториальность при замене переменных s = T − t доказы-
вается так же, как и для задачи (2.1)–(2.6). В силу результатов из [14] разреши-
мость задачи (3.1)–(3.4) относительно функций ψ1, ψ2 следует из условий z− z̃,
θ − θ̃ ∈ H1(0, T ;L2(�)). Функция ψ3 определяется из равенства (3.5). �

Теорема 3.2. Пусть 1 − α /∈ σ(A), U∂ — непустое выпуклое замкнутое

ограниченное множество пространстваH1(0, T ; (L2(�))2)×H2
∂(�), (ψ1, ψ2, ψ3) ∈

H1(0, T ; (L2(�))2) × L2(�) — решение задачи (3.1)–(3.5). Набор (ẑ, θ̂, ŵ, û, v̂) ∈
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∂(�) является решением задачи (2.1)–(2.6) в том и

только том случае, когда выполнено неравенство

T∫

0

∫

�

ψ1(x, t)(u(x, t) − û(x, t)) dxdt +

T∫

0

∫

�

ψ2(x, t)(w(x, t) − ŵ(x, t)) dxdt

+

∫

�

ψ3(x)(v(x) − v̂(x)) dx ≥ 0, (u,w, v) ∈ U∂ ,

которое в случае (û, ŵ, v̂) ∈ intU∂ превращается в равенство.

Доказательство. Достаточно найти действие оператора A ∗, сопряжен-
ного к оператору A . Учитывая, что (ψ1, ψ2, ψ3) — решение задачи (3.1)–(3.5),

при c = (z̃ − z, θ̃ − θ) имеем

〈A u, c〉L2(0,T ;L2(�)) =

T∫

0

∫

�

z(x, t)
(
− ψ1

t (x, t) −�ψ1(x, t) + ψ2(x, t)
)
dxdt

+

T∫

0

∫

�

θ(x, t)(�ψ1(x, t) −�ψ2(x, t) − (1 − α)ψ2(x, t)) dxdt

=

T∫

0

∫

�

(−�θ(x, t)ψ1(x, t) − z(x, t)ψ2(x, t) + u(x, t)ψ1(x, t)) dxdt +

∫

�

v(x)ψ3(x) dx

+

T∫

0

∫

�

(�θ(x, t)ψ1(x, t) + z(x, t)ψ2(x, t) + w(x, t)ψ2(x, t)) dxdt

=

T∫

0

∫

�

(u(x, t)ψ1(x, t) + w(x, t)ψ2(x, t)) dxdt +

∫

�

v(x)ψ3(x) dx.

Таким образом, A ∗c = (ψ1(x, t), ψ2(x, t), ψ3(x)), и утверждение теоремы теперь
следует из теоремы 1.4 [3, гл. 2]. �
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РАЗРЕШИМОСТЬ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ УРАВНЕНИЙ СМЕШАННОГО

ТИПА ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

В. Г. Марков

Аннотация. Рассматриваются краевые задачи для дифференциальных уравнений
высокого порядка вида

u(2m+1) +
m∑

i=0

u(i)ai(t) + Lu = f, (x, t) ∈ Q = (a, b) × (0, T ),

оператор L имеет вид

Lu ≡
1

g(x)
(L0u + λ0u + Mu),

где L0 — дифференциальный оператор по переменной x, M — его возмущение, а
g — вещественная функция, которая может обращаться в 0 и менять знак. Сфор-
мулированы и доказаны теоремы об обобщенной разрешимости данной задачи.

Ключевые слова: спектральная задача, индефинитная метрика, метод продол-
жения по параметру.

Введение

В работе рассматриваются краевые задачи для дифференциальных урав-
нений высокого порядка вида

u(2m+1) +

m∑

i=0

u(i)ai(t) + Lu = f, (x, t) ∈ Q = (a, b) × (0, T ), (1)

где u(i) = ∂i

∂ti , оператор L имеет вид

Lu ≡ 1

g(x)
(L0u+ λ0u+Mu),

L0 — дифференциальный оператор по переменной x вида

L0u =

2s∑

i=0

αi(x)
∂i

∂xi
u

и M — его возмущение вида

Mu =

2s−1∑

i=0

bi(x, t)
∂i

∂xi
u.

c© 2014 Марков В. Г.
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Дополним уравнение (1) краевыми условиями

Uj(u) ≡
2s−1∑

k=0

αjk
∂k

∂xk
u(a, T ) +

2s−1∑

k=0

βjk
∂k

∂xk
u(b, T ) = 0, j = 1, 2, . . . , 2s, (2)

u(i)(x, 0) = u(i)(x, T ), (3)

где αjk, βjk — некоторые комплексные постоянные.
Функция g(x) может обращаться в нуль и менять знак на отрезке (a, b).

В частности, при m = 0 получаются параболические уравнения с меняющимся
направлением времени, которые достаточно хорошо изучены.

В настоящей работе рассматриваются вопросы разрешимости краевой за-
дачи (1)–(3).

Отметим, что подобные уравнения возникают во многих областях физи-
ки, механики и некоторых других приложениях. Уравнения высокого порядка
рассматривались в работах [1–4].

В § 1 приводятся некоторые обозначения и вспомогательные утверждения.
В § 2 даны доказательства основных результатов.

§ 1. Обозначения и вспомогательные утверждения

Обозначения функциональных пространств, которые будем использовать,
стандартны: W s

p (G) — пространство Соболева (см. [5]) и пространства Гёльдера

Cs(G) (см. [6]). Резольвентное множество и спектр оператора L обозначим че-
рез ρ(L) и σ(L), а пространство, построенное при помощи метода вещественной
интерполяции из банаховых пространств X и Y , — символом (X,Y )θ,p.

Предполагаем, что область определения D(L0) оператора L0 состоит из
функций u(x) ∈W 2s

2 (a, b), удовлетворяющих условиям (2), и имеет место нера-
венство

Re(L0u, u) ≥ δ0‖u‖2
W s

2 (a,b), u ∈ D(L0), δ0 > 0, (4)

где (·, ·) — скалярное произведение в L2(a, b). Обозначим через H1 замыкание
D(L0) по норме ‖u‖H1 = ‖u‖W s

2 (a,b). Естественно также предположить, что
существует постоянная c > 0 такая, что

|(L0u, v)| ≤ c‖u‖H1‖v‖H1 , u, v ∈ D(L0). (5)

Отсюда вытекает оценка

‖L0u‖H′

1
≤ c‖u‖H1, (6)

где H ′
1 — негативное пространство, построенное по паре H1, L2(a, b). Введем

оператор

L̃0u =
1

g(x)
(L0 + λ0)u.

Считаем, что g(x) ∈ L1(a, b) и µ({x ∈ (a, b) : g(x) = 0}) = 0, где µ — мера Лебега.
Положим F1 = L2(0, T ;H1). По определению пространство L2,g(a, b) состоит из
измеримых на (a, b) функций таких, что

‖u‖2
L2,g(a,b)

=

b∫

a

|g(x)‖u|2dx <∞.
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Определим вспомогательное пространство F0 = L2(0, T ;L2,g(a, b)). Простран-
ство F0 становится пространством Крейна, если определить на нем индефинит-
ную метрику и скалярное произведение:

[u, v]0 =

∫

Q

g(x)u(x, t)v(x, t) dxdt, (u, v)0 =

∫

Q

|g(x)|u(x, t)v(x, t) dxdt.

Имеем

Re[L̃0u, u]0 = Re

∫

Q

(L0 + λ0)uū dQ ≥ δ0‖u‖2
F1

+ Reλ0‖u‖2
L2(Q), u ∈ D(L0). (7)

В силу оценок (6), (7) и неравенства (4) оператор L0 + λ0, Reλ0 ≥ 0, до-
пускает расширение до изоморфизма F1 и F ′

1 = L2(0, T ;H ′
1). Это утверждение

является следствием теоремы Лакса — Мильграма.
Построим пространство H−1 как пополнение L2,g(a, b) по норме

‖u‖H−1 = sup
v 6=0

|[u, v]|
‖v‖H1

= ‖g(x)u‖H′

1
,

где

[u, v] =

b∫

a

g(x)u(x)v(x) dx.

Положим F−1 = L2(0, T ;H−1). Отметим, что F1 плотно вложено в F0 в силу

условия на функцию g(x). Рассмотрим оператор L̃0 как оператор из F−1 в
F−1 с областью определения F1. Поскольку L0 + λ0 при Reλ0 ≥ 0 является

изоморфизмом из L2(0, T ;H1) в L2(0, T ;H ′
1), L̃0 — изоморфизм из F1 в F−1.

Справедливо следующее утверждение (см. [3, гл. 1, лемма 4.1].

Лемма 1. Имеет место включение iR ⊂ ρ(L̃0). Справедлива оценка для

резольвенты

‖(L̃0 + iλ)−1f‖F−1 ≤ c

1 + |λ| ‖f‖F−1.

Рассмотрим оператор A = i ∂2m+1

∂t2m+1 . Пусть H — гильбертово пространство
со скалярным произведением (·, ·)H . Положим

D(A) =
{
u ∈W 2m+1

2 (0, T,H) : u(i)(0) = u(i)(T ), i = 0, 1, . . . , 2m
}
.

Лемма 2. Оператор A : L2(0, T ;H) → L2(0, T ;H) самосопряжен.

Рассмотрим задачу

Au+ λu = f, u(i)(0) = u(i)(T ), i = 0, 1, . . . , 2m.

Решение краевой задачи представим в виде u =
∑
ci(t)ϕi, где ϕi — ортого-

нальный базис в H , а ci(t) обладают следующими свойствами:

Aci + λci = fi, fi = (f, ϕi), Re iλ 6= 0.

Покажем, что каждое уравнение имеет решение. Достаточно доказать
единственность решения [7]. Единственность решения вытекает из оценки

|Re iλ|‖ci‖L2(0,T ) ≤ c‖f‖L2(0,T ),
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которая устанавливается, если проинтегрировать по частям интеграл в выра-
жении

Re

T∫

0

(iAu+ iλu, u)H dt = Re

T∫

0

(if, u) dt.

Таким образом, iR \ {0} ⊂ ρ(A) и из определения легко найти, что A симметри-
чен и, значит, самосопряжен (см. [8, гл. 8, § 3]).

§ 2. Основные результаты

Сформулируем теорему об обобщенной разрешимости задачи (1)–(3). Име-
ем L2,g(a, b) ⊂ H−1, и это вложение плотно. Найдется самосопряженный в H−1

оператор A0 такой, что D(A0) = L2,g(a, b), ‖A0u‖H−1 = ‖u‖L2,g(a,b), A0 — изо-

морфизм из L2,g(a, b) в H−1 (см. [8, с. 315, 316]). Тогда ‖v‖H−1 = ‖A−1
0 v‖L2,g(a,b).

Уравнение (1) можно переписать в виде

u(2m+1) + L̃0u+M0u = f, (8)

где

M0u =
2m∑

i=0

u(i)ai(t) +
1

g(x)

2s−1∑

j=0

bj(x, t)
∂j

∂xj
u.

В следующей теореме рассмотрим случай, когда M0u = 0, т. е. уравнение вида

u(2m+1) + L̃0 = f. (9)

Теорема 1. Пусть f ∈ L2(0, T ;F−1), Reλ0 ≥ 0 и M0u = 0 для всех u. Тогда

существует единственное решение u ∈ F1, u
(i) ∈ (F1, F−1)1−θi,2 (θi = i/(2m+ 1),

i = 1, 2, . . . , 2m), u(2m+1) ∈ F−1 задачи (9), (2), (3), удовлетворяющее оценке

‖u‖F1 +

2m∑

i=1

‖u(i)‖(F1,F−1)1−θi,2
+ ‖u(2m+1)‖F−1 ≤ c‖f‖F−1, (10)

где c — некоторая постоянная, не зависящая от f .

Доказательство. Рассмотрим оператор A = i∂2m+1
t как оператор из F−1

в F−1 с областью определения D(A) = {u : u(i) ∈ F−1, u
(i)(0) = u(i)(T ), i =

0, 1, . . . , 2m}. Перепишем уравнение (1) в виде

Au+ iL̃0u = if. (11)

Как вытекает из леммы 1, R ⊂ ρ(iL) и справедлива оценка резольвенты

‖(iL̃0 + λ)−1f‖F−1 ≤ c‖f‖F−1

(1 + |λ|) , Reλ = 0. (12)

Применяя теоремы 3.1 и 3.2 из [9], можем записать решение уравнения (11)
в виде

u =

∫

R

(iL̃0 + λ)−1dEA
λ f,

где EA
λ — спектральное разложение оператора A, причем u обладает свойства-

ми u ∈ D(A) ∩ D(iL̃0), таким образом, u(i) ∈ F−1, i = 0, 1, . . . , 2m + 1, u ∈ F1.
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Чтобы обосновать последнее утверждение теоремы, применяем теорему о про-
межуточных производных [10, гл. 1, теорема 2.3].

Рассмотрим вопрос о разрешимости задачи (1)–(3). Предполагаем, что для
любого ε > 0 найдется постоянная c(ε) такая, что справедливо неравенство

1)

∥∥∥∥∥

2s−1∑

j=0

bj(x, t)
∂j

∂xj
u

∥∥∥∥∥
F ′

1

≤ ε‖u‖F1 + c(ε)‖u‖L2(Q), u ∈ D(L0). (13)

Простейшие условия, гарантирующие выполнение условия 1, суть условия

bj ≡ 0 при j ≥ s,

bj(x, t) ∈ L∞((0, T ) × (a, b)) при j ≤ m− 1.

2) aj(t) ∈ Lp0(0, T ), j = 0, 1, . . . ,m, p0 > 2, g(x) ∈ L2(a, b).

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и условия 1, 2. Фикси-

руем ε ∈ (0, π/2). Тогда найдется λ1 ≥ 0 такое, что при всех λ0, Reλ0 ≥ λ1,

| argλ0| ≤ π/2 − ε, задача (1)–(3) имеет единственное решение со свойствами,

указанными в теореме 1.

Доказательство. Рассмотрим уравнение, зависящее от параметра τ ∈
[0, 1]:

L1τu = g(x)u(2m+1) + L0u+ λ0u+ τMu = fg. (14)

При τ = 0 уравнение (14) имеет единственное решение, удовлетворяющее крае-
вым условиям (2), (3). Получим априорные оценки, равномерные по парамет-
ру τ . В силу условия 1 существует постоянная c > 0 такая, что

∥∥∥∥∥
1

g(x)

2s−1∑

s=0

bj(x, t)u
(j)

∥∥∥∥∥
F−1

≤ ε‖u‖F1 + c(ε)‖u‖L2(Q). (15)

Имеем ∥∥∥∥∥

2m∑

i=0

aiu
(i)

∥∥∥∥∥
F−1

=

∥∥∥∥∥

2m∑

i=0

aiA
−1
0 u(i)

∥∥∥∥∥
F0

. (16)

Норму в F0 можно записать в виде нормы в L2,g(a, b;L2(0, T )). Оценим

‖aiv(i)‖L2,g(a,b;L2(0,T )), v
(i) = A−1

0 u(i). Имеем

‖aiv(i)‖L2(0,T ) ≤ ‖ai‖2
Lp(0,T )‖v(i)‖2

Lp/(p−2)(0,T ),

где p ∈ (2, 4). В силу теорем вложения норма ‖v(i)‖Lp/(p−2)(0,T ) оценивается через

‖v(i)‖W s
2 (0,T ), s = 4−p

2p , p ∈ (2, 4). Используя интерполяционное неравенство,
получим

‖v(i)‖W s
2 (0,T ) ≤ c2‖v‖2θ

W 2m+1
2 (0,T )

‖v‖2(1−θ)
L2(0,T )

≤ ε

m+ 1
‖v‖2

W 2m+1
2 (0,T )

+ c3ε
− θ

1−θ ‖v‖L2(0,T )

≤ ε

m+ 1
‖v(2m+1)‖2

L2(0,T ) + c4ε
− θ

1−θ ‖v‖L2(0,T ),

где θ = i+s
2m+1 и ε ∈ (0, 1). Имеем θ

1−θ = i+s
2m+1−i−s . Отметим, что

max
0≤i≤m

i+ s

2m+ 1 − i− s
=

m+ s

m+ 1 − s
< 1,
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поскольку s = 4−p
2p < 1

2 при p ∈ (2, 4). Тогда

∥∥∥∥∥

m∑

i=0

aiv
(i)

∥∥∥∥∥

2

L2,g(a,b;L2(0,T ))

≤ ε‖v(2m+1)‖2
L2,g(a,b;L2(0,T ))

+ c5ε
− m+s

m+1−s ‖v‖L2,g(a,b;L2(0,T )),

где постоянная c5 не зависит от ε. Таким образом, окончательно неравенство
примет вид

∥∥∥∥∥

m∑

i=0

aiu
(i)

∥∥∥∥∥

2

F−1

≤ ε‖u(2m+1)‖2
F−1

+ c5ε
− m+s

m+1−s ‖u‖2
F−1

. (17)

Умножим уравнение (14) скалярно в L2(Q) на u. Проинтегрировав по ча-
стям, получим уравнение

Re(L0u, u) + Reλ0(u, u) + Re(M0u, ug) = Re(gf, u),

где (·, ·) — скалярное произведение в L2(Q). Отсюда

δ‖u‖2
F1

+ Reλ0‖u‖2
L2(Q) ≤ ‖f‖2

F−1
c(ε1) + ε1‖u‖2

F1
+ ε2‖u‖2

F1
+ c(ε2)‖M0u‖2

F−1
.

Взяв ε1 = ε2 = δ
4 , получим

δ

2
‖u‖2

F1
+ Reλ0‖u‖2

L2(Q) ≤ ‖f‖2
F−1

c1 + c2‖M0u‖2
F−1

. (18)

Из уравнения (14) вытекает оценка

‖u(2m+1)‖2
F−1

≤ c3
(
‖u‖2

F1
+ |λ0|2‖u‖2

L2(Q) + ‖M0u‖2
F−1

+ ‖f‖2
F−1

)
,

где c3 — некоторая постоянная, не зависящая от u и λ0. Делим это неравенство
на γ|λ0| и складываем его с (18). Получим

‖u(2m+1)‖2
F−1

1

|λ0|γ
+

(
δ

2
− c3

|λ0|γ

)
‖u‖2

F1
+ |λ0|

(
sin ε− c3

γ

)
‖u‖2

L2(Q)

≤
(
c1 +

c3
|λ0|γ

)
‖f‖2

F−1
+

(
c2 +

c3
|λ0|γ

)
‖M0u‖2

F−1
.

Выберем γ = 2c3
sin ε и λ1 > 0 такое, что при |λ0| ≥ λ1 выполняется неравенство

c3
|λ0|γ ≤ δ

4 . Тогда

‖u(2m+1)‖2
F−1

1

|λ0|γ
+
δ

4
‖u‖2

F1
+ |λ0|

sin ε

2
‖u‖2

L2(Q) ≤ c5‖f‖2
F−1

+ c6‖M0u‖2
F−1

, (19)

где без ограничения общности можем считать, что постоянные c5 и c6 не зависят
от |λ0| такого, что λ0 ≥ λ1. Из неравенств (15), (17) и (19) получим

‖u(2m+1)‖2
F−1

1

|λ0|γ
+
δ

4
‖u‖2

F1
+ |λ0|

sin ε

2
‖u‖2

L2(Q)

≤ c5‖f‖2
F−1

+ ε1‖u‖2
F1

+ c(ε1)‖u‖2
L2(Q) + ε2‖u(2m+1)‖2

F−1
+ c(ε2)‖u‖2

F−1
,
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где c(ε2) = c7ε
− m+s

m+1−s

2 и постоянная c7 от ε2 не зависит. Выберем ε1 = δ
8 и

λ2 ≥ λ1 такое, что c(ε1) ≤ sin ε|λ0|
4 при |λ0| ≥ λ2. Тогда

‖u(2m+1)‖2
F−1

1

2|λ0|
+ ‖u‖2

F1
+ |λ0|‖u‖2

L2(Q)

≤ c8‖f‖2
F−1

+ c9ε2‖u(2m+1)‖2
F−1

+ c10c(ε2)‖u‖2
F−1

.

Выберем ε2 = 1
4|λ0|c9 . Предыдущее неравенство перепишется в виде

‖u(2m+1)‖2
F−1

1

4|λ0|
+ ‖u‖2

F1
+ |λ0|‖u‖2

L2(Q) ≤ c8‖f‖2
F−1

+ c10c(ε2)‖u‖2
F−1

. (20)

Оценим ‖u‖F−1 = ‖u‖L2(0,T ;H−1). Имеем

‖u‖H−1 = sup
v 6=0

|[u, v]|
‖v‖H1

≤ sup
v 6=0

‖v‖C[a,b]‖u‖L2(a,b)‖g‖L2(a,b)

‖v‖H1

≤ c11‖u‖L2(a,b).

Таким образом,
‖u‖F−1 ≤ c11‖u‖L2(Q).

Используя это неравенство в (20), получим

‖u(2m+1)‖2
F−1

1

2|λ0|
+ ‖u‖2

F1
+ |λ0|‖u‖2

L2(Q) ≤ c8‖f‖2
F−1

+ c12|λ0|
m+s

2m+1−s ‖u‖2
L2(Q).

Поскольку m+s
2m+1−s < 1, найдется λ3 ≥ λ2 такое, что

|λ0| − c12|λ0|
m+s

2m+1−s ≥ |λ0|
2

при |λ0| ≥ λ3.

Тогда последнее неравенство для функции u перепишется в виде

‖u(2m+1)‖2
F−1

1

|λ0|
+ ‖u‖2

F1
+ |λ0|‖u‖2

L2(Q) ≤ c13‖f‖2
F−1

.

Постоянная c13 не зависит от параметра τ ∈ [0, 1]. Применяя стандартную схему
метода продолжения по параметру (см. [11, гл. 2, § 7]), получим утверждение
теоремы.
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ЛИНЕЙНЫЕ ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ

ДЛЯ НЕКОТОРЫХ АНАЛОГОВ

УРАВНЕНИЯ БУССИНЕСКА

Г. В. Намсараева

Аннотация. Изучается разрешимость линейных обратных задач для уравнения
Буссинеска с неизвестным коэффициентом, зависящими от временной переменной t.
Для доказательства разрешимости задач используются два различных подхода.
Доказаны теоремы существования регулярных решений для данных задач.

Ключевые слова: уравнение Буссинеска, обратная задача, априорная оценка,
условия переопределения, существование.

Работа посвящена исследованию разрешимости линейных обратных задач
для некоторых неклассических дифференциальных уравнений, моделирующих,
в частности, уравнение Буссинеска — Лява, возникающее при описании про-
дольных волн в стержнях, в теории длинных волн, в физике плазмы [1].

Обратными задачами для дифференциальных уравнений принято назы-
вать задачи, в которых наряду с нахождением решения требуется отыскать
входные данные, например коэффициенты уравнения или функции, определяю-
щие начальные или граничные условия. Обратным задачам посвящены работы
[2–6] и др.

Пусть � — интервал (0, 1) оси Ox, Q — прямоугольник {(x, t) : x ∈ �, t ∈
(0, T ), 0 < T < ∞}. Пусть f(x, t), a(x, t), c(x, t), h(x, t), K(x, t), N(x, t) —
заданные функции, определенные при x ∈ �, t ∈ [0, T ].

Обратная задача I. Найти функции u(x, t) и q(t), связанные в прямо-

угольнике Q уравнением

utt + a(x, t)uxx − uxxtt + c(x, t)u = f(x, t) + q(t)h(x, t), (1)

при выполнении для функции u(x, t) условий

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, 0 < t < T, (2)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ �, (3)

ux(0, t) = 0, 0 < t < T. (4)

Обратная задача II. Найти функции u(x, t), q(t), связанные в прямо-

угольнике Q уравнением (1), при выполнении для функции u(x, t) условия (3),
а также условий

u(0, t) = 0, ux(1, t) = 0, 0 < t < T, (5)

ux(0, t) = 0, 0 < t < T. (6)

c© 2014 Намсараева Г. В.
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Обратная задача III. Найти функции u(x, t), q(t), связанные в прямо-

угольнике Q уравнением (1), при выполнении для функции u(x, t) условий (2)
и (3), а также условия

1∫

0

K(x, t)u(x, t) dx = 0, 0 < t < T. (7)

Обратные задачи I–III относятся к классу обратных задач временного типа.
Подобные задачи для уравнения (1) ранее не изучались, отметим лишь, что в
[7, 8] изучалась нелинейная обратная задача для уравнения Буссинеска — Лява
в некотором специальном случае.

При исследовании разрешимости обратных задач используем два подхода.
Суть первого подхода заключается в сведении обратной задачи к прямой, но
нелокальной задаче, в которой нет неизвестного коэффициента. Подобные ме-
тоды исследования применялись Ю. Я. Беловым, А. И. Кожановым, С. Г. Пят-
ковым, Р. Р. Сафиулловой и оказались достаточно эффективными для доказа-
тельства разрешимости исследуемых задач [9, 10].

Второй подход основан на переходе от рассматриваемой обратной задачи
к новой, уже прямой задаче для уравнения более высокого порядка. При этом
исключается неизвестный коэффициент в правой части. Эти методы неодно-
кратно применялись ранее в ситуациях, отличных от изучаемых [11].

Выполним некоторые формальные построения. Для этого в уравнении (1)
положим x = 0. Пусть выполняется условие h(0, t) 6= 0. Тогда из равенства

utt(0, t) − uxxtt(0, t) + a(0, t)uxx(0, t) + c(0, t)u(0, t) = f(0, t) + q(t)h(0, t)

можно найти q(t):

q(t) =
−uxxtt(0, t) + a(0, t)uxx(0, t) − f(0, t)

h(0, t)
.

Введем обозначения:

c1(x, t) =
−h(x, t)
h(0, t)

, c2(x, t) =
a(0, t)h(x, t)

h(0, t)
, f1(x, t) = f(x, t) − f(0, t)h(x, t)

h(0, t)
,

используя которые, придем к уравнению

utt−uxxtt+a(x, t)uxx+c(x, t)u = c1(x, t)uxxtt(0, t)+c2(x, t)uxx(0, t)+f1(x, t). (8)

Положим в (8) x = 1:

utt(1, t) − uxxtt(1, t) + a(1, t)uxx(1, t) + c(1, t)u(1, t)

= c1(1, t)uxxtt(0, t) + c2(1, t)uxx(0, t) + f1(1, t). (9)

Продифференцируем уравнение (8) по x и положим x = 0. Получим

uxtt(0, t) − uxxxtt(0, t) + ax(0, t)uxx(0, t) + a(0, t)uxxx(0, t) + cx(0, t)u(0, t)

+ c(0, t)ux(0, t) = c1x(0, t)uxxtt(0, t) + c2x(0, t)uxx(0, t) + f1x(0, t). (10)

Пусть v = uxx. Тогда краевое условие (9) примет вид

−vtt(1, t) = −a(1, t)v(1, t) + c1(1, t)vtt(0, t) + c2(1, t)v(0, t) + f1(1, t), (11)
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а условие (10) преобразуется следующим образом:

− vxtt(0, t) = −ax(0, t)v(0, t) − a(0, t)vx(0, t) + c1x(0, t)vtt(0, t)

+ c2x(0, t)v(0, t) + f1x(0, t). (12)

Дважды продифференцировав уравнение (8) по x, получим

vtt − vxxtt + axxv + 2axvx + avxx + cxxu+ 2cxux + cv

= c1xx(x, t)vtt(0, t) + c2xx(x, t)v(0, t) + f1xx(x, t). (13)

В результате вышеизложенных построений приходим к редуцированной
нелокальной задаче для функций u(x, t) и v(x, t). Из доказательства разреши-
мости этой задачи следует разрешимость исходной обратной задачи I. Однако
полученная нелокальная задача для уравнения вида (1) ранее не изучалась.
Поэтому исследуем ее разрешимость в новых терминах. Введем обозначения:

b1(x, t) = axx(x, t) + c(x, t), b2(x, t) = 2ax(x, t), b3(x, t) = a(x, t),

b4(x, t) = cxx(x, t), b5(x, t) = 2cx(x, t),

F1(x, t) = c1xx(x, t)vtt(0, t) + c2xx(x, t)v(0, t) + f1xx(x, t),

α1(t) = −a(1, t), α2(t) = c2(1, t), α3(t) = c1(1, t), ϕ1(t) = f1(1, t),

β1(t) = c2x(0, t)−ax(0, t), β2(t) = −a(0, t), β3(t) = c1x(0, t), ψ1(t) = f1x(0, t).

Нелокальная задача I. Найти функции v(x, t) и u(x, t), которые удовле-

творяют уравнениям

vtt−vxxtt+b1(x, t)v+b2(x, t)vx+b3(x, t)vxx+b4(x, t)u+b5(x, t)ux = F1(x, t), (14)

v = uxx, (15)

а также условиям

−vtt(1, t) = α1(t)v(1, t) + α2(t)v(0, t) + α3(t)vtt(0, t) + ϕ1(t), 0 < t < T, (16)

−vxtt(0, t) = β1(t)v(0, t) + β2(t)vx(0, t) + β3(t)vtt(0, t) + ψ1(t), 0 < t < T, (17)

v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = 0, x ∈ �, (18)

u(1, t) = 0, ux(0, t) = 0, 0 < t < T. (19)

Определим для дальнейшего исследования пространство

V =

{
v(x, t) :

∫

Q

(
v2 + v2

tt + v2
xx + v2

xxtt

)
dxdt <∞

}
.

Норму в этом пространстве определим естественным образом:

‖v‖V =

(∫

Q

(
v2 + v2

tt + v2
xx + v2

xxtt

)
dxdt

) 1
2

.

Пусть bi(x, t), i = 1, 5, F1(x, t) — заданные функции, определенные при
(x, t) ∈ Q, αj(t), βj(t), j = 1, 3, ϕ1(t), ψ1(t) — заданные функции, определенные
при t ∈ [0, T ].

Положим ᾱ3 = max
0≤t≤T

|α3(t)|, β̄3 = max
0≤t≤T

|β3(t)|. Пусть положительные числа

M1, M2, M3 определяются функциями bj(x, t), j = 1, 5, αi(x, t), i = 1, 3, βk(x, t),
k = 1, 3.
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Теорема 1. Пусть выполняются условия

bi(x, t) ∈ C(Q), i = 1, 5, F1(x, t) ∈ L2(Q), (20)

ϕ1(t) ∈ L2([0, T ]), ψ1(t) ∈ L2([0, T ]), (21)

ᾱ3 <
1

4
, β̄3 = 0. (22)

Тогда нелокальная задача (14)–(19) имеет решение u(x, t), v(x, t) такое, что

u(x, t), v(x, t) ∈ V .

Доказательство. Установим наличие подходящих априорных оценок ре-
шений настоящей задачи. Для получения «хороших» априорных оценок умно-
жим уравнение (11), записанное в переменных x и τ , на функцию vττ − vxxττ и
результат проинтегрируем от 0 до t по временной переменной τ и от 0 до 1 —
по пространственной x. Проинтегрировав по частям, в силу граничных условий
получим

t∫

0

1∫

0

v2
ττ dxdτ + 2

t∫

0

1∫

0

v2
xττ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

v2
xxττ dxdτ

− 2

t∫

0

[α1(τ)v(1, τ) + α2(τ)v(0, τ) + α3(τ)vττ (0, τ) + ϕ1(τ)]vxττ (1, τ) dτ

+ 2

t∫

0

vττ (0, τ)[β1(τ)v(0, τ) + β2(τ)vx(0, τ) + β3(τ)vττ (0, τ) + ψ1(τ)] dτ

+

t∫

0

1∫

0

b1(x, τ)vvττ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

b2(x, τ)vxvττ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

b3(x, τ)vxxvττ dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

b4(x, τ)uvττ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

b5(x, τ)uxvττ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

b1(x, τ)vvxxττ dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

b2(x, τ)vxvxxττ dxdτ+

t∫

0

1∫

0

b3(x, τ)vxxvxxττ dxdτ+

t∫

0

1∫

0

b4(x, τ)uvxxττ dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

b5(x, τ)uxvxxττ dxdτ =

t∫

0

1∫

0

F1(x, τ)[vττ − vxxττ ] dxdτ.

При оценке интеграла 2
t∫
0

α3(τ)vττ (0, t)vxττ(1, τ) dτ имеем

2

t∫

0

α3(τ)vττ (0, t)vxττ (1, τ) dτ ≤ 2ᾱ3

t∫

0

|vττ (0, t)vxττ(1, τ)| dτ

≤ ᾱ3

t∫

0

v2
ττ (0, t) dτ + ᾱ3

t∫

0

v2
xττ (1, τ) dτ ≤ ᾱ3

t∫

0

1∫

0

v2
xττ dxdτ
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+ 2ᾱ3

t∫

0

1∫

0

v2
ττ dxdτ + ᾱ3

t∫

0

1∫

0

v2
xxττ dxdτ + 2ᾱ3

t∫

0

1∫

0

v2
xττ dxdτ,

откуда возникают условия ᾱ3 <
1
4 или max

0≤t≤T
|α3(t)| < 1

4 .

При оценке интеграла

− 2

t∫

0

β3(t)v
2
ττ (0, τ) dτ ≤ 2β̄3

t∫

0

v2
ττ (0, τ) dτ

≤ 2β̄3δ3

t∫

0

1∫

0

v2
xττ dxdτ + 2β̄3

(
1 +

1

δ3

) t∫

0

1∫

0

v2
ττ dxdτ

возникнет условие β3(t) = 0.
Остальные слагаемые оцениваются с помощью неравенства Юнга, неравен-

ства

ω2(x) ≤ δ

1∫

0

ω′2(x) dx +

(
1 +

1

δ

) 1∫

0

ω2(x) dx, (∗)

справедливого при всех x ∈ [0, 1] (здесь δ — произвольное положительное чис-
ло), а также неравенств

t∫

0

1∫

0

w2(x, τ) dxdτ ≤ T 2

t∫

0

1∫

0

w2
τ (x, τ) dxdτ, (∗∗)

t∫

0

1∫

0

u2(x, τ) dxdτ ≤ T

t∫

0

1∫

0

v2(x, τ) dxdτ, (†)

t∫

0

1∫

0

w2(x, τ) dxdτ ≤ T

t∫

0

τ∫

0

1∫

0

w2
ξ (x, ξ) dxdξdτ, (‡)

справедливых при всех (x, t) ∈ Q.
После всех преобразований и упрощений приходим к неравенству
t∫

0

1∫

0

v2
ττ dxdτ + 2

t∫

0

1∫

0

v2
xττ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

v2
xxττ dxdτ

≤ δ0




t∫

0

1∫

0

v2
ττ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

v2
xττ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

v2
xxττ dxdτ




+C1

t∫

0

τ∫

0

1∫

0

v2
ξξ dxdξdτ +C2

t∫

0

τ∫

0

1∫

0

v2
xξξ dxdξdτ +C3

t∫

0

τ∫

0

1∫

0

v2
xxξξ dxdξdτ +C0,

в котором δ0 — произвольное положительное число, числа Ci, i = 0, 3, опреде-
ляются функциями bj(x, t), j = 1, 5, αi(x, t), i = 1, 3, βk(x, t), k = 1, 3, ϕ1(t),
ψ1(t), а также числом δ0. Подбирая и фиксируя малое δ0, получим

t∫

0

1∫

0

(
v2
ττ + v2

xττ + v2
xxττ

)
dxdτ ≤ C

t∫

0

τ∫

0

1∫

0

(
v2
ξξ + v2

xξξ + v2
xxξξ

)
dxdξdτ +C0. (23)
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Далее, по лемме Гронуолла имеет место оценка

t∫

0

1∫

0

(
v2
ττ + v2

xττ + v2
xxττ

)
dxdτ ≤ C0 exp(TC),

откуда следует очевидное неравенство

‖v‖2
V + ‖u‖2

V ≤ C. (24)

Воспользуемся методом продолжения по параметру. Пусть λ ∈ [0, 1]. Рас-
смотрим задачу: найти функции u(x, t) и v(x, t), удовлетворяющие в прямо-

угольнике Q уравнению

vtt−vxxtt + b1(x, t)v+ b2(x, t)vx + b3(x, t)vxx = F1(x, t)−λ[b4(x, t)u+ b5(x, t)ux],
(14λ)

а также условиям (18), (19) и

−vtt(1, t) = λ[α1(t)v(1, t) +α2(t)v(0, t) +α3(t)vtt(0, t)] +ϕ1(t), 0 < t < T, (16λ)

−vxtt(0, t) = λ[β1(t)v(0, t)+β2(t)vx(0, t)+β3(t)vtt(0, t)]+ψ1(t), 0 < t < T. (17λ)

Обозначим через � множество тех чисел λ, для которых краевая задача
(14λ), (16λ), (17λ), (15), (18) и (19) разрешима в пространстве V для произ-
вольной функции F1(x, t) ∈ L2(Q) и функций ϕ1(t) и ψ1(t) из пространства
W 1

2 ([0, T ]). Если будет доказано, что множество � непусто, открыто и замкнуто
(в топологии отрезка [0,1]), то оно будет совпадать со всем отрезком [0,1].

Непустота � очевидна, так как число 0 принадлежит ему [12]. Открытость
и замкнутость следуют из априорных оценок, полученных выше. Отсюда по
теореме о методе продолжения по параметру [13] краевая задача (14λ), (16λ),
(17λ), (15), (18), (19) разрешима для λ ∈ [0, 1].

Вернемся к нелокальной задаче, полученной редукцией исходной обратной
задачи.

Пусть положительные числа C′
1, C

′
2, C

′
3 определяются функциями a(x, t),

c(x, t), c1(x, t), c2(x, t), f1(x, t).
Сформулируем задачу: найти функции v(x, t) и u(x, t), которые удовлетво-

ряют уравнениям (13) и (15), а также условиям (11), (12), (18) и (19).

Теорема 1′. Пусть выполняются условия

a(x, t) ∈ C2(Q), c(x, t) ∈ C2(Q), h(x, t) ∈ C2(Q), (25)

f1(x, t) ∈ L2(Q), f1x(x, t) ∈ L2(Q), f1xx(x, t) ∈ L2([0, T ]), (26)

h(0, t) 6= 0, max
0≤t≤T

∣∣∣∣
h(1, t)

h(0, t)

∣∣∣∣ <
1

4
, t ∈ [0, T ]. (27)

Тогда нелокальная задача (13), (15), (11), (12), (18) и (19) имеет решение v(x, t)
и u(x, t) такое, что v(x, t), u(x, t) ∈ V .

Доказательство. Повторяя доказательство теоремы 1, т. е. умножая
уравнение (12), записанное в переменных x и τ , на функцию vτ −vxxτ , и резуль-
тат интегрируя от 0 до t по временной переменной и от 0 до 1 — по простран-
ственной переменной и воспользовавшись краевыми условиями (10) и (11), усло-
виями теоремы, неравенством Юнга, неравенством (∗), представлением (∗∗), а
также леммой Гронуолла, придем к оценке вида (24). Из этой оценки и тео-
ремы о методе продолжения по параметру следует разрешимость задачи (13),
(15), (11), (12), (18) и (19). Теорема доказана.

Перейдем к изучению разрешимости исходной обратной задачи I.
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Теорема 2. Пусть выполняются все условия теоремы 1′. Тогда обратная

задача I имеет решение u(x, t) и q(t) такое, что u(x, t) ∈ V , q(t) ∈ L2([0, T ]).

Доказательство. Пусть функции u(x, t) и v(x, t) — решение нелокальной
задачи, редуцированной из обратной задачи (12), (14), (10), (11), (17) и (18).
Положим

w(x, t) = utt − uxxt + a(x, t)uxx + c(x, t)u

− b1(x, t)uxxxt(0, t) − b2(x, t)uxxx(0, t) − b3(x, t)uxx(0, t) − f1(x, t).

Имеют место равенства

wxx(x, t) = 0, (x, t) ∈ Q, wx(0, t) = w(1, t) = 0, 0 < t < T,

из которых следует, что w(x, t) ≡ 0 в Q. Положим

q(t) =
−uxxxt(0, t) + a(0, t)uxxx(0, t) + ax(0, t)uxx(0, t) − fx(0, t)

hx(0, t)
.

Очевидно, что функции u(x, t) и q(t) связаны в прямоугольнике Q уравне-
нием (1). Осталось показать, что выполняется условие u(0, t) = 0. Положим в
(1) x = 0. Получим utt(0, t) + c(0, t)u(0, t) = 0. Из этого равенства и условия
u(0, 0) = 0 следует u(0, t) = 0. Принадлежность u(x, t) и q(t) требуемым классам
очевидна. Теорема доказана.

Перейдем к исследованию разрешимости обратной задачи II. Для упроще-
ния выкладок, формулировки и доказательства теоремы введем обозначения:

a1(x, t) = ax(x, t) − a(x, t)hx(x, t)

h(x, t)
, a2(x, t) = a(x, t), a3(x, t) =

hx(x, t)

h(x, t)
,

a4(x, t) = −hx(x, t)
h(x, t)

, a5(x, t) = cx(x, t) −
c(x, t)hx(x, t)

h(x, t)
, a6(x, t) = c(x, t),

f1(x, t) =
fx(x, t)h(x, t) − f(x, t)hx(x, t)

h(x, t)
.

Пусть ā4 = max
Q

|a4(x, t)|.

Теорема 3. Пусть выполняются условия

ai(x, t) ∈ C(Q), i = 1, 6, f1(x, t) ∈ L2(Q), (28)

h(x, t) 6= 0, (x, t) ∈ Q, (29)

a3x(x, t) ≤ 0. (30)

ā4 < 1. (31)

Тогда обратная задача II имеет решение u(x, t), q(t) такое, что u(x, t) ∈ V ,

q(t) ∈ L2([0, T ]).

Доказательство. Выполним некоторые формальные построения. Пусть
h(x, t) 6= 0 при (x, t) ∈ Q. Разделим уравнение (1) на h(x, t):

1

h(x, t)
[utt + a(x, t)uxx − uxxtt + c(x, t)u] =

f(x, t)

h(x, t
+ q(t). (32)
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Продифференцируем (32) по x:

uxtt + ax(x, t)uxx + a(x, t)uxxx − uxxxtt + cx(x, t)u + c(x, t)ux
h(x, t)

− [(utt + a(x, t)uxx − uxxtt + c(x, t)u]hx(x, t)

h2(x, t)
=
fx(x, t)h(x, t) − f(x, t)hx(x, t)

h2(x, t)
.

Рассмотрим следующую вспомогательную краевую задачу: найти функции

u(x, t) и v(x, t), связанные в прямоугольнике Q уравнениями

v(x, t) = ux(x, t), (33)

vtt − vxxtt + a1(x, t)vx + a2(x, t)vxx + a3(x, t)vxtt

+ a4(x, t)utt + a5(x, t)u + a6(x, t)ux = f1(x, t), (34)

при выполнении для u(x, t) и v(x, t) условий:

u(0, t) = 0, 0 < t < T, (35)

v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = 0, x ∈ �, (36)

v(0, t) = 0, v(1, t) = 0, 0 < t < T. (37)

Разрешимость данной краевой задачи покажем с помощью метода продол-
жения по параметру. Пусть λ ∈ [0, 1]. Рассмотрим задачу: найти функции

u(x, t) и v(x, t), удовлетворяющие в прямоугольнике Q уравнению (33) и урав-

нению

vtt − vxxtt + a2(x, t)vxx

+ λ[a1(x, t)vx + a3(x, t)vxtt + a4(x, t)utt + a5(x, t)u + a6(x, t)ux] = f1(x, t). (34λ)

Для получения «хороших» априорных оценок умножим уравнение (34λ),
записанное в переменных x и τ , на функцию vτ − vxxτ + vττ и результат проин-
тегрируем от 0 до t по временной переменной и от 0 до 1 — по пространственной
переменной.

Применяя интегрирование по частям и начальные и краевые условия, по-
лучим

1

2

1∫

0

v2
t (x, t) dx+

1∫

0

v2
xt(x, t) dx+

1

2

1∫

0

v2
xxt(x, t) dx+

t∫

0

1∫

0

v2
ττ dxdτ+

t∫

0

1∫

0

v2
xττ dxdτ

= −
t∫

0

1∫

0

a1(x, τ)vxvτ dxdτ −
t∫

0

1∫

0

a2(x, τ)vxxvτ dxdτ −
t∫

0

1∫

0

a3(x, τ)vxττvτ dxdτ

−
t∫

0

1∫

0

a4(x, τ)uττvτ dxdτ −
t∫

0

1∫

0

a5(x, τ)uvτ dxdτ −
t∫

0

1∫

0

a6(x, τ)uxvτ dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

a1(x, τ)vxvxxτ dxdτ+

t∫

0

1∫

0

a2(x, τ)vxxvxxτ dxdτ+

t∫

0

1∫

0

a3(x, τ)vxττ vxxτ dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

a4(x, τ)uττvxxτ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

a5(x, τ)uvxxτ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

a6(x, τ)uxvxxτ dxdτ
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−
t∫

0

1∫

0

a1(x, τ)vxvττ dxdτ −
t∫

0

1∫

0

a2(x, τ)vxxvττ dxdτ −
t∫

0

1∫

0

a3(x, τ)vxττvττ dxdτ

−
t∫

0

1∫

0

a4(x, τ)uττvττ dxdτ −
t∫

0

1∫

0

a5(x, τ)uvττ dxdτ −
t∫

0

1∫

0

a6(x, τ)uxvττ dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

f1(x, τ)[vτ − vxxτ + vττ ] dxdτ −
t∫

0

1∫

0

a4(x, τ)uττvττ dxdτ.

Рассмотрим, например, оценку одного из интегралов в правой части:
t∫

0

1∫

0

a3(x, τ)vxττvττ dxdτ =

t∫

0

a3(1, τ)v
2
ττ (1, τ) dτ

−
t∫

0

a3(0, τ)v
2
ττ (0, τ) dτ −

t∫

0

1∫

0

[a3x(x, τ)vττ + a3(x, τ)vxττ ]vττ dxdτ.

Учитывая условия (37), получим
t∫

0

1∫

0

a3(x, τ)vxττvττ dxdτ = −1

2

t∫

0

1∫

0

a3x(x, τ)v
2
ττ dxdτ.

Отсюда возникает необходимость выполнения условия (30).
В силу условия (31) последнее слагаемое в правой части оценивается так:
t∫

0

1∫

0

a4(x, τ)uττvττ dxdτ ≤ ā4

t∫

0

1∫

0

|uττvττ | dxdτ

≤ ā4

2

t∫

0

1∫

0

v2
ττ dxdτ +

ā4

2

t∫

0

1∫

0

v2
ττ dxdτ.

К остальным интегралам в правой части данного равенства применим нера-
венство Юнга, неравенство (∗), а также представление (∗∗). После всех преоб-
разований и упрощений получим

1

2

1∫

0

v2
t (x, t) dx +

1∫

0

v2
xt(x, t) dx +

1

2

1∫

0

v2
xxt(x, t) dx+

t∫

0

1∫

0

(
v2
xττ + v2

ττ

)
dxdτ

≤ A

t∫

0

1∫

0

(
v2
t + v2

xτ + v2
xxτ

)
dxdτ + δ′0

t∫

0

1∫

0

(
v2
xττ + v2

ττ

)
dxdτ,

где δ′0 — произвольное положительное число, число A определяется функциями
aj(x, t), j = 1, 6, f1(t), а также числами T и δ′0. Подбирая и фиксируя чис-
ло δ′0 малым и применяя далее лемму Гронуолла, получаем, что имеет место
априорная оценка

1

2

1∫

0

v2
t (x, t) dx+

1∫

0

v2
xt(x, t) dx +

1

2

1∫

0

v2
xxt(x, t) dx +

t∫

0

1∫

0

(
v2
xττ + v2

ττ

)
dxdτ ≤M

(38)
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с постоянной М, определяющейся функциями aj(x, t), j = 1, 6, f1(t), а также
числами T и δ1.

Из (38) следует очевидная оценка

‖v‖2
V + ‖u‖2

V ≤ C, (39)

которая показывает, что задача (33), (34λ), (35)–(37) разрешима при λ ∈ (0, 1),
так как она разрешима при λ = 0 [12]. Очевидно, что разрешима и обратная
задача II. При этом функция q(t) определяется с помощью формулы

q(t) =
1

h(0, t)
[utt(0, t) + a(0, t)uxx(0, t) − uxxtt(0, t) + c(0, t)u(0, t)] − f(0, t)

h(0, t)
.

Теорема доказана.

Перейдем к изучению разрешимости обратной задачи III. Положим

m1 = 1 − δ21
2

− δ23
2
,

m2 = 2 − K1

2δ21

(
1 +

1

δ2

)
− K2

2δ23

(
1 +

1

δ4

)
− K3

2δ25

(
1 +

1

δ6

)
− K4

2δ27

(
1 +

1

δ8

)
,

m3 = 1 − K1δ2
2δ21

− K2δ4
2δ23

− δ25
2

− K3δ6
2δ25

− δ27
2

− K4δ8
2δ27

.

Здесь δi, i = 1, 8, — некоторые фиксированные положительные числа, величи-
ны которых будут уточнены ниже, а числа Kj , j = 1, 4, зависят от значений
функций h(x, t) и K(x, t).

Теорема 4. Пусть выполняются условия

a(x, t) ∈ C(Q), c(x, t) ∈ C(Q), h(x, t) ∈ C(Q), (40)

f(x, t) ∈ L2(Q), (41)

1∫

0

K(x, t)h(x, t) dx 6= 0 (42)

и существуют положительные числа δi, i = 1, 8, такие, что

m1 > 0, m2 > 0, m3 > 0. (43)

Тогда обратная задача III имеет решение u(x, t), q(t) такое, что u(x, t) ∈ V ,

q(t) ∈ L2([0, T ]).

Доказательство. Проведем некоторые формальные построения, касаю-
щиеся обратной задачи III.

Умножим уравнении (1) на K(x, t) и проинтегрируем от 0 до 1 по простран-
ственной переменной. Получим равенство

1∫

0

K(x, t)utt(x, t) dx +

1∫

0

K(x, t)a(x, t)uxx(x, t) dx −
1∫

0

K(x, t)uxxtt(x, t) dx

+

1∫

0

K(x, t)c(x, t)u(x, t) dx =

1∫

0

K(x, t)f(x, t)dx + q(t)

1∫

0

K(x, t)h(x, t) dx. (44)
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Обозначим

h1(t) =

1∫

0

K(x, t)h(x, t) dx.

Пусть h1(t) 6= 0 для t ∈ [0, T ]. Используя равенства

1∫

0

K(x, t)utt(x, t) dx =
∂2

∂t2




1∫

0

K(x, t)u(x, t) dx


 − 2

1∫

0

Kt(x, t)ut(x, t) dx

−
1∫

0

Ktt(x, t)u(x, t) dx = −2

1∫

0

Kt(x, t)ut(x, t) dx −
1∫

0

Ktt(x, t)u(x, t) dx,

1∫

0

K(x, t)a(x, t)uxx(x, t) dx = −
1∫

0

(K(x, t)a(x, t))xux(x, t) dx

+K(1, t)a(1, t)ux(1, t) dx−K(0, t)a(0, t)ux(0, t) dx,

−
1∫

0

K(x, t)uxxtt(x, t) dx = −
1∫

0

Kx(x, t)uxxt(x, t) dx

+K(1, t)uxtt(1, t) dx−K(0, t)uxtt(0, t) dx,

вычислим q(t):

q(t) =
1

h1(t)


− 2

1∫

0

Kt(x, t)ut(x, t) dx −
1∫

0

Ktt(x, t)u(x, t) dx

−
1∫

0

(K(x, t)a(x, t))xux(x, t) dx +K(1, t)a(1, t)ux(1, t) dx−K(0, t)a(0, t)ux(0, t) dx

−
1∫

0

Kx(x, t)uxxt(x, t) dx+K(1, t)uxtt(1, t) dx−K(0, t)uxtt(0, t) dx

+

1∫

0

K(x, t)c(x, t)u(x, t) dx −
1∫

0

K(x, t)f(x, t) dx


.

Пусть λ— число из отрезка [0, 1]. Рассмотрим следующую вспомогательную
краевую задачу: найти функцию u(x, t), удовлетворяющую в прямоугольнике

Q уравнению

utt + a(x, t)uxx − uxxtt + c(x, t)u

= f(x, t) + λ
h(x, t)

h1(t)


− 2

1∫

0

Kt(x, t)ut(x, t) dx −
1∫

0

Ktt(x, t)u(x, t) dx

−
1∫

0

(K(x, t)a(x, t))xux(x, t) dx +K(1, t)a(1, t)ux(1, t) dx−K(0, t)a(0, t)ux(0, t) dx
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−
1∫

0

Kx(x, t)uxxt(x, t) dx+K(1, t)uxtt(1, t) dx−K(0, t)uxtt(0, t) dx

+

1∫

0

K(x, t)c(x, t)u(x, t) dx −
1∫

0

K(x, t)f(x, t) dx


, (44λ)

а также условиям (2), (3).
Для получения «хороших» априорных оценок умножим уравнение (44λ),

записанное в переменных x и τ , на функцию uττ − uxxττ и результат проинте-
грируем от 0 до t по временной переменной и от 0 до 1 — по пространственной
переменной. Применяя интегрирование по частям и условия (43), (2) и (3),
имеем

m1

t∫

0

1∫

0

v2
ττ dxdτ +m2

t∫

0

1∫

0

v2
xττ dxdτ +m3

t∫

0

1∫

0

v2
xxττ dxdτ

≤ δ9




t∫

0

1∫

0

v2
ττ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

v2
xττ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

v2
xxττ dxdτ




+C1

t∫

0

τ∫

0

1∫

0

v2
ξξ dxdξdτ +C2

t∫

0

τ∫

0

1∫

0

v2
xξξ dxdξdτ +C3

t∫

0

τ∫

0

1∫

0

v2
xxξξ dxdξdτ +C0,

где δ9 — произвольное положительное число, числа Ci, i = 1, 3, определяются
функциями a(x, t), c(x, t), f(x, t), h(x, t), K(x, t). Поскольку числа m1, m2, m3

положительны, фиксируя δj , j = 1, 9, настолько малыми, что m1 − δ9 > 0,
m2 − δ9 > 0, m3 − δ9 > 0, получим

t∫

0

1∫

0

(
v2
ττ + v2

xττ + v2
xxττ

)
dxdτ ≤ C

t∫

0

τ∫

0

1∫

0

(
v2
ξξ + v2

xξξ + v2
xxξξ

)
dxdξdτ +C′

0. (45)

Далее по лемме Гронуолла имеет место оценка

t∫

0

1∫

0

(
v2
ττ + v2

xττ + v2
xxττ

)
dxdτ+ ≤ C′

0 exp(TC),

откуда следует
‖u‖2

V ≤ C. (46)

Непустота � очевидна: при выполнении условий (40), (41) вспомогательная
задача имеет решение u(x, t), принадлежащее пространству V . Открытость и
замкнутость следуют из априорных оценок, полученных выше [12].

Тем самым по теореме о продолжении по параметру вспомогательная зада-
ча разрешима для λ ∈ [0, 1] [13].

Перейдем к доказательству разрешимости обратной задачи. Покажем, что
решение вспомогательной задачи есть решение обратной задачи.

Положим

w(t) =

1∫

0

K(x, t)u(x, t) dx.
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Умножим уравнение (1) на K(x, t) и проинтегрируем от 0 до 1 по переменной
x. Получим w′′(t) = 0. Проинтегрируем выражение от 0 до t по переменной τ :

t∫

0

w′′(τ) dτ = 0.

Учитывая, что w′(0) = 0, имеем w′(t) = 0. Тогда

t∫

0

w′(τ)dτ = 0.

Поскольку w(0) = 0, получим w(t) = 0, т. е.

1∫

0

K(x, t)u(x, t) dx = 0,

что и требовалось.
Теорема доказана.
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РАЗРЕШИМОСТЬ ЛИНЕЙНОЙ ОБРАТНОЙ

ЗАДАЧИ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

О. Ю. Николаев

Аннотация. Данная работа посвящена исследованию линейной обратной задачи
для параболического уравнения высокого порядка. Для изучаемой задачи доказы-
ваются теоремы существования и единственности решения.

Ключевые слова: уравнение параболического типа высокого порядка, обратная
задача, существование, единственность.

Исследуется задача нахождения наряду с решением u(x, t) линейного пара-
болического уравнения высокого порядка

ut + uxxxx + a(x, t)u = f(x, t) +

m∑

k=1

qk(x)hk(x, t)

коэффициентов qk(x). При выполнении естественных граничных условий, неко-
торых условий переопределения, условий принадлежности входных данных
определенным функциональным пространствам доказываются теоремы суще-
ствования и единственности регулярного решения. Ранее подобные задачи изу-
чались при специальных (менее общих, чем в настоящей работе) условиях
в [1–3].

1. Постановка задачи. Пусть QT — прямоугольник {(x, t) | x ∈ (0, 1), t ∈
(0, T )}, � = {x | x ∈ (0, 1)}. Функции a(x, t), f(x, t), hk(x, t), k = 1, . . . ,m,
заданы при x ∈ �, t ∈ [0, T ], t1, . . . , tm — фиксированные точки полуинтервала
(0, T ] такие, что выполняются неравенства t1 < t2 < · · · < tm ≤ T .

Обратная задача. Найти функции u(x, t), qk(x), k = 1, . . . ,m, связанные

в прямоугольнике QT уравнением

ut + uxxxx + a(x, t)u = f(x, t) +

m∑

k=1

qk(x)hk(x, t) (1)

при выполнении для функции u(x, t) условий

u(x, 0) = 0, x ∈ �, (2)

u(x, tk) = 0, k = 1, . . . ,m, x ∈ �, (3)

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, ux(0, t) = 0, ux(1, t) = 0, t ∈ (0, T ). (4)

В рассматриваемых задачах условия (2), (4) суть условия первой начально-
краевой задачи для линейного параболического уравнения, а (3) — условия

c© 2014 Николаев О. Ю.
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переопределения, необходимые для нахождения неизвестных функций qk(x),
k = 1, . . . ,m.

2. Разрешимость обратной задачи. Пустьwk(x), k = 1, . . . ,m, — задан-
ные при x ∈ � функции. Рассмотрим линейную алгебраическую относительно
функций qk(x) систему

m∑

k=1

qk(x)hk(x, tj) = wj(x) − f(x, tj), j = 1, . . . ,m. (∗)

Предполагая, что определитель d0(x) этой системы не обращается в нуль на
множестве �, найдем функции qk(x):

qk(x) = A0k(x) +
m∑

i=1

Aik(x)wi(x), k = 1, . . . ,m,

где A0k(x), Aik(x) вычисляются через f(x, t), h1(x, t), . . . , hm(x, t). Положим

g(x) = f(x, 0) +

m∑

k=1

A0k(x)hk(x, 0),

rk(x) =

m∑

i=1

Aki(x)hk(x, 0), k = 1, . . . ,m,

G(x, t) = ft(x, t) +

m∑

k=1

A0k(x)hkt(x, t),

Rk(x, t) =

m∑

i=1

Aki(x)hit(x, t), k = 1, . . . ,m,

Rk = sup
(x,t)∈Q

|Rk(x, t)|, k = 1, . . . ,m,

r̄k = sup
x∈[0,1]

|rk(x)|, k = 1, . . . ,m.

Пусть a0 и k — фиксированные положительные числа, роль которых про-
ясним ниже.

Теорема 1. Пусть выполняются условия

a(x, t), at(x, t), att(x, t) ∈ C(QT ), hk(x, t) ∈ C2(QT ), k = 1, . . . ,m,

a(x, t) ≥ a0 > 0, at(x, t) ≥ 0, att(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ QT , (5)

1 −m
m∑

k=1

r̄2k ≥ k > 0. (6)

Тогда для функции f(x, t) такой, что f(x, t) ∈ L2(QT ), ft(x, t) ∈ L2(QT ), обрат-

ная задача имеет решение u(x, t) ∈ W 4,1
2 (QT ), qk(x) ∈ L2(�).

Доказательство. Рассмотрим следующую краевую задачу: найти функ-

цию u(x, t), являющуюся в области QT решением уравнения

utt + uxxxxt + aut + atu = G(x, t) +

m∑

k=1

Rk(x, t)ut(x, tk) (7)
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и такую, что для нее выполняется условие

ut(x, 0) = g(x) +

m∑

k=1

rk(x)ut(x, tk), x ∈ �, (8)

а также условия (2) и (4).

Разрешимость данной краевой задачи докажем, используя метод продол-
жения по параметру. Обозначим v(x, t) = ut(x, t). Пусть λ — число из отрезка
[0, 1]. Рассмотрим следующую задачу: найти функцию v(x, t), являющуюся в

области QT решением уравнения

vt + vxxxx + av = G(x, t) + λ

[
m∑

k=1

Rk(x)v(x, tk) − atu

]
(9)

и удовлетворяющую условиям

v(x, 0) = g(x) + λ
m∑

k=1

rk(x)v(x, tk), (10)

v(0, t) = v(1, t) = vx(0, t) = vx(1, t) = 0. (11)

При λ = 0 данная задача является начально-краевой задачей для линейно-
го параболического уравнения высокого порядка, разрешимость ее в простран-
стве W 4,1

2 (QT ) при выполнении некоторых условий согласования и гладкости
известна (см. [4]). Для того чтобы получить разрешимость задачи при всех λ
(в том числе и при λ = 1), достаточно установить наличие равномерной по λ

априорной оценки решений этой задачи в пространстве W 4,1
2 (QT ).

Для получения первой априорной оценки умножим уравнение (9) на функ-
цию v(x, t) и проинтегрируем обе части уравнения по области QT = {(x, τ) |
x ∈ (0, 1), τ ∈ (0, t), t ∈ (0, T )}. Интегрируя по частям с учетом условий (11),
получим

1

2

∫

�

v2(x, t) dx − 1

2

∫

�

v2(x, 0) dx+

∫

Qt

v2
xx(x, τ) dxdτ +

∫

Qt

a(x, τ)v2(x, τ) dxdτ

=

∫

Qt

G(x, τ)v(x, τ) dxdτ+λ

∫

Qt

[
m∑

k=1

Rk(x, τ)v(x, tk)−at(x, τ)u(x, τ)
]
v(x, τ) dxdτ.

Нетрудно видеть, что

∫

Qt

atuv dxdτ =
1

2

∫

Qt

[(atu
2)t−attu2] dxdτ =

1

2

∫

�

at(x, t)u
2(x, t) dx− 1

2

∫

Qt

attu
2 dxdτ

и в силу условий (5) это положительная величина.

С помощью неравенства Юнга можно получить следующие неравенства:

∣∣∣∣
∫

Qt

G(x, τ)v(x, τ) dxdτ

∣∣∣∣ ≤
1

2δ21

∫

Qt

G2(x, τ) dxdτ +
δ21
2

∫

Qt

v(x, τ) dxdτ,
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∣∣∣∣∣λ
∫

Qt

m∑

k=1

Rk(x, τ)v(x, tk)v(x, τ) dxdτ

∣∣∣∣∣

≤ δ22
2

∫

Qt

v2(x, τ) dxdτ +
1

2δ22

∫

Qt

m
m∑

k=1

Rk(x, τ)v
2(x, tk) dxdτ

≤ δ22
2

∫

Qt

v2(x, τ) dxdτ +
mT

2δ22

m∑

k=1

R
2

k

∫

�

v2(x, tk) dx.

Используя условие (10) и неравенство Юнга, получим

v2(x, 0) =

[
g(x) + λ

m∑

k=1

rk(x)v(x, tk)

]2

≤
(

1 +
1

δ23

)
g2(x) +m

(
1 + δ23

) m∑

k=1

r2k(x)v
2(x, tk).

Тогда

∫

�

v2(x, 0) dx ≤
(

1 +
1

δ23

)∫

�

g2(x) dx +m
(
1 + δ23

) m∑

k=1

r̄2k

∫

�

v2(x, tk) dx.

В силу условий (5) можно подобрать δ1, δ2 так, что

a(x, t) − δ21
2

− δ22
2

≥ 0.

При произвольном t ∈ [0, T ]

1

2

∫

�

v2(x, t) dx ≤ A+

[
m

2

(
1 + δ23

) m∑

k=1

r̄2k +
mT

2δ22

m∑

k=1

R
2

k

]∫

�

v2(x, tk) dx,

где

A =
1

2

(
1 +

1

2δ23

)∫

�

g2(x) dx+
1

2δ21

∫

Qt

G2(x, τ) dxdτ.

Обозначим

B = sup
t∈[0,T ]

∫

�

v2(x, t) dx.

Тогда (
1 −m

m∑

k=1

r̄2k −mδ23

m∑

k=1

r̄2k − mT

δ22

m∑

k=1

R
2

k

)
B ≤ 2A

и в силу условия (6) можно подобрать δ23 и T
m∑

k=1

R
2

k так, что

1 −m
m∑

k=1

r̄2k −mδ23

m∑

k=1

r̄2k − mT

δ22

m∑

k=1

R
2

k ≥ k1 > 0.
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В результате приходим к следующему неравенству:

k1

2

∫

�

v2(x, t) dx+

∫

Q

v2
xx(x, τ) dxdτ ≤ 2A.

Обозначив k2 = min{k1/2, 1}, получим первую априорную оценку
∫

�

v2(x, t) dx +

∫

Q

v2
xx(x, τ) dxdτ ≤ 2

k2
A. (12)

Для второй априорной оценки умножим уравнение (9) на функцию vt(x, t)
и проинтегрируем обе части уравнения по области Qt = {(x, τ) | x ∈ (0, 1), τ ∈
(0, t), t ∈ (0, T )}. Интегрируя по частям с учетом условий (11), получим
∫

Qt

v2
t (x, τ) dxdτ +

1

2

∫

�

v2
xx(x, t) dx − 1

2

∫

�

v2
xx(x, 0) dx+

∫

Qt

avvt dxdτ

=

∫

Qt

G(x, τ) dxdτ + λ

∫

Qt

[
m∑

k=1

Rk(x, t)v(x, tk) − atu

]
vt dxdτ.

Слагаемое ∫

Qt

avvt dxdτ =
1

2

∫

�

av2(x, t) dx − 1

2

∫

Qt

atv
2 dxdτ

ограничено в силу первой оценки (12).
С помощью неравенства Юнга придем к следующим неравенствам:

∣∣∣∣∣

∫

Qt

m∑

k=1

Rk(x, τ)v(x, tk)vt dxdτ

∣∣∣∣∣

≤ δ21
2

∫

Qt

v2
t dxdτ +

1

2δ21

∫

Qt

[
m∑

k=1

Rk(x, τ)v(x, tk)

]2

dxdτ,

∣∣∣∣
∫

Qt

atuvt dxdτ

∣∣∣∣ ≤
δ22
2

∫

Qt

v2
t dxdτ +

1

2δ22

∫

Qt

a2
tu

2 dxdτ,

где вторые слагаемые в правых частях ограничены в силу первой оценки (12),
∣∣∣∣
∫

Qt

G(x, τ)vt dxdτ

∣∣∣∣ ≤
δ25
2

∫

Qt

v2
t dxdτ +

1

2δ25

∫

Qt

G2(x, τ) dxdτ.

Используя условие (10), получим

vxx(x, 0) = gxx(x) + λ
m∑

k=1

[rkxx(x)v(x, tk) + 2rkx(x)vx(x, tk) + rk(x)vxx(x, tk)].

Применим неравенство Юнга и придем к неравенству

v2
xx(x, 0) ≤

(
1 +

1

δ23

)
g2
xx(x) +

(
1 + δ23

)
m

m∑

k=1

[rkxx(x)v(x, tk)
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+ 2rkx(x)vx(x, tk) + rk(x)vxx(x, tk)]
2 ≤

(
1 +

1

δ23

)
g2
xx(x)g

2
xx(x)

+m
(
1 + δ23

)(
1 +

1

δ24

) m∑

k=1

r2kxx(x)v2(x, tk)

+m
(
1 + δ23

)(
1 + δ24

) m∑

k=1

[2rkxvx(x, tk) + rk(x)vxx]2.

Учитывая (12), (6) и существенную ограниченность функций rk(x), rkx(x),
rkxx(x), выводим оценку

k3

∫

�

v2
xx(x, t) dx ≤ A1, где k ≥ k3 > 0, A1 = const, t ∈ [0, T ].

В результате имеем вторую априорную оценку∫

Q

vt(x, τ) dxdτ +

∫

�

v2
xx(x, t) dx ≤ A2, где A2 = const. (13)

Третья априорная оценка получается после умножения уравнения (9) на
функцию vxxxx(x, t) и интегрирования по области QT и имеет следующий вид:∫

Q

v2
xxxx(x, τ) dxdτ +

∫

�

v2
xx(x, t) dx ≤ A3, (14)

где постоянная A3 определяется функциями f(x, t), hk(x, t), k = 1, . . . ,m.
Наличие оценок (12)–(14) означает существование равномерной по λ апри-

орной оценки решений задачи (9)–(11). Следовательно, задача (9)–(11) имеет

при λ = 1 решение v(x, t) ∈ W 4,1
2 (QT ). Тогда существует решение u(x, t) ∈

W 4,2
2 (QT ) задачи (7), (8), (2), (4).

Положим

qk(x) = A0k(x) +

m∑

i=1

Aik(x)ut(x, ti), k = 1, . . . ,m. (15)

Проинтегрируем уравнение (7) по переменной t в пределах от 0 до tk, k =
1, . . . ,m. После выкладок с учетом (2), (8) и (∗) придем к равенствам

uxxxx(x, tk) + a(x, tk)u(x, tk) = 0, k = 1, . . . ,m.

Из первого неравенства в условии (5) следует, что

u(x, tk) = 0, k = 1, . . . ,m,

т. е. для найденного решения выполняются условия (3).
Далее выполним интегрирование уравнения (7) по временной переменной

от 0 до текущей точки, используя представление (15). В результате имеем

ut + uxxxx + a(x, t)u = f(x, t) +

m∑

k=1

qk(x)hk(x, t).

Следовательно, найденное решение u(x, t) краевой задачи и функции qk(x),
k = 1, . . . ,m, определенные по формулам (15), связаны в области QT уравне-
нием (1). Учитывая выполнение для функции u(x, t) условий (2)–(4), а также
полученную по ходу доказательства принадлежность функций u(x, t) и qk(x),

k = 1, . . . ,m, пространствам W 4,1
2 (QT ) и L2(�) соответственно, окончательно

получим, что функции u(x, t), qk(x), k = 1, . . . ,m, представляют собой требуе-
мое решение обратной задачи (1)–(4).

Теорема 1 доказана.
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Теорема 2. Пусть {u(x, t), q1(x), . . . , qm(x)} и {v(x, t), ϕ1(x), . . . , ϕm(x)} —

решения обратной задачи (1)–(4), u(x, t), v(x, t) ∈ W 4,1
2 (QT ), q1(x), . . . , qm(x),

ϕ1(x), . . . , ϕm(x) ∈ L2(�). Пусть выполняются условия (5), (6) теоремы 1. Тогда

u(x, t) = v(x, t) и qk(x) = ϕk(x), k = 1, . . . ,m.

Доказательство. Пусть u(x, t), q1(x), . . . , qm(x) и v(x, t), ϕ1(x), . . . , ϕm(x)
— решения обратной задачи (1)–(4). Тогда для них выполняются равенства

ut + uxxxx + a(x, t)u = f(x, t) +

m∑

k=1

qk(x)hk(x, t),

vt + vxxxx + a(x, t)v = f(x, t) +

m∑

k=1

ϕk(x)hk(x, t),

где

qk(x) = A0k(x) +

m∑

i=1

Aik(x)ut(x, ti),

ϕk(x) = A0k(x) +

m∑

i=1

Aik(x)vt(x, ti),

для функций u(x, t), v(x, t) выполняются условия (2)–(4), а также условия

ut(x, 0) = g(x) +
m∑

k=1

rk(x)ut(x, tk), x ∈ �,

vt(x, 0) = g(x) +

m∑

k=1

rk(x)vt(x, tk), x ∈ �.

Рассмотрим функцию

w(x, t) = u(x, t) − v(x, t).

Она удовлетворяет уравнению

wt + wxxxx + a(x, t)w =

m∑

k=1

m∑

i=1

Aki(x)hi(x, t)wt(x, tk),

условиям (2)–(4) и условию

wt(x, 0) =

m∑

k=1

rk(x)wt(x, tk).

Продифференцируем уравнение для w(x, t) по t и обозначим ψ(x, t) = wt(x, t).
Функция ψ(x, t) будет удовлетворять уравнению

ψt + ψxxxx + aψ =

m∑

k=1

Rk(x, t)ψ(x, tk) − atw (16)

и условию

ψ(x, 0) =

m∑

k=1

rk(x)ψ(x, tk). (17)
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Умножим уравнение (16) на функцию ψ(x, t) и проинтегрируем обе части
уравнения по областиQT = {(x, τ) | x ∈ (0, 1), τ ∈ (0, t), t ∈ (0, T )}. Интегрируя
по частям, получим равенство

1

2

∫

�

ψ2(x, t) dx +

∫

Qt

ψ2
xx dxdτ +

∫

Qt

aψ2 dxdτ

=
1

2

∫

�

ψ2(x, 0) dx+

∫

Qt

m∑

k=1

Rk(x, τ)ψ(x, tk)ψ(x, τ) dxdτ −
∫

Qt

atwψ dxdτ.

Как замечено выше,
∫

Qt

atwψ dxdτ =
1

2

∫

Qt

[(atw
2)t − attw

2] dxdτ

=
1

2

∫

�

at(x, t)w
2(x, t) dx − 1

2

∫

Qt

attw
2 dxdτ

и в силу условий (5) это положительная величина.
Используя неравенство Юнга и условие (17), можно оценить

1

2

∫

�

ψ2(x, t) dx +

∫

Qt

ψ2
xx dxdτ +

∫

Qt

aψ2 dxdτ

≤ δ21
2

∫

Qt

ψ2 dxdτ +
1

2δ21
mT

m∑

k=1

R
2

k

∫

�

ψ2(x, tk) dx+
1

2
m

m∑

k=1

r̄2k

∫

�

ψ2(x, tk) dx.

В силу условия (5) δ1 можно подобрать так, что a(x, t) − δ2
1

2 ≥ 0.
Обозначим

B = sup
t∈[0,T ]

∫

�

ψ2(x, tk) dx.

Тогда (
1 −m

m∑

k=1

r̄2k − 1

2δ21
mT

m∑

k=1

R
2

k

)
B ≤ 0.

Условие (6) при достаточно малом значении T
m∑

k=1

R
2

k гарантирует выполнение

неравенства

1 −m
m∑

k=1

r̄2k −
1

2δ21
mT

m∑

k=1

R
2

k ≥ 0,

что влечет за собой равенство
∫

�

ψ2(x, t) dx = 0, t ∈ [0, T ].

Тогда wt(x, t) = ψ(x, t) = 0 и с учетом условия w(x, 0) = 0 можно утвер-
ждать, что w(x, t) ≡ 0, т. е. u(x, t) ≡ v(x, t) и qk(x) ≡ ϕk(x), k = 1, . . . ,m.

Теорема 2 доказана.
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УДК 517.946

О РАЗРЕШИМОСТИ КРАЕВЫХ

ЗАДАЧ ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ

ПСЕВДОГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

С НЕЛОКАЛЬНЫМ ГРАНИЧНЫМ

УСЛОВИЕМ ИНТЕГРАЛЬНОГО ВИДА

Н. С. Попов

Аннотация. Исследуется разрешимость начально-краевой задачи для линейных
псевдогиперболических уравнений третьего порядка с заданием на боковой границе
условия, связывающего значения решения или конормальной производной решения
со значениями некоторого интегрального оператора от решения. Доказываются
теоремы существования и единственности регулярных решений.

Ключевые слова: псевдогиперболическое уравнение, пространство Соболева, на-
чально-краевая задача, метод продолжения по параметру, априорные оценки, ре-
гулярное решение.

Введение

Нелокальные краевые задачи для гиперболических уравнений с интеграль-
ным условием на боковой границе в одномерном по пространственным пере-
менным случае рассматриваются в [1–3]. В многомерном случае исследова-
ния подобных задач ранее относились к гиперболическим уравнениям (см. [4]),
псевдопараболическим уравнениям [5], но многомерные псевдогиперболические
задачи с интегральным условием на боковой границе ранее не изучались.

1. Постановка задачи

Пусть � — ограниченная область пространства Rn с гладкой (для про-
стоты бесконечно дифференцируемой) границей � , Q — цилиндр � × (0, T )
(0 < T < +∞), S = � × (0, T ) — его боковая граница, bij(x, t), b(x, t) и f(x, t) —
заданные в цилиндре Qфункции, u0(x), u1(x) — заданные на множестве�функ-
ции, K(x, y, t) — функция, заданная при x, y ∈ �, t ∈ [0, T ].

Краевая задача I. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q
решением уравнения

Lu ≡ ∂

∂t
(ut −�u) −Bu = f(x, t), Bu ≡

n∑

i,j=1

∂

∂xi
(bij(x)uxj ) + b(x, t)u, (1)

такую, что для нее выполняются условия

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ �, (2)

u(x, t)|(x,t)∈S =

∫

�

K(x, y, t)u(y, t) dy

∣∣∣∣
(x,t)∈S

. (3)

c© 2014 Попов Н. С.
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Краевая задача II. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре Q
решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются начальные усло-

вия (2) и условие

∂u(x, t)

∂ν(x)

∣∣∣∣
(x,t)∈S

=

∫

�

K(x, y, t)u(y, t) dy

∣∣∣∣
(x,t)∈S

, (4)

где ν(x) = (ν1, . . . , νn) — вектор внутренней нормали к � в текущей точке.

Предполагаем выполнение условия эллиптичности на оператор B:

bij(x) = bji(x),
n∑

i,j=1

bij(x)ξiξj ≥ α
(
ξ21 + ξ22 + · · · + ξ2n

)
, α > 0, ξi ∈ R

n. (5)

2. Разрешимость краевой задачи I

Определим оператор M по формуле

(Mu)(x, t) = u(x, t) −
∫

�

K(x, y, t)u(y, t) dy.

Оператор M однозначно и непрерывно обратим как оператор из L2(�) в L2(�)
при всех t ∈ [0, T ], и существуют положительные постоянные m1, m2 такие, что
выполняются неравенства

m1

∫

�

u2(x, t) dx ≤
∫

�

[Mu(x, t)]2 dx ≤ m2

∫

�

u2(x, t) dx (6)

при любом t ∈ [0, T ] и u(x, t) ∈ L∞(0, T ;L2(�)).
Определим пространство

V =
{
v(x, t) : v(x, t) ∈ L∞

(
0, T ;W 2

2 (�)
)
,

vt(x, t) ∈ L2(0, T ;W 2
2 (�)) ∩ L∞

(
0, T ;W 1

2 (�)
)
, vtt(x, t) ∈ L2(Q)

}
,

норму в V определим естественным образом:

‖v‖V = ‖v‖L∞(0,T ;W 2
2 (�)) + ‖vt‖L2(0,T ;W 2

2 (�)) + ‖vt‖L∞(0,T ;W 1
2 (�)) + ‖vtt‖L2(Q).

Введем обозначения:

LMu(x, t) −MLu(x, t) = �(x, t, u), w = Mu,

и будем рассматривать уравнение относительно w

Lw = g(x, t) + �(x, t,M−1w), g(x, t) = Mf,

которое, как показано ниже, эквивалентно исходному уравнению (1).
Имеем

�(x, t, u) = LMu(x, t) −MLu(x, t)

=

∫

�

[−Ktt(x, y, t) +�xKt(x, y, t) +BxK(x, y, t) −K(x, y, t)b(y, t)]u(y, t) dy

+

∫

�

[�xK(x, y, t) − 2Kt(x, y, t)]ut(y, t) dy −
∫

�

K(x, y, t)�yut(y, t) dy

−
n∑

i,j=1

∫

�

K(x, y, t)(bij(y)uyj )yi dy,
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где

Bxu =

n∑

i,j=1

∂

∂xi
(bij(x)uxj ) + b(x, t)u,

Byu =
n∑

i,j=1

∂

∂yi
(bij(y)uyj) + b(y, t)u.

Введем обозначение

Q0 = max
t∈[0,T ]

∫

�

∫

�

K2(x, y, t) dxdy. (7)

Теорема 1. Пусть выполняются условия (5), (6) и, кроме того,

b(x, t) ∈ C1(Q), bij(x) ∈ C1
0 (�) (i, j = 1, . . . , n),

−b(x, t) ≥ b0 > 0 при (x, t) ∈ Q,

K(x, y, t) ∈ C3(�× �× [0, T ]),

1 − Q0

δ20m1
> 0 при δ0 ∈

(
0,

√
2

2

)
,

f(x, t) ∈ L2(Q), u0(x) ∈W 2
2 (�) ∩

◦
W 1

2(�), u1(x) ∈
◦
W 1

2(�).

(8)

Тогда краевая задача I имеет решение u(x, t), принадлежащее пространству V ,

и это решение единственно.

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную краевую задачу: найти

функцию w(x, t), являющуюся в цилиндре Q решением уравнения

Lw = g(x, t) + �1(x, t, w), u = M−1w, g(x, t) = Mf, (9)

и удовлетворяющую условиям

w(x, t)|S = 0, w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), x ∈ �, (10)

где

u(x, 0) −
∫

�

K(x, y, 0)u(y, 0) dy = u0(x) −
∫

�

K(x, y, 0)u0(y) dy = w0(x),

ut(x, 0) −
∫

�

[K(x, y, t)u(y, t)]t|t=0 dy

= u1(x) −
∫

�

[Kt(x, y, 0)u0(y) +K(x, y, 0)u1(y)] dy = w1(x),

�1(x, t, w) = �(x, t,M−1w).

Докажем, что при выполнении условий теоремы краевая задача (9), (10)
разрешима в классе W = {v(x, t) : v(x, t) ∈ V, w(x, t) = Mv(x, t) ∈ V } для
любой функции g(x, t) такой, что g(x, t) ∈ L2(Q).

Воспользуемся методом продолжения по параметру. Именно, для чисел λ
из отрезка [0, 1] определим семейство операторов {Lλ}: Lλw = Lw−λ�1(x, t, w).
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Рассмотрим краевую задачу: найти функцию w(x, t), являющуюся в цилиндре

Q решением уравнения

Lλw = g(x, t) (7λ)

при выполнении условий (10). Обозначим через � множество чисел λ ∈ [0, 1],
для которых краевая задача (7λ), (10) разрешима в классе W для произвольной
функции g(x, t) такой, что g(x, t) ∈ L2(Q). Покажем, что множество � совпадает
со всем отрезком [0, 1], что означает разрешимость краевой задачи (9), (10) в
требуемом классе.

Прежде всего убедимся, что множество � непусто. Рассмотрим краевую
задачу: найти функцию w(x, t), являющуюся в цилиндре Q решением уравнения

(7λ) при λ = 0:

Lw = g(x, t)

при выполнении условий (10).

Как следует из результатов работ [6–8], при выполнении условий теоремы
эта задача имеет решение, принадлежащее пространству W .

Пусть w(x, t) — решение краевой задачи (7λ), (10) из пространстваW . Если
имеет место априорная оценка в том же пространстве W , то задача разрешима
при λ ∈ [0, 1] (см. [9]).

Для получения априорной оценки умножим уравнение (7λ), записанное в
переменных x и τ , на функцию wτ−�wτ и результат проинтегрируем по области
� и по переменной τ в пределах от 0 до t. Таким образом, преобразуем равенство

t∫

0

∫

�

Lw(wτ −�wτ ) dx dτ =

t∫

0

∫

�

(g + λ�1)(wτ −�wτ ) dxdτ.

Интегрируя по частям и считая, что по повторяющимся индексам ведется сум-
мирование от 1 до n, с учетом краевых условий (10) придем к равенству

1

2

∫

�

w2
τ (x, t) dx+

t∫

0

∫

�

[
n∑

i=1

(wxiτ )
2 + (�wτ )2

]
dx dτ

+
1

2

∫

�

bij(x)wxi (x, t)wxj (x, t) dx − 1

2

∫

�

b(x, t)w2(x, t) dx +
1

2

t∫

0

∫

�

bτw
2 dxdτ

+
1

2

n∑

i=1

∫

�

w2
xiτ (x, t) dx +

t∫

0

∫

�

bijwxixj�wτ dxdτ +

t∫

0

∫

�

bijxi
wxj�wτ dxdτ

−
n∑

i=1

t∫

0

∫

�

bxiwwxiτ dxdτ −
1

2

n∑

i=1

∫

�

b(x, t)w2
xi

(x, t) dx+
1

2

n∑

i=1

t∫

0

∫

�

bτw
2
xi
dxdτ

=
1

2

∫

�

w2
1(x) dx +

1

2

∫

�

bij(x)w0xi(x)w0xj (x) dx − 1

2

∫

�

b(x, 0)w2
0(x) dx

+
1

2

n∑

i=1

∫

�

[
w2

1xi
(x) − b(x, 0)w2

0xi
(x)
]
dx+

t∫

0

∫

�

(g + λ�1)(wτ −�wτ ) dxdτ. (11)
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Рассмотрим оценку интеграла
t∫
0

∫
�

bijwxixj�wτ dxdτ . Используя (5), (8),

получим

t∫

0

∫

�

bijwxixj�wτ dxdτ =

=
1

2

n∑

k=1

∫

�

bij(x)wxjxk
(x, t)wxixk

(x, t) dx ≥ α

2

n∑

i,k=1

∫

�

w2
xixk

(x, t) dx. (12)

С помощью (5) аналогично имеем

1

2

∫

�

bij(x)wxi (x, t)wxj (x, t) dx ≥ α

2

n∑

i=1

∫

�

w2
xi

(x, t) dx.

Рассмотрим оценку интеграла
t∫
0

∫
�

u2
τ (y, τ) dydτ через функцию w. Из ра-

венства w = Mu следует, что

uτ (y, τ) −
∫

�

K(y, z, τ)uτ (z, τ) dz = wτ (y, τ) +

∫

�

Kτ (y, z, τ)u(z, τ) dz.

Используя (6) и неравенство Юнга, получим

∫

�

u2
τ (y, τ) dy ≤ 1

m1

∫

�

[
wτ (y, τ) +

∫

�

Kτ (y, z, τ)u(z, τ) dz

]2
dy

≤ 1

m1

[ ∫

�

w2
τ (y, τ) dy + 2

∫

�

|wτ (y, τ)| ·
∣∣∣∣
∫

�

Kτ (y, z, τ)u(z, τ) dz

∣∣∣∣ dy

+

∫

�

(∫

�

Kτ (y, z, τ)u(z, τ) dz

)2

dy

]
≤ 1

m1

[ ∫

�

w2
τ (y, τ) dy +

∫

�

w2
τ (y, τ) dy

+

∫

�

(∫

�

Kτ (y, z, τ)u(z, τ) dz

)2

dy +

∫

�

(∫

�

Kτ (y, z, τ)u(z, τ) dz

)2

dy

]

≤ 2

m1

∫

�

w2
τ (y, τ) dy + C1

∫

�

u2(y, τ) dy

≤ 2

m1

∫

�

w2
τ (y, τ) dy +

C1

m1

∫

�

w2(y, τ) dy. (13)

Иначе оценку можно получить, как в [5], с малым параметром δ1, который
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подберем позже:
∫

�

u2
τ (y, τ) dy ≤ 1

m1

[∫

�

w2
τ (y, τ) dy + δ21

∫

�

w2
τ (y, τ) dy

+
1

δ21

∫

�

(∫

�

Kτ (y, z, τ)u(z, τ) dz

)2

dy +

∫

�

(∫

�

Kτ (y, z, τ)u(z, τ)dz

)2

dy

]

≤ 1 + δ21
m1

∫

�

w2
τ (y, τ) dy + C(δ1)

∫

�

u2(y, τ) dy

≤ 1 + δ21
m1

∫

�

w2
τ (y, τ) dy +

C(δ1)

m1

∫

�

w2(y, τ) dy. (14)

Для того чтобы оценить в (11) интеграл

t∫

0

∫

�

�1(wτ −�wτ ) dxdτ, (15)

рассмотрим оценку интеграла от �(x, t, u) вида
∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

�

(∫

�

[�xK(x, y, τ) − 2Kτ(x, y, τ)]uτ (y, τ) dy

)
(wτ −�wτ ) dxdτ

∣∣∣∣∣∣

≤
t∫

0

∫

�

∫

�

([�xK − 2Kτ ]
2(x, y, τ) dy)

1
2

(∫

�

u2
τ (y, τ) dy

) 1
2

|wτ −�wτ | dxdτ

≤ δ20
2

t∫

0

∫

�

(wτ −�wτ )2 dxdτ

+
1

2δ20

t∫

0

∫

�

(∫

�

[�xK − 2Kτ ]
2(x, y, τ) dy

)(∫

�

u2
τ (y, τ) dy

)
dxdτ

≤ δ20
2

t∫

0

∫

�

(wτ −�wτ )2 dxdτ +
C2

2δ20

t∫

0

∫

�

u2
τ (y, τ) dydτ. (16)

Продолжая неравенство (16) с учетом (13) и неравенства Юнга, получим
∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

�

(∫

�

[�xK(x, y, τ) − 2Kτ(x, y, τ ]uτ (y, τ) dy

)
(wτ −�wτ ) dxdτ

∣∣∣∣∣∣

≤ δ20
2

t∫

0

∫

�

(wτ −�wτ )2 dxdτ +
C2

δ20m1

t∫

0

∫

�

w2
τ (x, τ) dxdτ

+
C1C2

2δ20m1

t∫

0

∫

�

w2(x, τ) dxdτ. (17)
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Для того чтобы оценить в (15) интеграл вида

t∫

0

∫

�

(∫

�

K(x, y, τ)�yuτ (y, τ) dy

)
(wτ −�xwτ ) dxdτ,

поступаем, как в [5]. Применяя оценку (14), имеем
∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

�

(∫

�

K(x, y, τ)�yuτ (y, τ) dy

)
(wτ −�wτ ) dxdτ

∣∣∣∣∣∣

≤ δ20
2

t∫

0

∫

�

(wτ −�wτ )2 dxdτ +
Q0

(
1 + δ21

)

2δ20m1

t∫

0

∫

�

(�yuτ )
2(y, τ) dydτ, (18)

где Q0 задано формулой (7).

Зафиксируем δ0 ∈
(
0,

√
2

2

)
и потребуем выполнения неравенства (8):

p ≡ 1 − Q0

δ20m1
> 0, (19)

которое очевидно выполняется при малых |K(x, y, t)|. Подбирая малое δ1 > 0,
применяя неравенство Юнга и используя лемму Гронуолла в равенстве (11), из
неравенства

p− Q0δ1
δ20m1

> 0 (20)

получим априорную оценку

T∫

0

∫

�

[
n∑

i=1

(wxiτ )
2 + (�wt)

2 + (wtt)
2

]
dxdt

+

∫

�

[
w2

t (x, t) +

n∑

i,k=1

w2
xixk

(x, t) dx +

n∑

i=1

w2
xi

(x, t) + w2(x, t)

]
dx

≤ K0

T∫

0

∫

�

g2(x, t) dxdt (21)

с положительной постоянной K0, определяемой лишь функциями bij(x), b(x, t),
числами T , α, а также областью �.

Очевидно, что аналогичная оценка имеет место и для функции u(x, t):

‖u‖V ≤ K0‖w‖V ≤ K1‖g‖L2(Q), (22)

где K0, K1 — положительные постоянные, K1 определяется теми же величина-
ми, которыми определяется K0.

Из оценок (21), (22) следует открытость и замкнутость множества � (см.
[1, 4]). Следовательно, краевая задача (9), (10) разрешима в классе W .

Как в [5], можно показать, что с помощью решения вспомогательной кра-
евой задачи (9), (10) можно найти решение исходной краевой задачи (1)–(3).
В частности, уравнение (1) эквивалентно уравнению (9), так как (9) имеет вид
LMu = Mf + �, откуда LMu = Mf + LMu−MLu, т. е. M(Lu− f) = 0.

Единственность решений очевидна: она вытекает, например, из неравен-
ства (22). Теорема доказана.
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3. Разрешимость краевой задачи II

Рассмотрим краевую задачу II: найти функцию u(x, t), являющуюся в ци-

линдре Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются начальные

условия (2) и условие (4).
Доказательство разрешимости краевой задачи II проведем без перехода к

нагруженному уравнению [7] вида (9) с краевыми условиями (10).
Введем обозначение

Q1 = max
t∈[0,T ]

∫

�

∫

�

K2(x, y, t) dSxdy. (23)

Теорема 2. Пусть выполняются условия

bij(x) = bji(x), α
n∑

i=1

ξ2i ≤
n∑

i,j=1

bij(x)ξiξj ≤ β
n∑

i=1

ξ2i , α, β > 0, ξi ∈ R
n, (24)

кроме того,

b(x, t) ∈ C1(Q), bij(x) ∈ C1
0 (�) (i, j = 1, . . . , n),

−b(x, t) ≥ b0 > 0 при (x, t) ∈ Q,

K(x, y, t) ∈ C3(�× �× [0, T ]),

1 − 4Q1 > 0, 2 − δ2 − δ2β > 0 при δ2 ∈
(

0,
2

1 + β

)
,

u0(x) ∈W 2
2 (�) ∩

◦
W 1

2(�), u1(x) ∈
◦
W 1

2(�), f(x, t) ∈ L2(Q).

(25)

Тогда краевая задача II имеет решение u(x, t), принадлежащее пространству V ,

и это решение единственно.

Доказательство. Для получения априорной оценки умножим уравнение
(1), записанное в переменных x и τ , на функцию uτ + 1

2uττ −�uτ и результат
проинтегрируем по области � и по переменной τ в пределах от 0 до t. Таким
образом, преобразуем равенство

t∫

0

∫

�

Lu · (uτ +
1

2
uττ −�uτ ) dxdτ =

t∫

0

∫

�

f(x, τ) ·
(
uτ +

1

2
uττ −�uτ

)
dxdτ.

Интегрируя по частям, с учетом краевых условий (2) придем к равенству вида
(11), в котором �1 ≡ 0, т. е. к равенству вида

1

2

∫

�

u2
τ (x, t) dx+

t∫

0

∫

�

[
n∑

i=1

(uxiτ )2 + (�uτ )
2 +

1

2
(uττ )

2

]
dxdτ

+

n∑

i=1

t∫

0

∫

�

uxiτuτνi dSxdτ −
t∫

0

∫

�

bijuxjuτνi dSxdτ

+
1

2

∫

�

bij(x)uxi(x, t)uxj (x, t) dx − 1

2

∫

�

b(x, t)u2(x, t) dx +
1

2

t∫

0

∫

�

bτu
2 dxdτ
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− 3

2

n∑

i=1

t∫

0

∫

�

uxiτuττνi dSxdτ +

n∑

i=1

t∫

0

∫

�

buuxiτνi dSxdτ

+
3

4

n∑

i=1

∫

�

u2
xiτ (x, t) dx +

t∫

0

∫

�

bijuxixj�uτ dxdτ +

t∫

0

∫

�

bijxi
uxj�uτ dxdτ

−
n∑

i=1

t∫

0

∫

�

bxiuuxiτ dxdτ −
1

2

n∑

i=1

∫

�

b(x, t)u2
xi

(x, t) dx +
1

2

n∑

i=1

t∫

0

∫

�

bτu
2
xi
dxdτ

− 1

2

t∫

0

∫

�

bijuxjuττνi dSxdτ −
1

2

t∫

0

∫

�

bijuxjτuxiτ dxdτ

+
1

2

∫

�

bij(x)uxj (x, t)uxit(x, t) dxdτ +
1

2

t∫

0

∫

�

[
bτuuτ + bu2

τ

]
dxdτ

1

2

∫

�

b(x, t)u(x, t)ut(x, t) dx =
1

2

∫

�

u2
1(x) dx +

1

2

∫

�

bij(x)u0xi(x)u0xj (x) dx

− 1

2

∫

�

b(x, 0)u2
0(x) dx +

n∑

i=1

∫

�

[
3

4
u2

1xi
(x) − 1

2
b(x, 0)u2

0xi
(x)

]
dx

− 1

2

∫

�

b(x, 0)u0(x)u1(x) dx +
1

2

∫

�

bij(x)u0xj (x)u1xi(x) dx

+

t∫

0

∫

�

f · (uτ −�uτ ) dxdτ. (26)

Получение априорных оценок вполне аналогично получению априорных
оценок при доказательстве теоремы 1, достаточно лишь показать оценки сле-
дующих граничных интегралов:

n∑

i=1

t∫

0

∫

�

uxiτuτνi dSxdτ,

t∫

0

∫

�

bijuxjuτνi dSxdτ,
n∑

i=1

t∫

0

∫

�

uxiτuττνi dSxdτ,

n∑

i=1

t∫

0

∫

�

buuxiτνi dSxdτ,

t∫

0

∫

�

bijuxjuττνi dSxdτ. (27)

Докажем оценки для третьего и пятого интегралов в (27). Преобразуем третий
интеграл:

n∑

i=1

t∫

0

∫

�

uxiτuττνi dSxdτ = −
t∫

0

∫

�

∂uττ
∂ν

uτ dSxdτ

+

∫

�

∂ut
∂ν

ut dSx −
∫

�

∂u1

∂ν
u1 dSx. (28)
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Используя краевые условия (4) в первом интеграле правой части (28), имеем

t∫

0

∫

�

∂uττ
∂ν

uτ dSxdτ =

t∫

0

∫

�

[ ∫

�

(K(x, y, τ)uττ (y, τ)

+ 2Kτ(x, y, τ)uτ (y, τ) +Kττ(x, y, τ)u(y, τ)) dy

]
uτ dSxdτ, (29)

откуда, используя неравенства Юнга, получим
∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

�

∂uττ
∂ν

uτ dSxdτ

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

2

t∫

0

∫

�

u2
τ dSxdτ

+
1

2

t∫

0

∫

�

[∫

�

K(x, y, τ)uττ (y, τ) dy + 2

∫

�

Kτ (x, y, τ)uτ (y, τ) dy

+

∫

�

Kττ(x, y, τ)u(y, τ) dy

]2

dSxdτ. (30)

Первое слагаемое в (30) оценим с помощью интегрального неравенства
∫

�

u2
τ (x, τ) dSx ≤ δ2

n∑

i=1

∫

�

u2
xiτ (x, τ) dx + C(δ2)

∫

�

u2
τ (x, τ) dx. (31)

Имеем

1

2

t∫

0

∫

�

u2
τ dSxdτ ≤ δ2

2

n∑

i=1

t∫

0

∫

�

u2
xiτ dxdτ +

C(δ2)

2

t∫

0

∫

�

u2
τ dxdτ. (32)

Для оценки второго слагаемого в (30) воспользуемся неравенствами Юнга, Гёль-
дера, а также неравенством (a+ 2b+ c)2 ≤ 3(a2 + 4b2 + c2):

1

2

t∫

0

∫

�

[ ∫

�

K(x, y, τ)uττ (y, τ) dy + 2

∫

�

Kτ (x, y, τ)uτ (y, τ) dy

+

∫

�

Kττ(x, y, τ)u(y, τ) dy

]2

dSxdτ

≤ 1

2

t∫

0

∫

�

[(∫

�

u2
ττ(y, τ) dy

) 1
2
(∫

�

K2(x, y, τ) dy

) 1
2

+ 2

(∫

�

u2
τ (y, τ) dy

) 1
2
(∫

�

K2
τ (x, y, τ) dy

) 1
2

+

(∫

�

u2(y, τ) dy

) 1
2
(∫

�

K2
ττ(x, y, τ) dy

) 1
2
]2
dSxdτ

≤ 3

2

t∫

0

∫

�

[ ∫

�

u2
ττ(y, τ) dy ·

∫

�

K2(x, y, τ) dy+4

t∫

0

∫

�

∫

�

u2
τ (y, τ) dy ·

∫

�

K2
τ (x, y, τ) dy
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+

∫

�

u2(y, τ) dy ·
∫

�

K2
ττ (x, y, τ) dy

]
dSxdτ

≤ 4Q1

t∫

0

∫

�

u2
ττ(y, τ) dydτ + C1




t∫

0

∫

�

u2
τ (y, τ) dydτ +

t∫

0

∫

�

u2 dydτ


, (33)

где C1 — наибольшее значение K2
t (x, y, t), K2

tt(x, y, t) по области � × �× (0, T ).
Второе слагаемое в правой части равенства (28) оценивается аналогично:

∣∣∣∣
∫

�

∂ut
∂ν

ut dSx

∣∣∣∣ ≤ δ2

n∑

i=1

∫

�

u2
xit dx+ C(δ2)

∫

�

u2
t dx

+ C1

[ ∫

�

u2
t (y, τ) dy +

∫

�

u2 dy

]
. (34)

Рассмотрим пятый интеграл в (27). Имеем

t∫

0

∫

�

bijuxjuττνi dSxdτ = −
t∫

0

∫

�

bijuxjτuτνi dSxdτ

+

∫

�

bijuxjutνi dSx −
∫

�

biju0ju1νi dSx. (35)

Для первого интеграла в правой части равенства (35) аналогично оценке инте-
грала (28) получим
∣∣∣∣∣∣

t∫

0

∫

�

bijuxjτuτνi dSxdτ

∣∣∣∣∣∣
≤ β

t∫

0

∫

�

∣∣∣∣
∂uτ
∂ν

uτ

∣∣∣∣ dSxdτ

= β

t∫

0

∫

�

∣∣∣∣
∫

�

(K(x, y, τ)uτ (y, τ) +Kτ (x, y, τ)u(y, τ)) dy

∣∣∣∣ · |uτ | dSxdτ

≤ β

2

t∫

0

∫

�

u2
τ dSxdτ +

β

2

t∫

0

∫

�

[∫

�

K(x, y, τ)uτ (y, τ) dy

+

∫

�

Kτ (x, y, τ)u(y, τ) dy

]2

dSxdτ ≤ δ2β

2

n∑

i=1

t∫

0

∫

�

u2
xiτ dxdτ

+
C(δ2)β

2

t∫

0

∫

�

u2
τ dxdτ + C2




t∫

0

∫

�

u2
τ (y, τ) dydτ +

t∫

0

∫

�

u2 dydτ


, (36)

где C2 — наибольшее значение K2(x, y, t), K2
t (x, y, t) по области � × �× (0, T ).

Как и выше, при выполнении условий (24)

1 − δ2
2

− δ2β

2
> 0

основная априорная оценка будет определяться положительной постоянной K3

в правой части, определяемой лишь функциями b(x, t), числами T , α, β, b0, а
также областью �. Имеем

‖u‖V ≤ K3‖f‖L2(Q). (37)
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Единственность решений краевой задачи II в пространстве V очевидна из
априорной оценки (37). Теорема полностью доказана.

Замечание. В теоремах 1 и 2 от условий −b(x, t) ≥ b0 > 0 можно от-
казаться, но тогда, как и выше, при получении априорных оценок возникнут
условия малости на функцию b(x, t) и их производные.
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ГЁЛЬДЕРОВСКИЕ КЛАССЫ РЕШЕНИЙ

ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА С МЕНЯЮЩИМСЯ

НАПРАВЛЕНИЕМ ВРЕМЕНИ С ПЕРЕМЕННЫМИ

УСЛОВИЯМИ СКЛЕИВАНИЯ

С. В. Попов

Аннотация. Устанавливается разрешимость краевых задач для параболических
уравнений четвертого порядка с меняющимся направлением времени с условия-
ми склеивания, содержащими переменные коэффициенты по t ∈ [0, T ]. Устанав-
ливается разрешимость краевых задач в пространствах Гёльдера. Показано, что
гёльдеровские классы их решений зависят как от знаков коэффициентов условий
склеивания (включая концы интервала [0, T ]), так и от нецелого показателя про-
странства Гёльдера.

Ключевые слова: разрешимость, краевая задача, параболическое уравнение с
меняющимся направлением времени, условия склеивания, система сингулярных
уравнений, пространство Гёльдера.

Введение

В работе рассматриваются краевые задачи для параболических уравне-
ний четвертого порядка с меняющимся направлением времени в пространствах
Гёльдера, содержащими переменные коэффициенты в условиях склеивания.
Случай постоянных коэффициентов в условиях склеивания рассматривался в [1],
а случай переменных коэффициентов в условиях склеивания, но для уравнений
второго порядка — в [2].

Цель настоящей работы — показать, что гёльдеровские классы решений
параболических уравнений переменного направления времени с общими усло-
виями склеивания также существенно зависят от нецелого показателя Гёльдера
и индекса соответствующей задачи Римана. Изучение поставленной краевой
задачи связано с применением теории сингулярных интегральных уравнений
[3–7].

1. Постановка задачи

В области Q+ = R+ × (0, T ) рассмотрим систему уравнений

u1
t = Lu1, −u2

t = Lu2

(
L ≡ − ∂4

∂x4

)
. (1)

Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России в рамках государ-
ственного задания на выполнение НИР на 2014–2016 гг. (проект №3047).

c© 2014 Попов С. В.
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В пространстве Гёльдера [8, 9] H
p,p/4
x t , p = 4l+γ, 0 < γ < 1, ищется решение

системы уравнений (1), удовлетворяющее начальным условиям

u1(x, 0) = ϕ1(x), u2(x, T ) = ϕ2(x), x > 0, (2)

и условиям склеивания

∂ku1

∂xk
(0, t) = σk(t)

∂ku2

∂xk
(0, t) (k = 0, 1, 2, 3), (3)

где l ≥ 1 — целое число, ϕ1(x), ϕ2(x), σk(t) — заданные функции, определенные
при x ∈ R, t ∈ [0, T ].

2. Исследование разрешимости краевой задачи

Будем предполагать, что ϕi(x) ∈ Hp(R) (i = 1, 2). Тогда функции

ω1(x, t) =
1

π

∫

R

U0(x, t; ξ, 0)ϕ1(ξ) dξ, ω2(x, t) =
1

π

∫

R

U0(ξ, T ;x, t)ϕ2(ξ) dξ

являются решениями уравнения (1), удовлетворяющими условиям (2) в R. Бу-
дем пользоваться интегральным представлением решения для системы уравне-
ний (1):

u1(x, t) =

t∫

0

U0(x, t; 0, τ)α0(τ) dτ +

t∫

0

U1(x, t; 0, τ)α1(τ) dτ + ω1(x, t),

u2(x, t) =

T∫

t

U0(0, τ ;x, t)β0(τ) dτ +

T∫

t

U2(0, τ ;x, t)β1(τ) dτ + ω2(x, t),

(4)

где Ui (i = 0, 1, 2) — фундаментальное и элементарные решения Б. Пини [10, 11].
В силу общих результатов [8, 9] плотности αk, βk (k = 0, 1) должны при-

надлежать пространству Hq(0, T ) (q = p−3
4 ), причем

α
(s)
k (0) = β

(s)
k (T ) = 0 (s = 0, . . . , l − 1). (5)

Из условий склеивания (3) получим систему интегральных уравнений с
операторами Абеля относительно αk(t), βk(t):





1
4�
(

1
4

) t∫
0

α0(τ)+α1(τ)

(t−τ)
1
4

dτ + ω1(0, t) = σ0(t)
4 �

(
1
4

) T∫
t

β0(τ)+β1(τ)

(τ−t)
1
4

dτ + σ0(t)ω2(0, t),

− 1
2�
(

1
2

) t∫
0

α1(τ)

(t−τ)
1
2
dτ − σ1(t)

2 �
(

1
2

) T∫
t

β1(τ)

(τ−t)
1
2
dτ + ω1x(0, t) + σ1(t)ω2x(0, t) = 0,

− 1
4�
(

3
4

) t∫
0

α0(τ)−α1(τ)

(t−τ)
3
4

dτ + ω1xx(0, t)

= −σ2(t)
4 �

(
3
4

) T∫
t

β0(τ)−β1(τ)

(τ−t)
3
4

dτ + σ2(t)ω2xx(0, t),

π
2 (α0(t) + σ3(t)β0(t)) + ω1xxx + σ3(t)ω2xxx = 0.

(6)
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Для удобства записи будем считать, что T = 1 и σ0, σ1, σ2 — заданные постоян-
ные. Тогда из уравнений (6) при помощи формул обращения оператора Абеля
[5] получим эквивалентную систему сингулярных интегральных уравнений





√
2(α0(t) + α1(t)) + σ0(β0(t) + β1(t))

−σ0

π

1∫
0

(
τ
t

)3/4 β0(τ)+β1(τ)
τ−t dτ = d

dt

t∫
0

�0(τ)
(t−τ)3/4 dτ,

α1(t) + σ1

π

1∫
0

(
τ
t

)1/2 β1(τ)
τ−t dτ = − 1

2
d
dt

t∫
0

�1(τ)
(t−τ)1/2 dτ,

√
2(α0(t) − α1(t)) − σ2(β0(t) − β1(t))

−σ2

π

1∫
0

(
τ
t

)1/4 α0(τ)−α1(τ)
τ−t dτ = − d

dt

t∫
0

�2(τ)
(t−τ)1/4 dτ,

α0(t) + σ3(t)β0(t) = 1
2�3(t),

(7)

где

�j(t) =
4

π�
(

1+j
4

)
(

(−1)jσj
∂jω2

∂xj
(0, t) − ∂jω1

∂xj
(0, t)

)
(j = 0, 1, 2, 3).

Введем обозначения

F i
0(t) =

t∫

0

�
(i+1)
0 (τ) − �

(i+1)
0 (0)

(t− τ)
3
4

dτ, F i
j (t) =

d

dt

t∫

0

�
(i)
j (τ) − �

(i)
j (0)

(t− τ)1−
1+j
4

dτ,

F i
3(t) = �

(i)
3 (t) − �

(i)
3 (0), Gi

1(t) =
d

dt

1∫

t

�
(i)
1 (1) − �

(i)
1 (τ)

(τ − t)
1
2

dτ

(i = 0, . . . , l − 1, j = 1, 2).

Так как [5] �l−1
k ∈ Hqk(0, 1), qk = 1+ γ−k

4 , функции F l−1
k (t) (k = 0, 1, 2, 3) принад-

лежат пространству H(1+γ)/4(0, 1), причем F l−1
k (t) = O(t(1+γ)/4) для малых t.

Докажем существование решений αi, βi системы уравнений (7) из простран-
ства Hq (q = (p− 3)/4, p = 4l+ γ, 0 < γ < 1), удовлетворяющих условиям (5).

Предположим, что функции αi, βi принадлежат искомому пространству.
Тогда из второго и четвертого уравнений системы (7) следует, что для того
чтобы αi(0) = 0, необходимо и достаточно, чтобы

−σ1

π

1∫

0

β1(τ)

τ
1
2

dτ =
1

2
�1(0), σ3(0)β0(0) =

1

2
�3(0). (8)

Из первого и третьего уравнений системы (7) следует выполнение условий

σ0

π

1∫

0

β0(τ) + β1(τ)

τ
1
4

dτ = −�0(0),
σ2

π

1∫

0

β0(τ) − β1(τ)

τ
3
4

dτ = −�2(0). (9)
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При выполнении условий (8), (9) систему уравнений (7) можно переписать так:





√
2(α0(t) + α1(t)) + σ0(β0(t) + β1(t))

−σ0

π

1∫
0

(
t
τ

)1/4 β0(τ)+β1(τ)
τ−t dτ = 4�′

0(0)t1/4 + F 0
0 (t),

α1(t) + σ1

π

1∫
0

(
t
τ

)1/2 β1(τ)
τ−t dτ = F 0

1 (t),

√
2(α0(t) − α1(t)) − σ2(β0(t) − β1(t))

−σ2

π

1∫
0

(
t
τ

)3/4 β0(τ)−β1(τ)
τ−t dτ = F 0

2 (t),

α0(t) + σ3(t)β0(t) − σ3(0)β0(0) = F 0
3 (t).

(10)

Положим

β1(0) =
1

π

1∫

0

F 0
1 (τ)

(1 − τ)1/2τ
dτ − 1

σ1
G0

1(0).

Это условие эквивалентно условию β1(1) = 0.

Введем в системе (10) новые искомые функции β̄i(t) = βi(t) − βi(0)(1 − t)
(i = 0, 1). Тогда (10) представим в виде





√
2(α0(t) + α1(t)) + σ0(β̄0(t) + β̄1(t)) − σ0

π

1∫
0

(
t
τ

)1/4 β̄0(τ)+β̄1(τ)
τ−t dτ

= 4�′
0(0)t1/4 + F 0

0 (t) − 16σ0

3π (β0(0) + β1(0))F
(
− 3

4 , 1,
5
4 ; t
)
t1/4,

α1(t) + σ1

π

1∫
0

(
t
τ

)1/2 β̄1(τ)
τ−t dτ = F 0

1 (t) + 4σ1

π β1(0)F
(
− 1

2 , 1,
3
2 ; t
)
t1/2,

√
2(α0(t) − α1(t)) − σ2(β̄0(t) − β̄1(t)) − σ2

π

1∫
0

(
t
τ

)3/4 β̄0(τ)−β̄1(τ)
τ−t dτ

= F 0
2 (t) − 16σ2

3π (β0(0) − β1(0))F
(
− 1

4 , 1,
7
4 ; t
)
t3/4,

α0(t) + σ3(t)β̄0(t) = σ3(t)β0(0)t− β0(0)[σ3(t) − σ3(0)] + F 0
3 (t).

(11)

Если l > 1, то продифференцируем полученную систему уравнений (11).
Имея в виду формулу [12]

d

dt
[F (a, b, c; t)tc−1] = (c− 1)tc−2F (a, b, c− 1; t), (12)
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получим





√
2(α′

0(t) + α′
1(t)) + σ0(β̄′

0(t) + β̄′
1(t))

− t−3/4σ0

4π

1∫
0

β̄0(τ)+β̄1(τ)
τ1/4(τ−t)

dτ − t1/4σ0

π
d
dt

1∫
0

β̄0(τ)+β̄1(τ)
τ1/4(τ−t)

dτ

= �′
0(0)t−3/4 + 4�′′

0(0)t1/4 + F 1
0 (t) − 4σ0

3π (β0(0) + β1(0))

×F
(
− 3

4 , 1,
1
4 ; t
)
t−3/4,

α′
1(t) + t−1/2σ1

2π

1∫
0

β̄1(τ)
τ1/2(τ−t)

dτ + t1/2σ1

π
d
dt

1∫
0

β̄1(τ)
τ1/2(τ−t)

dτ

= 1
2�

′
1(0)t−1/2 + F 1

1 (t) + 2σ1

π β1(0)F
(
− 1

2 , 1,
1
2 ; t
)
t−1/2,

√
2(α′

0(t) − α′
1(t)) − σ2(β̄

′
0(t) − β̄′

1(t))

− t−1/4σ2

4π

1∫
0

β̄0(τ)−β̄1(τ)
τ3/4(τ−t)

dτ = − t3/4σ2

π
d
dt

1∫
0

β̄0(τ)+β̄1(τ)
τ3/4(τ−t)

dτ

= −�′
2(0)t−1/4 + F 1

2 (t) − 4σ2

π (β0(0) − β1(0))

×F
(
− 1

4 , 1,
3
4 ; t
)
t−1/4,

α′
0(t) + σ3(t)β̄

′
0(t) = σ′

3(t)[−β̄0(t) + β0(0)t− β0(0)] + σ3(t)β0(0)

+ 1
2�

′
3(0) + F 1

3 (t).

(13)

Из второго и четвертого уравнений системы (13) следует, что для того что-
бы α′

i(0) = 0, необходимо и достаточно, чтобы




σ1

1∫
0

β̄1(τ)

τ3/2 dτ = 4β1(0) + π�′
1(0),

σ3(0)β′
0(0) + σ′

3(0)β0(0) = (σ3(t)β0(t))
′|t=0 = 1

2�
′
3(0).

(14)

Из остальных уравнений системы (13) следует выполнение условий





σ0

1∫
0

β̄0(τ)+β̄1(τ)
τ5/4 dτ = 16σ0

3 (β0(0) + β1(0)) − 4π�′
0(0),

σ2

1∫
0

β̄0(τ)−β̄1(τ)

τ7/4 dτ = 16σ2

3 (β0(0) − β1(0)) + 4
3π�

′
2(0).

(15)

Систему уравнений (13) при выполнении условий (14), (15) и βi(1) = 0
(i = 0, 1, 2) можно переписать в виде





√
2(α′

0(t) + α′
1(t)) + σ0(β

′
0(t) + β′

1(t)) − σ0

π

1∫
0

(
t
τ

)1/4 β′

0(τ)+β′

1(τ)
τ−t dτ

= 4�′′
0(0)t1/4 + F 1

0 (t),

α′
1(t) + σ1

π

1∫
0

(
t
τ

)1/2 β′

1(τ)
τ−t dτ = F 1

1 (t),

√
2(α′

0(t) − α′
1(t)) − σ2(β

′
0(t) − β′

1(t))

−σ2

π

1∫
0

(
t
τ

)3/4 β0(τ)−β1(τ)
τ−t dτ = F 1

2 (t),

α′
0(t) + (σ3(t)β0(t))

′ − (σ3(t)β0(t))
′|t=0 = F 1

3 (t).

(16)
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Уравнения (16) имеют точно такой же вид, как уравнения (10). Легко
убедиться, что при выполнении условий





σ1

1∫
0

β
(s)
0 (τ)−β

(s)
1 (0)

τ3/2 dτ = 2σ1β
(s)
1 (0) + π�

(s+1)
1 (0),

(σ3(t)β0(t))
(s+1)|t=0 = 1

2�
(s+1)
3 (0), β

(s)
i (1) = 0,

σ0

1∫
0

β
(s)
0 (τ)+β

(s)
1 (τ)−β

(s)
0 (0)−β

(s)
1 (0)

τ5/4 dτ

= 4σ0(β
(s)
0 (0) + β

(s)
1 (0)) − 4π�

(s+1)
0 (0),

σ2

1∫
0

β
(s)
0 (τ)−β

(s)
1 (τ)−β

(s)
0 (0)+β

(s)
1 (0)

τ7/4 dτ

= 4
3σ2(β

(s)
0 (0) − β

(s)
1 (0)) + 4

3π�
(s+1)
2 (0),

s = 1, . . . , l − 2,

(17)

получим систему уравнений





√
2(α

(l−1)
0 (t) + α

(l−1)
1 (t)) + σ0(β

(l−1)
0 (t) + β

(l−1)
1 (t))

−σ0

π

1∫
0

(
t
τ

)1/4 β
(l−1)
0 (τ)+β

(l−1)
1 (τ)

τ−t dτ = 4�
(l)
0 (0)t1/4 + F l−1

0 (t),

α
(l−1)
1 (t) + σ1

π

1∫
0

(
t
τ

)1/2 β
(l−1)
1 (τ)

τ−t dτ = F l−1
1 (t),

√
2(α

(l−1)
0 (t) − α

(l−1)
1 (t)) − σ2(β

(l−1)
0 (t) − β

(l−1)
1 (t))

−σ2

π

1∫
0

(
t
τ

)3/4 β
(l−1)
0 (τ)−β

(l−1)
1 (τ)

τ−t dτ = F l−1
2 (t),

α
(l−1)
0 (t) + (σ3(t)β0(t))

(l−1) − (σ3(t)β0(t))
(l−1)|t=0 = F l−1

3 (t),

(18)

где

β
(s)
1 (0) =

1

π

1∫

0

F s
1 (τ)

(1 − τ)1/2τ
dτ − 1

σ1
Gs

1(0), s = 1, . . . , l − 1. (19)

Заметим, что, как и выше, условия (19) эквивалентны тому, что β
(s)
1 (1) = 0 при

s = 1, . . . , l − 1.

В системе (18) введем новую искомую функцию β̃
(l−1)
i (t) = β

(l−1)
i (t) −

β
(l−1)
i (0)(1− t). Получим уравнения вида (11). Так как α

(l−1)
i , β

(l−1)
i ∈ H(1+γ)/4,

из первого уравнения полученной системы уравнений следует, что необходимо
выполнение условия

σ0

1∫

0

β̃
(l−1)
0 (τ) + β̃

(l−1)
1 (τ)

τ5/4
dτ =

16σ0

3

(
β

(l−1)
0 (0) + β

(l−1)
1 (0)

)
− 4π�

(l)
0 (0). (20)
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Тогда при выполнении (20) придем к системе уравнений





√
2(α

(l−1)
0 (t) + α

(l−1)
1 (t)) + σ0(β̃

(l−1)
0 (t) + β̃

(l−1)
1 (t))

−σ0

π

1∫
0

(
t
τ

)5/4 β̃
(l−1)
0 (τ)+β̃

(l−1)
1 (τ)

τ−t dτ = F
l−1

0 (t),

α
(l−1)
1 (t) + σ1

π

1∫
0

(
t
τ

)1/2 β̃
(l−1)
1 (τ)

τ−t dτ = F
l−1

1 (t),

√
2
(
α

(l−1)
0 (t) − α

(l−1)
1 (t)

)
− σ2

(
β̃

(l−1)
0 (t) − β̃

(l−1)
1 (t)

)

−σ2

π

1∫
0

(
t
τ

)3/4 β̃
(l−1)
0 (τ)−β̃

(l−1)
1 (τ)

τ−t dτ = F
l−1

2 (t),

α
(l−1)
0 (t) + σ3(t)β̃

(l−1)
0 (t) = F

l−1

3 (t),

(21)

где функции

F
l−1

0 (t) = F l−1
0 (t) − 16σ0

3π

(
β

(l−1)
0 (0) + β

(l−1)
1 (0)

)
[F (−3/4, 1, 5/4; t)− 1]t1/4,

F
l−1

1 (t) = F l−1
1 (t) +

4σ1

π
β

(l−1)
1 (0)F (−1/2, 1, 3/2; t)t1/2,

F
l−1

2 (t) = F l−1
2 (t) − 16σ2

3π

(
β

(l−1)
0 (0) − β

(l−1)
1 (0)

)
F (−1/4, 1, 7/4; t)t3/4,

F
l−1

3 (t) = F l−1
3 (t) − P (t) + P (0) + σ3(t)β

(l−1)
0 (0)

t

T
+

+ β
(l−1)
0 (0)(σ3(0) − σ3(t)) + F l−1

3 (t),

P (t) =

l−1∑

k=1

Ck
l−1σ

(k)
3 (t)β

(l−1−k)
0 (t)

принадлежат пространству H(1+γ)/4, причем F
l−1

j (t) = O(t
1+γ
4 ) (j = 0, 1, 2, 3)

для малых t.

Перейдем к доказательству существования функций α
(l−1)
i (t), β

(l−1)
i (t) из

пространства Hq−(l−1)(0, 1) в полученной системе уравнений (21).

Исключая α
(l−1)
i (t) в (21), получим систему сингулярных уравнений

K~β ≡ A~β(t) − 1

π

1∫

0

B(t, τ)~β(τ)

τ − t
dτ = ~Q(t), (22)

где

~β(t) =
(
β̃

(l−1)
0 (t), β̃

(l−1)
1 (t)

)
, A =

(
σ0 − σ2 − 2

√
2σ3(t) σ0 + σ2

σ0 + σ2 σ0 − σ2

)
,

B(t, τ) =

(
σ0

(
t
τ

)5/4
+ σ2

(
t
τ

)3/4
σ0

(
t
τ

)5/4 − σ2

(
t
τ

)3/4

σ0

(
t
τ

)5/4 − σ2

(
t
τ

)3/4
σ0

(
t
τ

)5/4
+ σ2

(
t
τ

)3/4
+ 2

√
2σ1

(
t
τ

)1/2

)
,

~Q(t) =
(
F

l−1

0 + F
l−1

2 − 2
√

2F
l−1

3 , F
l−1

0 − F
l−1

2 − 2
√

2F
l−1

1

)
.
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Систему сингулярных уравнений (22) можно переписать так:

K~β ≡ A~β(t) − B

π

1∫

0

~β(τ)

τ − t
dτ +

1

π

1∫

0

M(t, τ)~β(τ) dτ = ~Q(t), (23)

где

B ≡ B(t, t) =

(
σ0 + σ2 σ0 − σ2

σ0 − σ2 σ0 + σ2 + 2
√

2σ1

)
, M(t, τ) =

B −B(t, τ)

τ − t
.

Для того чтобы выделить характеристическую часть оператора K, перепи-
шем систему сингулярных уравнений (23) в виде

CK~β = C ~Q(t), (24)

где

C =

(
σ0 + σ2 + 2

√
2σ1 σ2 − σ0

σ2 − σ0 σ0 + σ2

)
,

CA = 2
√

2

(
σ0σ1−σ0σ3(t)−σ2σ3(t)−σ1σ2−2

√
2σ1σ3(t) σ0σ1+σ1σ2+

√
2σ0σ2

σ0σ3(t) − σ2σ3(t) +
√

2σ0σ2 0

)
,

CB = 2
√

2

(
σ0σ1 + σ1σ2 +

√
2σ0σ2 0

0 σ0σ1 + σ1σ2 +
√

2σ0σ2

)
,

c ≡ σ0σ1 + σ1σ2 +
√

2σ0σ2 6= 0.

Пользуясь формулой перестановки Пуанкаре — Бертрана [3, 4, 7], выделим ха-
рактеристическую часть K0 оператора CK системы уравнений (24):

K0~β ≡ a(t)~β(t) − b(t)

π

1∫

0

~β(τ)

τ − t
dτ, (25)

где
a(t) = σ0σ1 + σ0σ3(t) + σ1σ2 + 2

√
2σ0σ2 − σ2σ3(t),

b(t) = σ0σ3(t) + σ2σ3 + σ1σ2 + 2
√

2σ1σ2 − σ0σ1.

Полученную систему сингулярных уравнений

K0~β = ~G, ~G = (g1(t), g2(t)), (26)

будем решать в классе функций, ограниченных на концах отрезка (0, 1). Для
этого введем кусочно-голоморфную функцию

~�(z) =
1

2πi

1∫

0

~β(τ)

τ − z
dτ.

Отметим, что

g1(t) =
1

c
[c21q̄1 − c11q̄2] −

1

π

1∫

0

c21(τ) − c21(t)

τ − t
β0(τ) dτ

+
c

π

1∫

0

1∫

0

β1(τ1)

(τ1 − τ)(τ − t)
dτdτ1 +

c21
π

1∫

0

q̄2(τ)

τ − t
dτ,
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g2(t) = q̄2(t) +
1

π

1∫

0

1∫

0

β0(τ1)

(τ1 − τ)(τ − t)
dτdτ1 +

1

π

1∫

0

q̄1(τ)

τ − t
dτ,

где

(q̄1(t), q̄2(t)) = ~Q− 1

π

1∫

0

M(t, τ)~β(τ) dτ,

cij — коэффициенты матрицы CA.
Тогда система (26) примет вид

{
~�+(t) = a(t)+b(t)i

a(t)−b(t)i
~�−(t) +

~G(t)
a(t)−b(t)i , 0 < t < 1,

~�+(t) = ~�−(t), t < 0, t > 1.
(27)

Решения уравнений (26) эквивалентны решению задачи Римана (27) при допол-

нительном условии ~�(∞) = 0.
Отметим, что

G(t) =
a(t) + ib(t)

a(t) − ib(t)

и

lnG(t) =

{
2i arg(|a(t)| + i|b(t)|) = 2πiθ, a(t)b(t) > 0,

2i arg(|a(t)| − i|b(t)|) = −2πiθ, a(t)b(t) < 0,

где

θ(t) =
1

π
arctg

∣∣∣∣
b(t)

a(t)

∣∣∣∣ =
1

2
− 1

π
arctg

∣∣∣∣
a(t)

b(t)

∣∣∣∣ =
1

2
− θ̄(t).

Введем обозначение δ(t) = a(t)b(t).
Всего могут представиться 4 различных случая: 1) δ(0), δ(1) обе положи-

тельны; 2) δ(0), δ(1) обе отрицательны; 3) δ(0) положительна, δ(1) отрицатель-
на; 4) δ(0) отрицательна, δ(1) положительна.

В случаях 1 и 2 считаем, что функция δ(t) не меняет знака при t ∈ (0, 1), а
в случаях 3 и 4 δ(t) меняет знак лишь в одной точке t0 ∈ (0, 1).

Введем обозначения θ1 = θ(0), θ2 = θ(1). Тогда в указанном выше классе
каноническая функция в случае 1 равна

χ(z) = z exp




1∫

0

θ(τ)

τ − z
dτ


 = z1−θ1(z − 1)θ2ω2(z), κ = −1,

в случае 2 —

χ(z) = (z − 1) exp


−

1∫

0

θ(τ)

τ − z
dτ


 = zθ1(z − 1)1−θ2ω1(z), κ = −1,

в случае 3 —

χ(z) = z(z − 1) exp




t0∫

0

θ(τ)

τ − z
dτ −

1∫

t0

θ(τ)

τ − z
dτ




= z1−θ1(z − 1)1−θ2(z − t0)ω4(z), κ = −2,
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в случае 4 —

χ(z) = (z− t0) exp


−

t0∫

0

θ(τ)

τ − z
dτ +

1∫

t0

θ(τ)

τ − z
dτ


 = zθ1 · (z− 1)θ2ω3(z), κ = −1.

Согласно общей теории [3, 4] решение (26) имеет вид

~�(z) = χ(z)~�(z), (28)

где

~�(z) =
1

2πi

1∫

0

~G(τ) dτ

(a− ib)χ+(τ)(τ − z)
.

При этом в случаях 1, 2 и 4 (κ = −1) решение существует при выполнении
дополнительного условия

1∫

0

~G(τ)

χ(τ)
dτ = 0, (29)

а в случае 3 (κ = −2) — при выполнении дополнительных условий

1∫

0

~G(τ)

χ(τ)
τk dτ = 0 (k = 1, 2). (30)

Тогда решение сингулярного интегрального уравнения (26) имеет вид

~β(t) = ~�+(t) − ~�−(t) =
a(t)~G(t)

a2(t) + b2(t)
− b(t)Z(t)

π(a2(t) + b2(t))

1∫

0

~G(τ) dτ

Z(τ)(τ − t)
,

Z(t) = (a(t) − ib(t))χ+(t) = (a(t) + ib(t))χ−(t).

(31)

Подставляя в (31) значения ~G(t), приходим к системе уравнений Фредголь-
ма

~β +K∗k~β = ~Q∗, (32)

где

K∗k~β =
1

π

1∫

0

N(t, τ)~β(τ) dτ.

Любые ограниченные и интегрируемые решения систем уравнений Фредголь-
ма (32), очевидно, принадлежат пространству Гёльдера во всех точках конту-

ра (0, 1), отличных от концов. В самом деле, функции ~Q∗(t) будут, очевидно,
удовлетворять условию Гёльдера во всех точках контура (0, 1), отличных от
концов. Функция N(t, τ) имеет интегрируемые особенности при t = τ во всех
точках контура (0, 1), отличных от концов. В силу соответствующих теорем по-
ведения интегралов типа Коши на концах контура интегрирования [3–5], легко

вывести, что N(t, τ), ~Q∗(t) на концах 0, 1 будут вести себя как tθ̃1(1 − t)θ̃2 , где

θ̃1 = min{θ1, 1 − θ1}, θ̃2 = min{θ2, 1 − θ2}.
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В силу леммы о принадлежности классу Гёльдера интеграла типа Коши на
концах контура интегрирования (см. [4, 5]) при выполнении неравенства

1 + γ

4
< min{θ̃1, θ̃2} = min

{
1

2
− θ̄1,

1

2
− θ̄2

}
, θ̄k <

1

4
,

получим, что решения уравнений Фредгольма (32) принадлежат пространству

H
1+γ
4 (0, 1) и обращаются в нуль на концах 0, 1 порядка 1+γ

4 . Кроме того, во
втором и первом случаях решения уравнений Фредгольма (32) удовлетворяют

условию Гёльдера с показателем 1
2 − θ̄k при 1− 4θ̄k < γ < 1 и условию Гёльдера

с показателем 1
2 − θ̄k − ε при γ = 1 − 4θ̄k (k = 1, 2) соответственно.

В случае 4 решения (32) удовлетворяют условию Гёльдера с показателем
1
2 − min{θ̄1, θ̄2} при 1 − 4 min{θ̄1, θ̄2} < γ < 1 и условию Гёльдера с показателем
1
2 − min{θ̄1, θ̄2} − ε при γ = 1 − 4 min{θ̄1, θ̄2}.

Таким образом, при выполнении условий (8), (9), (14), (15), (17), (20) си-
стема уравнений (32) эквивалентна исходной системе уравнений (6). При этом
отметим выполнение условий

(σ3(t)β0(t))
(s)|t=0 =

1

2
�

(s)
3 (0), β

(s)
1 (1) = 0 (s = 0, 1, . . . , l − 1), ~β(l−1)(1) = 0.

Разрешимость системы уравнений Фредгольма (32) следует из единствен-
ности решения основной задачи (1)–(3) (σk выбраны так, чтобы задача имела
единственное решение) и однозначности представления решения через потенци-

алы. Значения функций ~β(s)(t) определяются по формуле Тейлора

~β(s)(t) =
l−2∑

k=s

~β(k)(0)

(k − s)!
tk−s+

1

(l− 2 − s)!

t∫

0

(t−τ)l−2−s~β(l−1)(τ) dτ (s = 0, . . . , l−2).

(33)

Тогда для выполнения условий β
(s)
0 (1) = 0 при s = 0, . . . , l − 2 необходимо и

достаточно, чтобы

0 =

l−2∑

k=s

β
(k)
0 (0)

(k − s)!
+

1

(l − 2 − s)!

1∫

0

(1 − τ)l−2−sβ
(l−1)
0 (τ) dτ (s = 0, . . . , l − 2). (34)

Подставляя значения функций ~β(s)(t) в условия (8), (9), (14), (15), (17),
(20), (29), (30), получим условия разрешимости задачи (1)–(3) в пространстве

H
p,p/4
x t (Q+). Эти условия обозначим так:

Ls(ϕ1, ϕ2) = 0 (s = 1, . . . , 4l). (35)

Итак, доказаны следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ Hp (p = 4l + γ), σ3(t) ∈ C l−1([0, T ]) и δ(t)
имеет постоянный знак при t ∈ [0, T ] или δ(0) < 0, δ(T ) > 0 и δ(t) меняет знак

в одной точке. Тогда при выполнении 4l условий (35) существует единственное

удовлетворяющее условиям (2), (3) решение уравнения (1) из пространства

1) H
p,
x

p/4
t , если 0 < γ < 1 − 4θ̄k;

2) H
q,
x

q/4
t , q = 4l + 1 − 4θ̄k, если 1 − 4θ̄k < γ < 1;

3) H
q−ε,
x

(q−ε)/4
t , если γ = 1−4θ̄k, где ε — сколь угодно малая положительная

постоянная.
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Здесь

θ̄1 =
1

π
arctg

∣∣∣∣
a(0)

b(0)

∣∣ < 1

4
, θ̄2 =

1

π
arctg

∣∣∣∣
a(T )

b(T )

∣∣ < 1

4
,

a(t) = σ0σ1 + σ0σ3(t) + σ1σ2 + 2
√

2σ0σ2 − σ2σ3(t),

b(t) = σ0σ3(t) + σ2σ3 + σ1σ2 + 2
√

2σ1σ2 − σ0σ1, δ(t) = a(t)b(t).

Теорема 2. Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ Hp (p = 4l + γ), σ3(t) ∈ C l−1([0, T ]) и δ(0) > 0,

δ(T ) < 0 и δ(t) меняет знак в одной точке. Тогда при выполнении 4l+2 условий

вида (35) существует единственное удовлетворяющее условиям (2), (3) решение

уравнения (1) из пространства H
p,
x

p/4
t (Q+).

Замечание 1. Если выполнены условия теоремы при θ̄k ≥ 1
4 , то, как по-

казано в [13, 2], единственное решение задачи (1)–(3) существует в пространстве

H
p,
x

p/4
t при выполнении 6l+ 2 условий вида (35).

Замечание 2. Полученные решения краевых задач (1)–(3) в теоремах 1
и 2 зависят от индекса κ краевой задачи Римана (27) при условии, что функция
σ3(t) меняет знак в произвольном количестве точек при t ∈ [0, T ].

Пример 1. Для системы уравнений (1) с начальными условиями (2) рас-
смотрим условия склеивания (3) при σ0 = 1, σ1 = 1, σ2 = −1, σ3 = −1. В этом
случае система сингулярных уравнений (26) имеет вид

−2(
√

2 − 1)~β(t) +
2(
√

2 − 1)

π

1∫

0

~β(τ)

τ − t
dτ = ~G, (36)

θ = 1
π arctg 1 = 1

4 , и единственное решение исходной задачи существует при
выполнении 6l+ 2 условий вида (35).

Пример 2. Для системы уравнений (1) с начальными условиями (2) рас-
смотрим условия склеивания (3) при σ0 = 1

2 , σ1 = 2, σ2 = 1
2 , σ3 = 2. В этом

случае система сингулярных уравнений (26) имеет вид

2(4
√

2 + 1)~β(t) −
(√

2
2 + 2

)

π

1∫

0

~β(τ)

τ − t
dτ = ~G, (37)

θ = 1
π arctg

√
2+4

16
√

2+4
≈ 0, 064 < 0, 25, мы находимся в условиях доказанной тео-

ремы и единственное решение исходной задачи существует при выполнении 4l
условий (35).
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ЗАДАЧА О РАВНОВЕСИИ ВЯЗКОУПРУГОГО

ТЕЛА С ТРЕЩИНОЙ И ТОНКИМ

ЖЕСТКИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

Т. С. Попова

Аннотация. Рассматривается задача о равновесии двумерного вязкоупругого те-
ла, имеющего трещину и тонкое жесткое включение. Дифференциальная поста-
новка задачи содержит краевые условия типа неравенств, а также интегральное
условие, описывающее равновесие жесткого включения. Приводится эквивалент-
ная вариационная постановка, с помощью которой доказана однозначная разреши-
мость исходной задачи. Получены дополнительные свойства гладкости решений, а
именно существование производной по временной переменной.

Ключевые слова: вязкоупругость, трещина, тонкое включение, материалы с па-
мятью, вариационное неравенство, краевые условия типа неравенств, условия непро-
никания.

Пусть вязкоупругое двумерное тело занимает в естественном недеформи-
рованном состоянии область � ⊂ R

2 с гладкой границей � и вектор u = (u1, u2)
задает перемещения точек этого тела.

Введем соотношения для компонент тензоров малых деформаций и напря-
жений по формулам:

εij(u) =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, u = u(x, t), x ∈ �, t ∈ (0, T ),

σij(t, x) = aijkl(x)εkl(u(t, x)) +

t∫

0

bijkl(x)εkl(u(τ, x)) dτ, i, j = 1, 2. (1)

Здесь и далее предполагается, что по повторяющимся индексам производится
суммирование. Коэффициенты aijkl(x), bijkl(x) ∈ L∞(�), i, j, k, l = 1, 2, — ком-
поненты тензоров A и B, обладающих свойствами симметрии и положительной
определенности:

aijkl = ajikl = aklij ,

aijklξklξij ≥ c0|ξ|2, ξij = ξji, c0 = const > 0.

Аналогичные соотношения выполнены для компонент тензора B.
Введенные уравнения соответствуют закону, характеризующему вязкоупру-

гое состояние тела:
σ̇ = Aε̇+Bε,

где v̇ обозначает дифференцирование по временной переменной.
Отметим, что в отличие от упругого случая в рассматриваемой задаче ве-

личины компонент тензоров напряжений не могут быть вычислены локально
по t, а зависят от полной истории нагружения.

c© 2014 Попова Т. С.
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Квазистационарные краевые задачи, в уравнениях которых использованы
соотношения, аналогичные (1), исследованы в работах [1–4].

Рассматриваемое вязкоупругое тело имеет трещину, форма которой зада-
ется кривой γ ⊂ �. Кривая γ гладкая, незамкнутая, без самопересечений. Обо-
значим через ν = (ν1, ν2) единичный вектор нормали к γ. Обозначим �γ = �\γ
и Qγ = �γ × (0, T ).

Пусть кривую γ можно продолжить до пересечения с � так, что область
�γ разбита на две подобласти �+ и �− с липшицевыми границами и при этом
mes(� ∩∂�±) 6= 0. Трещина имеет два берега γ+ и γ−, определяемых в соответ-
ствии с направлением нормали ν так, что ν− — нормаль к γ− — совпадает с ν,
тогда ν+ = −ν. Будем считать, что области �± обозначены так, что γ+ ⊂ ∂�+

и γ− ⊂ ∂�−.
Понятие «жесткое включение» в рамках данной модели описывается сле-

дующим образом. Введем так называемое пространство жестких инфинитези-
мальных перемещений R(γ) вида [5]:

R(γ) = {ρ = (ρ1, ρ2) | ρ(x) = Dx+G, x ∈ γ},

где

D =

(
0 d

−d 0

)
, G = (g1, g2), d, g1, g2 = const .

Введем пространство

Rγ = {ρ = (ρ1, ρ2) | ρ(t, x) = D(t)x+G(t) на γ × (0, T )},

где

D(t) =

(
0 d(t)

−d(t) 0

)
, G(t) = (g1(t), g2(t)), d, g1, g2 ∈ L2(0, T ).

Функция u(x, t) — одно из неизвестных в задаче и в текущий момент вре-
мени может принимать различные значения на берегах трещины. Используя
обозначения u+ и u− для значений функции u на γ+ и γ− соответственно, вве-
дем следующее обозначение для скачка функции на γ [1]:

[u] = u+ − u−.

Будем говорить, что вязкоупругое тело содержит тонкое жесткое вклю-

чение на одной из сторон трещины, если функции u на γ− × (0, T ) совпадают
с некоторым элементом пространства Rγ :

u = ρ0 на γ− × (0, T ), ρ0 ∈ Rγ .

При этом на перемещения точек обоих берегов накладываются условия непро-
никания вида

[u]ν ≥ 0 на γ × (0, T ).

Данное условие исключает проникание точек противоположных берегов
трещины друг в друга. Задачи с условиями непроникания носят нелинейный
характер, общие подходы к исследованию этих проблем можно найти в [2, 5].
Для случаев упругих тел с отслоившимся тонким жестким включением рас-
смотрены задачи равновесия, исследованы качественные свойства решений, а
также задачи оптимального управления формой трещины [5–11].
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Дифференциальную постановку задачи будем рассматривать в следующем
виде.

В цилиндре Qγ найти функцию u, u = ρ0 на γ−×(0, T ), ρ0 ∈ Rγ , и функции

σij , i, j = 1, 2, для которых выполняются условия:

−∂σij(t, x)
∂xj

= fi(t, x), i = 1, 2, в Qγ , (2)

σij(t, x) = aijkl(x)εkl(u(t, x)) +

t∫

0

bijkl(x)εkl(u(τ, x)) dτ, i, j = 1, 2, (3)

u(t, x) = 0 на � × (0, T ), (4)

[u(t, x)]ν(x) ≥ 0, u−(t, x) = ρ0(t, x), σ
+
ν (t, x) ≤ 0, σ+

s (t, x) = 0 на γ×(0, T ), (5)

σ+
ν (t, x)[u(t, x)]ν(x) = 0 на γ × (0, T ), (6)

∫

γ

[σij(t, x)νj(x)]ρ̄i(x) dS = 0, ρ̄ ∈ R(γ) для п. в. t ∈ (0, T ). (7)

Здесь σij(t, x)νj(x) = σν(t, x)νi(x) + σsi(t, x), σν(t, x) = σij(t, x)νj(x)νi(x). Урав-
нения (2) — уравнения равновесия при заданных внешних нагрузках f = (f1, f2),
соотношения (3) — уравнения, описывающие вязкоупругое состояние. Краевое
условие (4) задает закрепление тела на границе. Условие (7) — уравнение рав-
новесия тонкого жесткого включения в каждый момент времени.

Рассмотрим функциональное пространство

H1
� (�γ) = {v ∈ H1(�γ) | v = 0 на � , v = ρ на γ−, ρ ∈ R(γ)},

Hγ =
{
v = (v1, v2) ∈ L2

(
0, T ;H1

� (�γ)
)
| v = 0 на � × (0, T ),

v = ρ на γ− × (0, T ), ρ ∈ Rγ

}
.

Обозначим через V ∗ пространство, сопряженное к Hγ . Введем также ли-
нейный оператор � : Hγ → V ∗, имеющий вид

(�u, ū) =

T∫

0

∫

�γ

aijkl(x)εkl(u(t, x))εij(ū(t, x)) dxdt

+

T∫

0

∫

�γ

t∫

0

bijkl(x)εkl(u(τ, x))εij(ū(t, x)) dτdxdt, ū ∈ Hγ .

Рассмотрим выпуклое замкнутое множество в H1
� (�γ)

Kγ =
{
v ∈ H1

� (�γ) | [v]ν ≥ 0 на γ
}

и введем множество допустимых перемещений в следующем виде:

Kγ = {v ∈ Hγ | v(t) ∈ Kγ для п. в. t ∈ (0, T )}.
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Теорема. Пусть f(t, x) ∈ H1(0, T ;L2(�)). Тогда задача (2)–(7) имеет един-

ственное решение u(t, x) ∈ Hγ , σij(t, x) ∈ L2(Qγ) такое, что ut(t, x) принадлежит

L2
(
0, T ;H1

� (�γ)
)
.

Для доказательства теоремы сначала докажем лемму о существовании
единственного решения вариационного неравенства для оператора �. Далее по-
кажем, что указанное вариационное неравенство является эквивалентной фор-
мулировкой задачи (2)–(7). Тем самым будет доказана однозначная разреши-
мость поставленной краевой задачи. Отметим, что в работах [2, 5, 12–17] можно
найти описание вариационных методов и их применение в теории упругости и
вязкоупругости.

Лемма 1. Существует единственное решение u(t, x) вариационного нера-

венства

(�u, v − u) ≥
T∫

0

∫

�γ

f(v − u) d�γdt, u ∈ Kγ , v ∈ Kγ . (8)

Доказательство. Здесь и далее для краткости не будем указывать зави-
симость функций от пространственной переменной x, т. е. введем следующие
обозначения для рассматриваемого оператора:

(�u, ū) =

T∫

0

∫

�γ

Aε(u(t))ε(ū(t)) dxdt +

T∫

0

∫

�γ

t∫

0

Bε(u(τ))ε(ū(t)) dτdxdt, ū ∈ Hγ .

Прежде всего заметим, что в силу неравенства Корна [18] справедлива оцен-
ка ∫

�γ

ε(v)ε(v) dx ≥ c1‖v‖2
H1

� (�γ), v ∈ H1
� (�γ), (9)

с постоянной c1, не зависящей от v. Отсюда

(�u, u) =

T∫

0

∫

�γ

Aε(u(t))ε(u(t)) dxdt +

T∫

0

∫

�γ

t∫

0

Bε(u(τ))ε(u(t)) dτdxdt

=

T∫

0

∫

�γ

Aε(u(t))ε(u(t)) dxdt +
1

2

∫

�γ

Bε




T∫

0

u(t) dt


ε




T∫

0

u(t) dt


 dx ≥ c2‖u‖2

Hγ
.

(10)

Следовательно,
(�u, u)

‖u‖Hγ

→ +∞, ‖u‖Hγ → +∞,

т. е. �— коэрцитивный оператор. Учитывая его монотонность и непрерывность,
можно сделать вывод, что � псевдомонотонен. Отсюда следует [17, гл. 2, п. 8.2,
теорема 8.2], что решение задачи (8) существует. В силу строгой монотонности
оператора решение единственно. Лемма доказана.

Далее выведем дополнительное свойство решений задачи (8), а именно,
существование производной ut(t, x) в Qγ .
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Лемма 2. Пусть f ∈ H1(0, T ;L2(�)). Тогда существует производная ut ∈
L2
(
0, T ;H1

� (�γ)
)

решения задачи (8).

Доказательство. Запишем уравнение (8) в виде

T∫

0

∫

�γ

Aε(u(t))ε(v(t) − u(t)) dxdt +

T∫

0

∫

�γ

t∫

0

Bε(u(τ))ε(v(t) − u(t)) dτdxdt

≥
T∫

0

∫

�γ

f(t)(v(t) − u(t)) dxdt, v ∈ Kγ . (11)

Пусть α > 0. Рассмотрим функцию

v(θ) =

{
v̄, θ ∈ (t− α, t+ α),

u(t), θ 6∈ (t− α, t+ α),

где v̄ ∈ Kγ — некоторый фиксированный элемент. Подставим v(θ) в (11), раз-
делим полученное равенство на 2α и получим

1

2α

t+α∫

t−α

∫

�γ

Aε(u(t))ε(v̄ − u(t)) dxdt+
1

2α

t+α∫

t−α

∫

�γ

t∫

0

Bε(u(τ))ε(v̄ − u(t)) dτdxdt

≥ 1

2α

t+α∫

t−α

∫

�γ

f(t)(v̄ − u(t)) dxdt.

Отсюда при α→ 0 имеем

∫

�γ

Aε(u(t))ε(v̄ − u(t)) dx+

∫

�γ

t∫

0

Bε(u(τ))ε(v̄ − u(t)) dτdx

≥
∫

�γ

f(t)(v̄ − u(t)) dx для п. в. t ∈ (0, T ). (12)

Пусть v̄ = u(t+ h). Тогда

∫

�γ

Aε(u(t))ε(u(t+ h) − u(t)) dx+

∫

�γ

t∫

0

Bε(u(τ))ε(u(t + h) − u(t)) dτdx

≥
∫

�γ

f(t)(u(t+ h) − u(t)) dx. (13)

Теперь запишем (12) в точке t + h, а в качестве v̄ возьмем u(t). В результате
получим

∫

�γ

Aε(u(t+ h))ε(u(t) − u(t+ h)) dx +

∫

�γ

t+h∫

0

Bε(u(τ))ε(u(t) − u(t+ h)) dτdx

≥
∫

�γ

f(t+ h)(u(t) − u(t+ h)) dx. (14)
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Введем обозначения:

dhv(t) =
v(t+ h) − v(t)

h
, dτhv(t) =

1

h

t+h∫

t

v(τ) dτ, h > 0.

Сложив (13) и (14), в новых обозначениях можем записать
∫

�γ

Aε(dhu(t))ε(dhu(t)) dx+

∫

�γ

Bε
(
dτhu(t)

)
ε(dhu(t)) dx ≤

∫

�γ

dhf(t)dhu(t) dx,

откуда
∫

�γ

Aε(dhu(t))ε(dhu(t)) dx ≤
∫

�γ

dhf(t)dhu(t) dx−
∫

�γ

Bε
(
dτhu(t)

)
ε(dhu(t)) dx. (15)

Отметим, что
∫

�γ

Aε(dhu(t))ε(dhu(t)) dx ≥ c3‖dhu(t)‖2
H1

γ(�γ ). (16)

Значит, из (15) следует, что

c3‖dhu(t)‖2
H1

γ(�γ ) ≤
1

λ
‖dhf(t)‖2

L2(�) + λ‖dhu(t)‖2
L2(�γ)

+
1

λ

∥∥dτhu(t)
∥∥2

L2(�γ)
+ λ‖dhu(t)‖2

L2(�γ).

При достаточно малых λ > 0 существует постоянная c4 > 0 такая, что

‖dhu(t)‖2
H1

γ(�γ ) ≤ c4
(
‖dhf(t)‖2

L2(�) +
∥∥dτhu(t)

∥∥2

L2(�γ )

)
.

Проинтегрируем последнее неравенство по t от 0 до T − h:

T−h∫

0

‖dhu(t)‖2
H1

γ(�γ ) dt ≤ c4




T−h∫

0

‖dhf(t)‖2
L2(�) dt+

T−h∫

0

∥∥dτhu(t)
∥∥2

L2(�γ)
dt


. (17)

Заметим, что для любых гладких функций v(t, x) выполняется

T−h∫

0

∥∥dτhv(t)
∥∥2

L2(�γ)
dt ≤

T∫

0

‖v(t)‖2
L2(�γ ) dt. (18)

Действительно,

T−h∫

0

∥∥dτhv(t)
∥∥2

L2(�γ )
dt =

T−h∫

0

∥∥∥∥∥∥
1

h

t+h∫

t

v(τ) dτ

∥∥∥∥∥∥

2

L2(�γ)

dt

=

T−h∫

0

1

h2

∫

�γ




t+h∫

t

v(τ) dτ




2

dxdt =

T−h∫

0

1

h2

∫

�γ




t+h∫

t

v(τ) · 1dτ




2

dxdt
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≤ 1

h2

T−h∫

0

∫

�γ




t+h∫

t

v2(τ) dτ






t+h∫

t

12 dτ


 dxdt

=
1

h

T−h∫

0

∫

�γ

t+h∫

t

v2(τ) dτdxdt =
1

h

T−h∫

0




t+h∫

0

‖v(τ)‖2
L2(�γ) dτ −

t∫

0

‖v(τ)‖2
L2(�γ ) dτ


 dt

=

T−h∫

0

dh




t∫

0

‖v(τ)‖2
L2(�γ) dτ


 dt. (19)

Докажем, что
T−h∫

0

dh




t∫

0

g(τ) dτ


 dt ≤

T∫

0

g(t) dt

для любых гладких функций g(t) ≥ 0, тем самым получим справедливость (18).
Для доказательства выведем следующее неравенство:

T−h∫

0

1

h




t+h∫

t

g(τ) dτ


 dt =

T−h∫

0


 1

h

h∫

0

g(ξ + t) dξ


 dt

=
1

h

T−h∫

0




h∫

0

g(ξ + t) dξ


 dt =

1

h




T−h∫

0

g(θ + t) dt


 · h =

T−h∫

0

g(θ + t) dt

≤ max
ξ∈[0,h]

T−h∫

0

g(ξ + t) dt = max
ξ∈[0,h]

ξ+T−h∫

ξ

g(τ) dτ ≤
T∫

0

g(t) dt.

Используя полученное неравенство в (19), делаем вывод, что имеет место (18).
Тогда из (17) с учетом (18) получим

T−h∫

0

‖dhu(t)‖2
H1

� (�γ ) dt ≤ c4




T−h∫

0

‖dhf(t)‖2
L2(�) dt+

T∫

0

‖u(t)‖2
L2(�γ) dt


. (20)

Далее преобразуем первое слагаемое в правой части (20):

T−h∫

0

‖dhf(t)‖2
L2(�) dt =

T−h∫

0

∥∥∥∥
f(t+ h) − f(t)

h

∥∥∥∥
2

L2(�)

dt

=

T−h∫

0

∥∥∥∥∥∥
1

h

t+h∫

t

fτ (τ) dτ

∥∥∥∥∥∥

2

L2(�)

dt =

T−h∫

0

∥∥dτhft(t)
∥∥2

L2(�)
dt. (21)

Поскольку ft(t) ∈ L2(Q), то (18) можно записать для v = ft:

T−h∫

0

∥∥dτhft(t)
∥∥2

L2(�)
dt ≤

T∫

0

‖ft(t)‖2
L2(�) dt.



Задача о равновесии вязкоупругого тела 101

Тогда из (21) получим оценку

T−h∫

0

‖dhf(t)‖2
L2(�) dt ≤

T∫

0

‖ft(t)‖2
L2(�) dt.

Следовательно, в силу (20) имеем

T−h∫

0

‖dhu(t)‖2
H1

�
(�γ) dt ≤ c4




T∫

0

‖ft(t)‖2
L2(�) dt+

T∫

0

‖u(t)‖2
L2(�γ) dt


.

Возьмем некоторое достаточно малое h0, но такое, что h0 ≥ h. Тогда

T−h0∫

0

‖dhu(t)‖2
H1

� (�γ ) dt ≤ c4




T∫

0

‖ft(t)‖2
L2(�) dt+

T∫

0

‖u(t)‖2
L2(�γ) dt


.

Перейдем к пределу при h→ 0:

T−h0∫

0

‖ut(t)‖2
H1

� (�γ) dt ≤ c4




T∫

0

‖ft(t)‖2
L2(�) dt+

T∫

0

‖u(t)‖2
H1

� (�γ) dt


.

Из произвольности h0 ≥ 0 следует оценка

‖ut(t)‖2
L2(0,T ;H1

� (�γ)) ≤ c4
(
‖ft(t)‖2

L2(Q) + ‖u(t)‖2
L2(0,T ;H1

� (�γ))

)
. (22)

Таким образом, производная ut(t, x) существует, более того, взяв в (11) v = 0,
получим

(Au(t), u(t)) ≤
T∫

0

∫

�γ

f(t)u(t) dxdt.

С учетом (9) имеем

‖u(t)‖2
Hγ

≤ 1

λ
‖f(t)‖2

L2(Q) + λ‖u(t)‖2
L2(0,T ;H1

� (�γ)),

или при малых λ > 0

‖u(t)‖2
Hγ

≤ c5‖f(t)‖2
L2(Q).

Тогда из (22) вытекает оценка

‖ut(t)‖2
Hγ

≤ c6
(
‖ft(t)‖2

L2(Q) + ‖f(t)‖2
L2(Q)

)
,

откуда следует утверждение леммы. Лемма 2 доказана.

Доказательство теоремы. Для завершения доказательства теоремы по-
кажем, что при условии достаточной гладкости решений задача (2)–(7) эквива-
лентна задаче (8).

Пусть задача (8) имеет гладкое решение. Сначала выведем из вариацион-
ного неравенства (8) уравнения и краевые условия (2)–(7). Из доказательства
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леммы 2 (см. (12)) следует, что можно рассматривать задачу (8) при фиксиро-
ванном t ∈ (0, T ):

∫

�γ

Aε(u(t))ε(v̄ − u(t)) dx+

∫

�γ

t∫

0

Bε(u(τ))ε(v̄ − u(t)) dτ dx

≥
∫

�γ

f(t)(v̄ − u(t)) dx, v̄ ∈ Kγ , t ∈ (0, T ). (23)

Последнее неравенство можно записать в виде
∫

�γ

σij(t)εij(v̄ − u(t)) dx ≥
∫

�γ

fi(t)(v̄i − ui(t)) dx. (24)

Здесь, как и ранее, σij(t) находится по формулам (1), т. е. содержит интегри-
рование от 0 до t.

Подставим v̄ = u(t) + v, v ∈ C∞
0 (�γ), в (24) и проинтегрируем по частям.

Тогда получим, что при данном t ∈ (0, T ) в �γ выполнены уравнения (2) в
смысле распределений.

Выведем два последних условия из (5). Пусть x0 — произвольная точ-
ка на кривой γ. Обозначим через D(x0) некоторую окрестность этой точки и
D+(x0) = �+ ∩D(x0).

Возьмем гладкую функцию ψ такую, что suppψ ⊂ D
+
, ψν ≥ 0 на γ+.

Тогда, подставляя в (24) пробный элемент вида v̄ = u + ψ и интегрируя по
частям, получим ∫

γ+

σij(t)νjψi dS ≤ 0.

Используем для вектор-функций {σij(t)νj} и ψ представления вида

σij(t)νj = σν(t)ν + σs(t), ψ = ψνν + ψs.

Отсюда в силу произвольности ψ заключаем, что σs(t) = 0 на γ+. Тогда можем
записать ∫

γ+

σν(t) · ψν dS ≤ 0,

откуда при условиях на функцию ψ следует, что σν(t) ≤ 0 на γ+.
Выведем условие (7). Для этого возьмем функцию ũ ∈ H1(�), ũ = 0 на

� , ũ = ρ на γ±, ρ ∈ R(γ), и подставим в качестве пробного элемента в (24)
функцию v̄ = u± ũ. Получим

∫

�γ

σij(t)εij(ũ) dx =

∫

�γ

fi(t)ũi dx,

откуда с учетом выведенных соотношений и условий на функцию ũ можно за-
писать ∫

γ+

[σij(t)νj ]ρi dS = 0,
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где ũ = ρ на γ, ρ ∈ R(γ). Ввиду произвольности функции ũ последнее соотно-
шение совпадает с (7).

Докажем справедливость условия (6). Сначала предположим, что в неко-
торой точке x0 ∈ γ выполнено строгое неравенство [u(t)]ν > 0, которое означает
отсутствие контакта между берегами трещины в момент времени t. Тогда это
неравенство выполнено и в некоторой окрестности D точки x0. Обозначим
D+ = D ∩ �+.

Выберем v̄ = u(t)± λψ, где ψ — произвольная гладкая функция такая, что

suppψ ⊂ D
+
, λ > 0. Тогда при достаточно малых λ элемент v̄ принадлежит

множеству Kγ . Подставим его в (24) и получим
∫

D+

σij(t)εij(ψ) dx =

∫

D+

f(t)ψ dx.

Применяя интегрирование по частям и полученные ранее соотношения, можем
вывести ∫

γ∩∂D+

σν(t)ψν dS = 0.

Отсюда следует, что σ+
ν (t) = 0 в окрестности точки x0.

Пусть σ+
ν (t, x0) < 0. В этом случае, подставляя в (24) пробные элементы

вида v̄ = 0 и v̄ = 2u(t), имеем
∫

�γ

σij(t)εij(u(t)) dx =

∫

�γ

fi(t)ui(t) dx.

После интегрирования по частям получим
∫

γ−

σij(t)νjρ
0
i (t) dS −

∫

γ+

σij(t)νjui(t) dS = 0,

∫

γ−

σij(t)νjρ
0
i (t) dS−

∫

γ+

σij(t)νjui(t) dS−
∫

γ+

σij(t)νjρ
0
i (t) dS+

∫

γ+

σij(t)νjρ
0
i (t) dS = 0,

откуда

−
∫

γ

[σij(t)νj ]ρ
0
i (t) dS −

∫

γ+

σij(t)νj
(
ui(t) − ρ0

i (t)
)
dS = 0.

Учитывая (7), запишем
∫

γ+

σij(t)νj
(
ui(t) − ρ0

i (t)
)
dS = 0,

т. е. справедливо ∫

γ

σ+
ν (t)ν[u(t)] dS = 0

Поскольку подынтегральное выражение имеет постоянный знак на γ, в точках
γ выполняется

σ+
ν (t)ν[u(t)] = 0.
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Следовательно, в предположении, что σ+
ν (t, x0) < 0, получаем

[u(t, x0)]ν(x0) = 0.

Таким образом, при фиксированном t из вариационного неравенства (24)
выведены все уравнения и условия (2)–(7).

Обратно, умножая уравнение (2) на v̄ − u(t), v̄ ∈ Kγ , и интегрируя по
частям, получим уравнение
∫

�γ

σij(t)εij(v̄ − u(t)) dx−
∫

�γ

f(t)(v̄ − u(t)) dx

=

∫

γ−

σij(t)νj(v̄i − ui(t)) dS −
∫

γ+

σij(t)νj(v̄i − ui(t)) dS.

Обозначим

L ≡
∫

γ−

σij(t)νj(v̄i − ui(t)) dS −
∫

γ+

σij(t)νj(v̄i − ui(t)) dS.

Очевидно, что для вывода вариационного неравенства (24) достаточно показать,
что L ≥ 0. Действительно,

L =

∫

γ−

σ(t)ν(v̄ − u(t)) dS −
∫

γ+

σ(t)ν(v̄ − u(t) − ρ− ρ0(t) + ρ+ ρ0(t)) dS

=

∫

γ−

σij(t)νj(v̄i−ui(t)) dS−
∫

γ+

σij(t)νj(ρ−ρ0(t)) dS−
∫

γ+

σ(t)ν(v̄−u(t)−ρ+ρ0(t)) dS

= −
∫

γ

[σ(t)ν](ρ − ρ0(t)) dS −
∫

γ+

σ(t)ν(v̄ − u(t) − ρ+ ρ0(t)) dS

= −
∫

γ

σ+(t)ν[v̄] dS +

∫

γ

σ+(t)ν[u(t)] dS ≥ 0.

Таким образом, мы показали, что решения задачи (2)–(7) удовлетворяют
вариационному неравенству (24). Неравенство (8) совпадает с (24) при почти
всех t ∈ (0, T ). Тем самым обосновано, что ввиду эквивалентности задачи
(2)–(7) вариационному неравенству (8) исходная задача однозначно разреши-
ма. Теорема доказана.
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О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ

ДЛЯ ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

С. Н. Шергин, С. Г. Пятков

Аннотация. Рассматривается обратная задача об определении правой части для
псевдопараболических уравнений 3-го порядка. В качестве условия переопреде-
ления рассматриваются значения решения в отдельных точках. В пространствах
Соболева доказывается теорема существования и единственности решений и при-
водится оценка устойчивости.

Ключевые слова: уравнение псевдопараболического типа, теорема существова-
ния и единственности решения, обратная задача, краевая задача.

1. Введение

Рассматриваем задачу об определении неизвестной правой части в уравне-
нии

LUt +MU = f, (x, t) ∈ Q = G× (0, T ), (1)

где L,M — дифференциальные операторы второго порядка по переменным x,
G — ограниченная область в Rn (n ≥ 1) с границей � ∈ C2. Уравнение допол-
няется краевыми и начальными условиями:

U |S = ϕ, S = � × (0, T ), (2)

U |t=0 = U0(x). (3)

Правая часть в (1) имеет вид

f =

m∑

i=1

ci(t)fi(x, t) + f0(x, t), (4)

где функции fi даны, функции ci(t) подлежат определению с использованием
условий

U(xi, t) = ψi(t) (i = 1, 2, . . . ,m) (5)

и xi — произвольные точки, лежащие в G.
Псевдопараболические уравнения и более общий класс уравнений — урав-

нения типа Соболева — возникают при описании процессов тепломассопере-
носа, процессов фильтрации, волновых процессов и во многих других обла-
стях. Исследованию вопросов разрешимости краевых задач для псевдопарабо-
лических уравнений посвящено значительное количество работ (см., например,

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 12–01–00260а).
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[1, 2]). В частности, рассматривались начальные, начально-краевые и перио-
дические задачи, исследовались вопросы глобальной во времени разрешимости
и разрушения решений. В случае глобальной во времени разрешимости ис-
следовались вопросы асимптотического поведения решений рассматриваемых
задач при больших временах, теория рассеяния и устойчивость решений типа
уединенных волн как для одномерных, так и для многомерных уравнений, в
частности, для уравнений типа Бенджамена — Бона — Махони — Бюргерса и
Розенау — Бюргерса [3, 4]. Применение полугруппового подхода к общей тео-
рии сингулярных уравнений соболевского типа получило глубокое и широкое
развитие в работах Г. А. Свиридюка и В. Е. Федорова [2]. Исследованию кра-
евых задач для псевдопараболических уравнений с незнакоопределенным или
необратимым оператором при старшей производной по времени посвящен ряд
результатов, содержащихся в книге [5]. В [6] рассматриваются вопросы локаль-
ной разрешимости для нелинейных уравнений псевдопараболического типа.

Псевдопараболические уравнения с монотонной нелинейностью исследова-
лись в [7], где в развернутом виде применялся классический метод монотонно-
сти в приложении к разнообразным классам уравнений математической физи-
ки и, в частности, к нелинейным уравнениям соболевского типа с монотонными
нелинейностями. Существование глобального во времени решения нелинейного
уравнения Буссинеска с источником и его разрушения за конечное время иссле-
довалось А. И. Кожановым [8]. В его работах доказательство разрушения реше-
ния первой краевой задачи приводится на основе принципа сравнения для дан-
ного уравнения. В частности, доказано разрушение положительного решения
задачи и получены результаты типа теорем существования-несуществования.

В [9] исследован вопрос о единственности решения задачи Коши для ква-
зилинейного уравнения псевдопараболического типа

ut = c�ut + ϕ(u)

в классе растущих функций ϕ(u), где u принадлежит некоторому классу кор-
ректности. Доказательству принципа максимума для уравнений псевдопарабо-
лического типа посвящена работа [10].

Исследованию псевдопараболических уравнений методами функций ком-
плексного переменного посвящена работа [11]. Метод доказательства несуще-
ствования решений некоторых классов краевых задач, основанный на исполь-
зовании принципа максимума, развит в работах Ю. В. Егорова и В. А. Кондра-
тьева.

Принципиально новый подход, называемый методом пробных функций,
предложен в [12, 13]. Вопросы существования и несуществования решений для
различных математических моделей на основе уравнений типа Соболева приве-
дены в известной монографии [14], где также может быть найдена необходимая
библиография.

Обратные задачи для уравнений соболевского типа исследовались крайне
мало. В [15, 16] изучена обратная задача идентификации старшего коэффи-
циента, зависящего от времени, в линейном псевдопараболическом уравнении
при интегральном условии переопределения на границе области и доказана ло-
кальная теорема существования и единственности сильного решения, а также
установлен ряд свойств решений обратных задач этого типа. В [17] рассмат-
ривался вопрос о восстановлении ядра интегрального оператора, входящего в
уравнение типа Соболева, по заданному функционалу от решения. Близкие
результаты получены в [18].
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Близкая к нашей постановка задачи рассмотрена в [18], где по функционалу
от решения восстанавливалась зависящая от t скалярная функция, входящая в
качестве множителя перед элементом данного банахова пространства в правую
часть абстрактного уравнения типа Соболева. Аналогичная постановка рас-
смотрена в [19], где восстанавливался уже элемент банахова пространства по
интегральному условию переопределения. Можно отметить монографию [20],
где также рассмотрен ряд обратных задач для уравнений составного типа.

Отметим ряд работ и монографий, где сделаны существенные продвиже-
ния в теории обратных задач для параболических уравнений и систем [21–25].
В частности, обратная задача в той же постановке, но для параболических урав-
нений и систем рассмотрена в [26–28].

Основной результат работы — теорема 3, в которой доказаны существова-
ние и единственность решения задачи (1)–(3), (5) и приведена оценка устойчи-
вости.

2. Обозначения и вспомогательные результаты

В работе используются пространства Соболева W s
p (G) и Гёльдера Cα(G).

Пространство сильно измеримых функций, определенных на [0, T ], со значени-
ями в H обозначим через Lp(0, T ;H) (H — банахово пространство). Условие
� ∈ C2m означает, что для любой точки x0 ∈ � найдутся окрестность U (коор-
динатная окрестность) и система координат y (локальная система координат),
полученная путем поворота и переноса начала координат из исходной, в которой

U ∩G = {y ∈ R
n : y′ ∈ Br, ω(y′) < yn ≤ ω(y′) + δ},

U ∩ (Rn \G) = {y ∈ R
n : ω(y′) − δ ≤ yn < ω(y′)},

� ∩ U = {y ∈ R
n : y′ ∈ Br, yn = ω(y′)},

где y′ = (y1, y2, . . . , yn−1), Br = {y′ : |y′| < r}, δ > 0 — некоторая постоянная и
ω ∈ C2m(Br). Без ограничения общности считаем, что для локальной системы
координат ось yn направлена по нормали к � в точке x0.

Пусть L и M — операторы второго порядка вида

LU =

m∑

i,j=1

aij(x, t)Uxixj +

m∑

i=1

ai(x, t)Uxi + a0(x, t)U,

MU =

m∑

i,j=1

bij(x, t)Uxixj +

m∑

i=1

bi(x, t)Uxi + b0(x, t)U.

Считаем, что L эллиптичен. Таким образом, существует постоянная δ > 0
такая, что

n∑

i,j=1

aijξiξj ≥ δ0|ξ|2, ξ ∈ R
n, (x, t) ∈ Q.

Запишем условия на коэффициенты операторов L, M . Фиксируем параметр
p > n и предположим, что

aij ∈ C(Q), bij ∈ L∞(Q),

ai, a0 ∈ C([0, T ];Lp(G)), a0(x, t) ≤ 0 п. в. в Q,

bi, b0 ∈ L∞(0, T ;Lp(G)) (i, j = 1, 2, . . . , n).

(6)

При этих условиях на коэффициенты L справедлива
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Теорема 1. Задача Дирихле

Lu = f, u|� = 0, (7)

для всех f ∈ Lp(Q) имеет единственное решение u ∈ Lp

(
0, T ;W 2

p (G)
)
, и спра-

ведлива оценка

‖u‖Lp(0,T ;W 2
p (G)) ≤ c‖f‖Lp(Q),

где постоянная c не зависит от f .

Доказательство. Разрешимость задач (7) (зависящих от параметра t)
вытекает из единственности решений (см. принцип максимума в [29, гл. 9]) и
фредгольмовости этих задач. Оценка для решений может быть получена с ис-
пользованием того факта, что коэффициенты оператора непрерывны по t, зна-
чит, в некоторой окрестности любой точки t0 ∈ [0, T ] можно получить оценку
вида ‖u‖W 2

p (G) ≤ c‖Lu‖Lp(G) с постоянной c, не зависящей от t. Эти оценки

гарантируют и наличие глобальной оценки из формулировки теоремы.
Запишем условия на данные задачи.
Условия согласования:

ϕ(x, 0)|� = U0(x)|� , ψi(0) = U0(xi) (i = 1, 2, . . . ,m). (8)

Условия корректности. ПустьB — матрица с элементами bij = L−1fi(xj , t),
и пусть существует δ0 > 0 такая, что

| detB| ≥ δ0, t ∈ [0, T ], (9)

где L−1fi — решение Ui задачи LUi = fi, Ui|S = 0.

Лемма 1. Найдется постоянная c > 0 такая, что для всех

u ∈ W 2,1
p (Qγ) (p > 1), Qγ = G× (0, γ),

таких, что u(x, 0) = 0, выполняется неравенство

‖u‖Lp(0,γ,W 1
p (G)) ≤ cγ1/2‖u‖W 2,1

p (Qγ ).

Доказательство. Утверждение вытекает из интерполяционного неравен-
ства (см. [30])

‖u‖W 1
p (G) ≤ c‖u‖1/2

W 2
p (G)‖u‖

1/2
Lp(G)

и формулы Ньютона — Лейбница.

Лемма 2. Пусть p > n. Если b ∈ Lp(G), то найдется постоянная c > 0
такая, что для всех u ∈ W 2

p (G) выполнено

‖b∇U‖Lp(G) ≤ c‖U‖W 2
p (G), (10)

‖bU‖Lp(G) ≤ c‖U‖W 2
p (G). (11)

Доказательство. Оба неравенства вытекают из теорем вложения [30, 31].
Имеем W 2

p (G) ⊂ C1(G) при p > n. Докажем первое утверждение, второе до-
казывается аналогично. Фиксируем i = 1, 2, . . . , n. С помощью неравенства
Гёльдера получим

‖bUxi‖Lp(G) =

(∫

G

|b|p|Uxi |p dx
)1/p

≤ ‖U‖C1(G)‖b‖Lp(G) ≤ c‖U‖W 2
p (G).

Пусть далее Qγ = G× (0, γ).
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Теорема 2 (о разрешимости прямой задачи). Пусть f ∈ Lp(Q) (p > n),

U0(x) ∈ W 2
p (G) и ϕt ∈ Lp

(
0, T ;W

2−1/p
p (G)

)
и выполнены условия (6) на коэф-

фициенты. Тогда существует единственное решение задачи (1)–(3) такое, что

U,Ut ∈ Lp

(
0, T ;W 2

p (G)
)
, U(t) ∈ C

(
[0, T ];W 2

p (G)
)
.

Если ϕ ≡ 0, U0(x) ≡ 0, то найдется постоянная c > 0, не зависящая от γ ∈ [0, T ],
и f такие, что решение задачи (1)–(3) удовлетворяет оценке

‖U‖L∞(0,γ;W 2
p (G)) + ‖Ut‖Lp(0,γ;W 2

p (G)) ≤ c‖f‖Lp(Qγ).

Доказательство. Рассмотрим промежуток [0, T ]. Построим функцию �
такую, что

�t ∈ Lp

(
0, T ;W 2

p (G)
)
, �|S = ϕ, �|t=0 = U0(x),

например, следующим образом:

� = ψ + U0, ψ =

t∫

0

ψ0(x, τ) dτ, �ψ0 = 0, ψ0|� = ϕt

(существование такой функции ψ0 вытекает из известных результатов, см., на-
пример, [29]). Сделаем замену неизвестного V = U − �. Тогда функция V
удовлетворяет условиям

V |S = 0, V |t=0 = 0, LVt +MV = f − L�t −M� = g.

С помощью теоремы 1 можно переписать уравнение в виде

V +

t∫

0

L−1MV (τ, x) dτ = L−1g.

Используя теорему 1 и лемму 2, легко понять, что справедлива оценка

‖L−1MV ‖Lp(0,τ ;W 2
p (G)) ≤ c‖V ‖Lp(0,τ ;W 2

p (G)), τ ≤ T, (12)

которая с использованием теоремы о неподвижной точке позволяет доказать

утверждение теоремы. Отметим, что
t∫
0

L−1MV (τ, x) dτ — оператор типа Воль-

терра. Решение удовлетворяет оценке (12) с γ = T . Рассмотрим промежуток
(0, γ) (γ ≤ T ) и докажем утверждение теоремы об оценке. Рассмотрим (1)–(3),
(5), где U0 = 0, ϕ = 0, и возьмем в качестве f функцию

f0 =

{
f, t ≤ γ,

0, t > γ,
∈ Lp(Q).

Тогда существует единственное решение U0 задачи (1)–(3), удовлетворяющее
оценке

‖U0‖L∞(0,T ;W 2
p (G)) + ‖U0t‖Lp(0,T ;W 2

p (G)) ≤ c‖f0‖Lp(Q) = c‖f‖Lp(Qγ ). (13)

В силу теоремы единственности U0 совпадает на [0, γ] с решением U задачи
(1)–(3), где U0 = 0, ϕ = 0. Из оценки U получим

‖U‖L∞(0,γ;W 2
p (G)) + ‖Ut‖Lp(0,γ;W 2

p (G)) ≤ c‖f‖Lp(Qγ).
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3. Основные результаты

Рассматриваем задачу (1)–(3), (5). Основной результат состоит в следую-
щем.

Теорема 3. Пусть коэффициенты операторов L,M удовлетворяют усло-

виям (6), выполнены условия согласования (8) и условия корректности (9) и

f0 ∈ Lp(Q), fi ∈ L∞(0, T ;Lp(G)), U0(x) ∈ W 2
p (G),

ϕt ∈ Lp

(
0, T ;W 2−1/p

p (G)
)
, ψi ∈W 1

p (0, T ), i = 1, 2, . . . ,m, p > n.

Тогда существует единственное решение задачи (1)–(5) такое, что

U,Ut ∈ Lp

(
0, T ;W 2

p (G)
)
, ci(t) ∈ Lp(0, T ) (i = 1, 2, . . . ,m).

Решение (U, c1, . . . , cm) удовлетворяет оценке

‖U‖Lp(0,T ;W 2
p (G)) + ‖Ut‖Lp(0,T ;W 2

p (G)) +

m∑

i=1

‖ci(t)‖Lp(0,T )

≤ c

(
‖f0‖Lp(Q) + ‖ϕt‖Lp(0,T ;B

2−1/p
p,p (G))

+
m∑

i=1

‖ψit‖Lp(0,T )

)
,

где c— некоторая постоянная, не зависящая от функций f0, ϕ, ψi, i = 1, 2, . . . ,m.

Доказательство. Как при доказательстве теоремы 2, построим функцию
�(x, t) такую, что �,�t ∈ Lp

(
0, T ;W 2

p (G)
)
:

�|S = ϕ, �|t=0 = U0(x).

Сделаем замену неизвестного: U = V + � (V = U − �). Уравнение приходит к
виду

LVt +MV = f0 − L�t −M�+

m∑

i=1

cifi = g0 +

m∑

i=1

cifi,

где функция V удовлетворяет условиям

V (xi, t) = U(xi, t) − �(xi, t) = ψi − �(xi, t) = ϕi(t) (i = 1, . . . ,m),

V |S = 0, V |t=0 = 0.
(14)

Обращая L, получим

Vt + L−1MV = L−1g0 +

m∑

i=1

ciL
−1fi, (15)

где оператор L−1 сопоставляет правой части g решение задачи:

LV = g, V |S = 0, V |t=0 = 0.

Поскольку �(x, t) ∈ W 2
p

(
G;W 1

p (0, T )
)

и p > n, после, может быть, измене-
ния на множестве меры нуль можем считать, что функция �(x, t) непрерывна
по x при п. в. t и �(x, t) ∈ C

(
G;W 1

p (0, T )
)
. Следовательно, �(xi, t) ∈ W 1

p (0, T ),

тем самым ϕi ∈W 1
p (0, T ). Полагая x = xi, получим

ϕit + L−1MV (xi, t) = L−1g0(xi, t) +

m∑

j=1

(L−1fj)(xi, t)cj(t).
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По условию (9) имеем

| detB| ≥ δ0 > 0, t ∈ [0, T ], B = {L−1fi(xj , t)}mi,j=1.

Таким образом,

~c = B−1




ϕ1t + L−1MV (x1, t) − L−1g0(x1, t)
. . .
. . .

ϕmt + L−1MV (xm, t) − L−1g0(xm, t)


 , ~c =




c1
.
.
cm


 .

Получили уравнение для нахождения вектор-функции ~c = (c1, c2, . . . , cm), где
V = V (c) — оператор, сопоставляющий вектору ~c решение задачи

A0V = LVt +MV = g0 +

m∑

i=1

cifi, V |S = 0, V |t=0 = 0. (16)

Функцию V представим в виде

V = A−1
0 g0 +A−1

0

(
m∑

i=1

cifi

)
= V0 +A−1

0

(
m∑

i=1

cifi

)
.

Таким образом, систему для нахождения вектор-функции ~c можно записать в
виде:

~c = ~c0 +R(~c), (17)

~c0 = B−1




ϕ1t + L−1MV0(x1, t) − L−1g0(x1, t)
. . .
. . .

ϕmt + L−1MV0(xm, t) − L−1g0(xm, t)


 ,

R(~c) = B−1




L−1MA−1
0

m∑
i=1

cifi(x1, t)
. . .
. . .

L−1MA−1
0

m∑
i=1

cifi(xm, t)



.

Отметим, что функции L−1fi(xj , t) принадлежат L∞(0, T ). Действитель-
но, fi(x, t) ∈ L∞(0, T ;Lp(G)) и L−1fi ∈ L∞

(
0, T ;W 2

p (G)
)
. Таким образом, при

L−1fi ∈ W 2
p (G) п. в. t. В силу теорем вложения (см., например, [31]) и усло-

вия p > n функция L−1fi(x, t) непрерывна после, может быть, изменения на
множестве меры 0 при п. в. t и определен след L−1fi(xj , t). Имеем

‖L−1fi(xj , t)‖L∞(0,T ) ≤ c‖L−1fi(x, t)‖L∞(0,T ;W 2
p (G)) ≤ c1‖fi‖L∞(0,T ;Lp(G)).

Легко видеть, что справедлива оценка

‖B−1~g(t)‖Lp(0,γ) ≤ c‖~g(t)‖Lp(0,γ)

для любого вектора ~g ∈ Lp(0, γ) и γ ∈ [0, T ], причем постоянная c не зависит
от γ. Таким образом,

‖R(~c)‖Lp(0,γ) ≤ c
m∑

j=1

∥∥∥∥∥L
−1MA−1

0

(
m∑

i=1

cifi

)
(xj , t)

∥∥∥∥∥
Lp(0,γ)

.
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В силу теорем вложения правая часть оценивается так:

c2

∥∥∥∥∥L
−1MA−1

0

(
m∑

i=1

cifi

)∥∥∥∥∥
Lp(0,γ;W 2

p (G))

≤ c3

∥∥∥∥∥MA−1
0

(
m∑

i=1

cifi

)∥∥∥∥∥
Lp(0,γ;Lp(G))

≤ c3γ
1/p

∥∥∥∥∥MA−1
0

(
m∑

i=1

cifi

)∥∥∥∥∥
L∞(0,γ;Lp(G))

≤ c4γ
1/p

∥∥∥∥∥A
−1
0

(
m∑

i=1

cifi

)∥∥∥∥∥
L∞(0,γ;W 2

p (G))

.

Воспользуемся оценкой из теоремы 2. Тогда последнее выражение оценим
через

c5γ
1/p

m∑

i=1

‖cifi‖Lp(Qγ). (18)

Имеем

‖cifi‖Lp(Qγ) =




γ∫

0

∫

G

|ci|p|fi|p(x, t) dxdt




1/p

=




γ∫

0

|ci|p(t)
∫

G

|fi|p(x, t) dxdt




1/p

≤ ‖fi‖L∞(0,T ;Lp(G))




γ∫

0

|ci|p(t) dt




1/p

.

Таким образом, (18) оценивается через

c6γ
1/p

m∑

i=1

‖ci‖Lp(0,T ).

Окончательная оценка имеет вид

‖R(~c)‖Lp(0,γ) ≤ c7γ
1/p‖~c‖Lp(0,T ), (19)

где c7 не зависит от γ. Таким образом, если c7γ
1/p = q0 < 1, то уравнение (17)

имеет единственное решение ~c на [0, γ]. Рассмотрим уравнение

~c−R(~c) = ~c0. (20)

Без ограничения общности можем считать, что все постоянные, возникающие
в процессе доказательства оценки (19), не зависят от γ. Пусть ~c — решение,
определенное на промежутке [0, γ]. Построим вектор

~c1 =

{
~c, t ≤ γ,

0, t > γ.

Сделаем в (20) замену ~k1 = ~c− ~c1. Если c — решение на промежутке [0, 2γ], то
~k1 = 0 при t ≤ γ и ~k1 −R(~k1) = ~c0 − ~c1 +R(~c1). Здесь правая часть обращается

в нуль на [0, γ], тем самым R(~k1) = 0 при t ≤ γ. Решаем систему

~k1 −R(~k1) = ~c0 − ~c1 +R(~c1) (21)
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уже на [γ, 2γ]. Таким образом, если ~k1 ∈ Lp(0, 2γ), то

‖R(~k1)‖Lp(γ,2γ) ≤ c
m∑

j=1

∥∥∥∥∥L
−1MA−1

0

(
m∑

i=1

kifi

)
(xj , t)

∥∥∥∥∥
Lp(γ,2γ)

≤ c2

m∑

j=1

∥∥∥∥∥L
−1MA−1

0

(
m∑

i=1

kifi

)∥∥∥∥∥
Lp(γ,2γ;W 2

p (G))

≤ c3

∥∥∥∥∥MA−1
0

(
m∑

i=1

kifi

)∥∥∥∥∥
Lp(γ,2γ;Lp(G))

≤ c3γ
1/p

∥∥∥∥∥MA−1
0

(
m∑

i=1

kifi

)∥∥∥∥∥
L∞(γ,2γ;Lp(G))

≤ c4γ
1/p

∥∥∥∥∥A
−1
0

(
m∑

i=1

kifi

)∥∥∥∥∥
L∞(γ,2γ;W 2

p (G))

≤ c5γ
1/p

∥∥∥∥∥

m∑

i=1

kifi

∥∥∥∥∥
Lp(Qγ )

≤ c6γ
1/p

m∑

i=1

‖ki‖Lp(0,T ), ~k1 = (k1, k2, . . . , km).

Окончательная оценка имеет вид

‖ ~R(~k1)‖Lp(γ,2γ) ≤ c7γ
1/p‖~k1‖Lp(0,T ),

где без ограничения общности можно считать, что c7 — та же постоянная, что

и в (19). Таким образом, уравнение (21) имеет единственное решение ~k1 ∈
Lp(0, 2γ) такое, что ~k1 = 0 при t ∈ (0, γ). Следовательно, функция ~c = ~c1 +~k1 —
решение (17) из Lp(0, 2γ).

Повторяя рассуждения, построим решение ~c уравнения (17) на всем про-
межутке [0, T ]. Построим функцию V как решение задачи (16). Покажем, что
функция V удовлетворяет условиям (14). Обращая L, получим, что V удовле-
творяет уравнению (15). Берем в (15) x = xi (i = 1, 2, . . . ,m) и получаем

Vt(xi, t) + L−1MV (xi, t) = L−1g0(xi, t) +

m∑

j=1

L−1cj(t)fj(xi, t). (22)

Вектор-функция ~c такова, что

ϕit(t) + L−1MV (xi, t) = L−1g0(xi, t) +

m∑

j=1

L−1cj(t)fj(xi, t). (23)

Вычитая (23) из (22), имеем Vt(xi, t) − ϕit(t) = 0, или ∂t(V (xi, t) − ϕi(t)) = 0.
Интегрируя от 0 до t, получим V (xi, t)− ϕi(t) = V (xi, 0)− ϕi(0) = 0, поскольку
v(xi, 0) = 0 и ϕi(0) = ψi(0) − φ(xi, 0) = ψi(0) − U0(xi) = 0 в силу условий
согласования. Таким образом, V (xi, t) = ϕi(t) (i = 1, 2, . . . ,m).

Получим оценки для решения. Оценим ‖~c‖, где ~c — решение уравнения
(17). Имеем

‖~c‖Lp(0,γ) ≤
1

1 − q0
‖~c0‖Lp(0,γ)

≤ c1
1 − q0

(∑

i

‖ϕit‖Lp(0,γ) + ‖f0‖Lp(Qγ ) + ‖�t‖Lp(0,γ;W 2
p (G)) + ‖�‖Lp(0,γ;W 2

p (G))

)
.

Далее
~k1 −R(~k1) = ~c0 − ~c1 +R(~c1)
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на промежутке [γ, 2γ], значит,

‖~k1‖Lp(γ,2γ) ≤
1

1 − q0
‖~c0 − ~c1 +R(~c1)‖Lp(γ,2γ)

≤ c2
1 − q0

(
m∑

i=1

‖ϕit‖Lp(0,2γ) + ‖f0‖Lp(Q2γ) + ‖�t‖Lp(0,2γ;W 2
p (G)) + ‖�‖Lp(0,2γ)

)
.

Тогда

‖~c‖Lp(0,2γ)

≤ c3
1 − q0

(
m∑

i=1

‖ϕit‖Lp(0,2γ) + ‖f0‖Lp(Q2γ) + ‖�t‖Lp(0,2γ;W 2
p (G)) + ‖�‖Lp(0,2γ)

)
.

Повторяя рассуждения, получим неравенство

‖~c‖Lp(0,T )

≤ c4

(
m∑

i=1

‖ϕit‖Lp(0,T ) + ‖f0‖Lp(Q) + ‖�t‖Lp(0,T ;W 2
p (G)) + ‖�‖Lp(0,T ;W 2

p (G))

)
.

Как вытекает из свойств построенной функции �, правая часть в этом неравен-
стве оценивается через

c

(
‖f0‖Lp(Q) + ‖ϕt‖Lp(0,T ;W

2−1/p
p,p (G))

+

m∑

i=1

‖ψit‖Lp(0,T )

)
,

откуда и вытекает утверждение теоремы об оценке.
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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ФУНКЦИИ

ИСТОЧНИКА В МАТЕМАТИЧЕСКИХ

МОДЕЛЯХ КОНВЕКЦИИ–ДИФФУЗИИ

С. Г. Пятков, Е. И. Сафонов

Аннотация. Рассматривается задача об определении функции источников в ма-
тематических моделях массопереноса по данным дополнительных измерений в от-
дельных точках области. Искомая неизвестная функция является правой частью
в параболическом уравнении конвекции-диффузии относительно концентрации пе-
реносимого вещества. В частности, эта функция характеризует источники загряз-
нения и их местоположение. В работе приведены некоторые теоретические резуль-
таты, построен численный алгоритм и описаны результаты численных эксперимен-
тов. Известные ранее алгоритмы в основном основаны на минимизации некоторого
функционала, не являющегося выпуклым. Отличие построенного алгоритма от
известных ранее состоит в том, что он является прямым, не требует большого ко-
личества вычислений и показывает хорошую сходимость к решению. Численная
реализация основана на методе конечных элементов.

Ключевые слова: алгоритм, параболическое уравнение, обратная задача, метод
конечных элементов.

Введение

Рассмотрим вопрос об определении, вместе с решением, правой части спе-
циального вида (функции источника) в параболическом уравнении. Пусть G —
область в Rn с границей � класса C2 и Q = G× (0, T ). Параболическое уравне-
ние имеет вид

ut −A(t, x,D)u = fc, (t, x) ∈ Q, (1)

где A — эллиптический оператор второго порядка вида

A(t, x,D)u =

n∑

i,j=1

aij(t, x)uxixj +

n∑

i=1

ai(t, x)uxi + a0(t, x)u.

Уравнение (1) дополняется начальными и граничными условиями

u|t=0 = u0, Bu|S = g(t, x), (2)

где Bu = u или Bu = ∂u
∂n + σ(x, t)u, или Bu = ∂u

∂l + σ(x, t)u и S = (0, T ) × � .
Таким образом, рассматриваем одно из классических граничных условий Дири-
хле, Неймана, Робина, или условие с косой производной. Здесь n — единичный

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 12–01–00260а).
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вектор внешней нормали и l = (l1(x, t), . . . , ln(x, t)) — гладкое некасательное
векторное поле на S. Правая часть в (1) имеет вид

fc =

r∑

i=1

bi(t, x)qi(t) + f. (3)

Неизвестными в (1), (2) являются решение u и функции qi(t) (i = 1, 2, . . . , r),
входящие в правую часть (1). Рассмотрим два вида условий переопределения.
В первом случае условия переопределения имеют вид

∫

Gi

uϕi(x)dx = ψi(t), i = 1, 2, . . . , r, (4)

где ϕi(x), ψi(t) — некоторые гладкие функции, условия на них уточним ниже,
и Gi ⊂ G — некоторые области. Во втором случае рассматриваем условия вида

u(xi, t) = ψi(t), xi ∈ G, i = 1, 2 . . . , r. (5)

Задача о нахождении функций u, qi с использованием краевых условий и
условий переопределения может быть сформулирована и как задача управле-
ния. Обратные задачи подобного вида возникают при описании процессов теп-
ломассопереноса, диффузионных процессов, процессов фильтрации и во многих
других областях [1–4]. В литературе рассматривались условия переопределе-
ния как вида (4), так и вида (5). В частности, обратные задачи об определении
коэффициентов уравнения (1), зависящих от переменной t, с условием пере-
определения (4), где r = 1 и Gi = G, рассматривались в [5–11]. Линейные
обратные задачи об определении правой части исследовались в [12, 13]. Ли-
нейные и коэффициентные обратные задачи с условием переопределения (5)
рассматривались в [14, 15] и в [16–18] соответственно. Большое количество фи-
зических постановок и численных методов решения обратных коэффициентных
задач и задач об определении функции источника c условиями переопределе-
ния вида (5) приведены в [19, 20]. Задачи определения функции источника вида
(3) с условиями переопределения вида (5) рассмотрены в [21, гл. 3], где основ-
ное внимание уделено численным методам решения обратных задач. В этой
монографии рассматривается задача определения произвольной функции ис-
точника G(x, t), исходя из произвольного количества измерений вида (5). При
этом функция источника заменяется его приближением вида (3), которое и под-
лежит определению. Однако, как в этой монографии, так и в других работах,
в основном рассматриваются модельные уравнения в случае n = 1. Можно
отметить работы [22, 23] одного из авторов, где рассмотрены задачи вида (1),
(2), (5) в общей постановке. Сошлемся также на монографии [2, 5, 15, 24, 25],
где имеется большое количество постановок обратных задач для параболиче-
ских уравнений и систем. Кроме того, для численного решения задачи ранее
главным образом использовались численные алгоритмы, основанные на мини-
мизации некоторого функционала, т. е. задача сводилась к задаче оптимального
управления (см. [19–21, 26–28]). Этот функционал невыпуклый, и это создавало
ряд дополнительных сложностей. Случаев, когда используются другие методы,
в литературе описано крайне мало. В частности, в [14] рассматривалась более
простая, чем у нас, задача: определялась временная компонента q(t) функции
источника q(t)ψ(x, y) и задача рассматривалась при более жестких, чем у нас,
условиях на правую часть, точнее, требовалось, чтобы ψ|� = 0.
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В данной работе мы строим численный алгоритм решения задачи (1)–(3),
(5) и приводим результаты численных экспериментов. Алгоритм основан на
приближении решения задачи (1)–(3), (5) решениями задачи (1)–(4) со специ-
ально выбранными функциями ϕi = ϕi(x, ε). Обратная задача (1)–(4) сводится
к некоторому интегральному уравнению типа Вольтерра 2-го рода, которое за-
тем решается численно.

В § 1 приводятся теоретические результаты, на которых основывается по-
строение численного алгоритма решения задачи (1)–(4). В § 2 описывается ал-
горитм решения задачи, в § 3 — программная реализация алгоритма, а в § 4 —
результаты численных экспериментов.

§ 1. Основные предположения
и вспомогательные результаты

Опишем теоретические результаты, на которых основан наш алгоритм.
Обозначения функциональных пространств, используемых ниже, в частности,
пространств Соболева и Лебега, стандартны (см. [29]). Фиксируем p > n + 2.
Используем следующие условия на данные задачи:

u0(x) ∈ W 2−2/p
p (G),

g(x, t) ∈W 1−1/2p,2−1/p
p (S) или g(x, t) ∈W 1/2−1/2p,1−1/p

p (S),
(6)

где первое из условий на g используется в случае задачи Дирихле, второе — в
случае оставшихся краевых условий:

f ∈ Lp(Q), (7)

g(x, 0) = B(x, 0)u0(x)|∂G. (8)

ψi(t) ∈W 1
p (0, T ), ψi(0) =

∫

Gi

u0(x)ϕi(x) dx, i = 1, 2, . . . , r, (9)

ψi(t) ∈ W 1
p (0, T ), ψi(0) = u0(xi), i = 1, 2, . . . , r. (10)

Условия на коэффициенты операторов A и B более или менее стандарт-
ны. Для простоты выкладок будем использовать не самые точные условия на
коэффициенты. Считаем, что

ai(t, x) ∈ L∞(Q), i = 0, 1, . . . , n, aij ∈ C(Q), i, j = 1, . . . , n,

lj ∈ C1(S), j = 1, . . . , n, σ(x, t) ∈ C1(S),
(11)

bi(x, t) ∈ L∞(0, T ;Lp(G)), i = 1, 2, . . . , r. (12)

Пусть {Gj} — набор областей с границей класса C1, вложенных в G. Будем
использовать два вида условий на весовые функции {ϕj(x)}:

suppϕj ⊂ Gj , ϕj ∈W 1
q (Gj) (1/q + 1/p = 1), j = 1, 2, . . . , r, (13)

supp ϕj ⊂ Gj , ϕj ∈ L1(G), j = 1, 2, . . . , r. (14)

При выполнении минимальных требований (14) нам понадобятся дополнитель-

ные условия на данные задачи. Пусть G0 =
r⋃

j=1

Gj , Q0 = G0 × (0, T ). Введем

также вспомогательную область

Qδ = Gδ × (0, T ), Gδ =

r⋃

j=1

Gδ
j , G

δ
j = {x ∈ Gj : ρ(x, ∂Gj) > δ}.
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Здесь ρ(x, ∂Gj) обозначает расстояние от x до ∂Gj ,

∇f ∈ Lp(Q0), ∇bj ∈ L∞(0, T, Lp(G0)), (15)

∇u0 ∈W
2− 2

p
p (G0), ∇aij(x, t),∇ak(x, t) ∈W 1

∞(Q0),

i, j = 1, . . . , n, k = 0, 1, . . . , n.
(16)

Здесь и далее ∇ рассматривается только по пространственным переменным.
Построим матрицу B с элементами bij = bj(t, xi) в случае задачи (1)–(3), (5) и
bij =

∫
Gi

bj(x, t)ϕi(x) dx в случае задачи (1)–(4). Потребуем, чтобы существовала

постоянная δ0 > 0 такая, что

| detB(t)| ≥ δ0 для п. в. t ∈ [0, T ]. (17)

Условие эллиптичности оператора A имеет вид: существует постоянная δ0 > 0
такая, что

n∑

i,j=1

aijξiξj ≥ δ0|ξ|2, (x, t) ∈ Q, ξ ∈ R
n. (18)

Доказательство приведенных ниже теорем 1, 2, 4 может быть найдено в [30],
а теоремы 3 — в [22].

Теорема 1. Пусть выполнены условия (6)–(9), (11)–(13), (17), (18). Тогда

существует единственное решение (u, q1, . . . , qr) задачи (1)–(4) такое, что

u ∈ W 1,2
p (Q), qi(t) ∈ Lp(0, T ), i = 1, 2, . . . , r.

Решение удовлетворяет оценке

‖u‖W 1,2
p (Q) +

r∑

i=1

‖qi(t)‖Lp(0,T )

≤ c

(
‖f‖Lp(Q) + ‖g‖

W
k0,2k0
p (S)

+ ‖u0‖W 2−2/p
p (G)

+

r∑

j=1

‖ψi‖W 1
p (0,T )

)
,

где k0 = 1−1/2p в случае условия Дирихле и k0 = 1/2−1/2p в случае остальных

краевых условий.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (6)–(9), (11), (12), (14)–(18). Тогда

существует единственное решение (u, q1, . . . , qr) задачи (1)–(4) такое, что

u ∈ W 1,2
p (Q), qi(t) ∈ Lp(0, T ), i = 1, 2, . . . , r, ∇xu ∈W 1,2

p (Qδ)

для всех δ > 0. При фиксированном δ > 0 решение удовлетворяет оценке

‖u‖W 1,2
p (Q) + ‖∇xu‖W 1,2

p (Qδ)
+

r∑

i=1

‖qi(t)‖Lp(0,T ) ≤ c

(
‖f‖Lp(Q) + ‖∇xf‖Lp(Q0)

+ ‖g‖
W

k0,2k0
p (S)

+ ‖u0‖
W

2− 2
p

p (G)
+ ‖∇xu0‖

W
2− 2

p
p (G0)

+

r∑

j=1

‖ψi‖W 1
p (0,T )

)
.
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Теорема 3. При выполнении условий (6)–(8), (10)–(12), (15)–(18) суще-

ствует единственное решение задачи (1)–(3), (5) такое, что ~q ∈ Lp(0, T ), u ∈
W 1,2

p (Q), ∇u ∈ W 1,2
p (Qδ), δ > 0.

Предположим, что выполнены условия теоремы 3. Пусть ε > 0. Рассмот-
рим функцию ϕ(x) ∈ C∞

0 (B1), B1 = {x ∈ Rn : |x| < 1}, такую, что
∫

Rn

ϕ(x) dx = 1

и ϕ(x) ≥ 0 для всех x. Определим

ϕjε(x) = ϕ

(
x− xj
ε

)
1

εn
.

Имеем

‖ϕj‖L1(G) =

∫

Rn

ϕjε(x) dx =
1

εn

∫

Rn

ϕ

(
x− xj
ε

)
dx = 1.

Введем

rjε =

∫

G

ϕjε(x)u0(x) dx − u0(xj).

В силу теорем вложения и условий на функцию u0 легко видеть, что найдется
постоянная M > 0 такая, что |rjε| ≤Mε для всех j. Рассмотрим задачу (1)–(4),
где ϕj = ϕjε, ε < δ1, Gj = Bδ1(xj) — шар радиуса δ1 с центром в точке xj , а в
качестве ψj возьмем функции ψjε = ψj(t)+rjε. По построению и в силу условий
(10) имеем

ψjε(0) =

∫

G

ϕjεu0(x) dx.

Параметр δ1 выбираем настолько малым, что Gj ∩ Gi = ∅ при i 6= j и Gj ⊂ G
для всех j. Решение этой задачи (1)–(4) (оно существует и обладает свойствами,
указанными в теореме 2) обозначим через uε, ~qε = (qε1, . . . , q

ε
r), а решение задачи

(1)–(3), (5) — через u, ~q = (q1, . . . , qr).

Теорема 4. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда

‖~qε − ~q‖Lp(Q) + ‖uε − u‖W 1,2
p (Q) → 0 при ε→ 0.

Предположим, что выполнены условия теоремы 3. Пусть u(x, t) — решение
задачи (1)–(4), где ϕi(x) = ϕiε(x), а уравнение (1) имеет вид

ut − div(c(x, t)∇u) + b(x, t)∇u + a(x, t)u = f, (19)

f =

r∑

i=1

fi(t, x)qi(t) + f0, b(x, t) = (b1(x, t), b2(x, t))
T , ∇u =

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2

)T

.

Считаем, что в качестве граничных условий рассматриваются условия Неймана,
таким образом,

∂u

∂n

∣∣∣∣
S

= g(t, x).

Соответствующие изменения в рассуждениях в случае других краевых условий
очевидны. Интегрируем уравнение (19) по G с весом ϕj(x). Получаем, исполь-
зуя наши данные, что

ψjt +

∫

G

c∇u · ∇ϕj dx+

∫

G

(b∇u+ au)ϕj dx−
∫

�

g(t, x)ϕj d�

=

∫

G

f0ϕj dx+

r∑

i=1

(fi, ϕj)qi(t).
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В силу условий | detB| ≥ δ0 для п. в. t ∈ [0, T ]. Ввиду определения матрицы
B имеем

~q = B−1




ψ1t + (c∇u,∇ϕ1) + (b∇u, ϕ1) + (au, ϕ1) −
∫
�

gϕ1 d� − (f, ϕ1)

...
ψrt + (c∇u,∇ϕr) + (b∇u, ϕr) + (au, ϕr) −

∫
�

gϕr d� − (f, ϕr).


 . (20)

Здесь (u, v) обозначает скалярное произведение в пространстве L2(G), т. е.
(u, v) =

∫
G

u(x)v(x) dx. Функция (20) в правой части — некоторый оператор

R(~q), сопоставляющий вектор-функции ~q правую часть (20), где u — решение
задачи (1)–(3). Тогда на уравнение (20) можно смотреть как на уравнение для
нахождения функции ~q: ~q = R(~q). Можно показать, что оператор R(~q) при ма-
лых t сжимающий, значит, справедлива теорема о неподвижной точке. Более
того, можно показать, что метод последовательных приближений сходится к
решению и на произвольном промежутке времени [0, T ]. Именно это уравнение
и будет использоваться при построении численного алгоритма ниже.

§ 2. Описание алгоритма

Опишем численный алгоритм в случае краевых условий Неймана, в случае
остальных краевых задач изменения незначительны. Уравнение

ut − div(c(x, t)∇u) + b(x, t)∇u + a(x, t)u = f, (21)

f =

r∑

i=1

fi(t, x)qi(t) + f0, b(x, t) = (b1(x, t), b2(x, t))
T , ∇u =

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2

)T

,

рассматривается в области Q = G × (0, T ), x = (x1, x2) ∈ G ⊂ R
2, t ∈ [0, T ], с

начально-краевыми условиями

u|t=0 = u0(x),
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂G×(0,T )

= g. (22)

Функции qi определяются на основе дополнительных измерений вида

u(xi, t) = ψi(t), i = 1, 2, . . . , r. (23)

В теории тепломассопереноса [1] функция u — концентрация переносимо-
го вещества, b — вектор скорости течения, a — коэффициент, определяющий
скорость осаждения в результате химических реакций, c — коэффициент диф-
фузии, правая часть f — плотность функции источников.

При построении численного алгоритма обратной задачи (21)–(23) прихо-
дится находить старшие частные производные приближенных решений, что не
очень удобно, поэтому заменим условие (23) (см. теорему 4) условием вида

∫

G

ϕiε(x)u(x, t) dx = ψi(t),

где функции ϕiε обладают свойствами, приведенными перед теоремой 4, а имен-
но, считаем, что они неотрицательны, имеют носитель, лежащий в области G
и стягивающийся к соответствующей точке xi при ε → 0, и интеграл по G от
каждой из этих функций равен 1.
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Алгоритм итерационный и основан на методе конечных элементов (МКЭ).
Пусть на k-м шаге построено приближение ~q k =

(
qk1 , . . . , q

k
r

)
вектор-функции

~q = (q1, . . . , qr), ~q
0 = 0. Задаем триангуляцию области G, узлы триангуляцион-

ной сетки x̃1, x̃2, . . . , x̃m и соответствующие базисные кусочно-линейные функ-
ции {ϕi(x)} (таким образом, ϕi(x̃j) = δij , где δij — символ Кронекера). Без
ограничения общности считаем, что точки замеров x1, x2, . . . , xr являются уз-
лами сетки. Тогда найдутся номера ji, i = 1, 2, . . . , r, такие, что xi = x̃ji ,
i = 1, 2, . . . , r. Выберем в качестве ϕiε функции 1

Vi
ϕji , где Vi =

∫
G

ϕji dx. Такие

функции удовлетворяют всем нашим условиям (в качестве параметра ε можно
брать наибольший диаметр треугольника сетки). Приближенное решение (21)
ищем в виде

uk =

m∑

i=1

Ci(t)ϕi(x).

Вектор-функция ~C(t) = (C1(t), C2(t), . . . , Cm(t)) удовлетворяет системе обыкно-
венных дифференциальных уравнений

M ~Ct +K ~C = F0 +G+

r∑

i=1

Fiq
k
i , (24)

где M и K — матрицы с элементами

Mji =

∫

G

ϕiϕj dx, Kji =

∫

G

(c∇ϕi∇ϕj + b∇ϕiϕj + aϕiϕj) dx,

F0, G и Fi — векторы с координатами
∫
G

fϕj dx,
∫
�

gϕj dx и
∫
G

fiϕj dx, i, j =

1, 2, . . . ,m, соответственно. Пусть

~U(t) = (C1(t), C2(t), . . . , Cm(t)), ~U(0) = ((u0(x̃1), u0(x̃2), . . . , u0(x̃m)).

Чтобы решить систему (24), используем метод конечных разностей (МКР). За-
меняем (24) конечно-разностным уравнением

M
~Ci − ~Ci−1

�t
+K ~Ci = F̃i, ~C0 = ~U |t=0, i = 1, 2, . . . , N, �t = T/N, (25)

где �t — шаг по времени и F̃i — значение правой части в (24) в точке i�t. Та-

ким образом, кусочно-постоянное приближение решения ~C(t) системы (24) есть

кусочно-постоянная функция, равная вектору ~Ci на множестве ((i− 1)�t, i�t].
В соответствии с равенством (20) (подставляем в правую часть (20) функции
ϕiε и используем их определение) для нахождения следующей итерации ~q k+1

используем равенство

~q k+1 = B−1




ψ1tV1 + (c∇uk,∇ϕj1 ) + (b∇uk + auk, ϕj1) −
∫
�

gϕj1 d� − (f, ϕj1 )

...
ψrtVr + (c∇uk,∇ϕjr ) + (b∇uk + auk, ϕjr ) −

∫
�

gϕjr d� − (f, ϕjr )


 ,

(26)
где

(f, ϕji ) = (f0, ϕji) +

r∑

j=1

qkj (fj , ϕji), i = 1, 2, . . . , r,
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B =




(f1, ϕ1) · · · (fr, ϕ1)
...

(f1, ϕr) · · · (fr, ϕr)


 .

Отметим, что поскольку xi — внутренние точки области G, а носители функций
ϕji стягиваются к точкам xi при измельчении сетки, без ограничения общности
можно считать, что слагаемые

∫
�

gϕj1d� в (26) равны нулю. При численной реа-

лизации (см. ниже) заменяем функции Ci(t), входящие в определение функции
uk, их кусочно-постоянными приближениями.

§ 3. Программная реализация алгоритма

Реализация алгоритма осуществлялась в среде инженерных и научных рас-
четов Matlab 2008, полученные функции Matlab компилировались и собирались
в dll-библиотеку, которая впоследствии используется в .Net веб-приложении на
движке Razor. Серверная и клиентская части программы писались на язы-
ке C# в среде разработки Visual Studio 2012 Express. Для наибольшей на-
глядности трехмерный график функции u и графики функций q(t) выводились
при использовании JavaScript-библиотек Three.js и flot.js соответственно. Веб-
приложение позволяет пользователю проще вводить данные задачи для его по-
следующего решения.

Программная реализация алгоритма состоит из трех частей.

1. Инициализация массива, описывающего геометрию области и граничного
вектора.

В этом пункте по заданным пользователем типу геометрии (эллипс или пря-
моугольник), параметрам геометрии (для эллипса — радиусы по горизонтали и
по вертикали, для прямоугольника — стороны по горизонтали и по вертикали)
и по координатам точек замера при помощи функции decsg создаем матрицу де-
композиционной геометрии, содержащую информацию о граничных участках.
Используя декомпозиционную геометрию области и условия на границе, задаем
граничный вектор.

2. Реализация итерационного расчета методом конечных элементов.
Для реализации МКЭ используем библиотеку Matlab, Partial Differential

Equation Toolbox. На первой итерации генерируем триангуляционную сетку
Делоне для ранее заданной декомпозиционной геометрии, используя функцию
initmesh. Если пользователем задано количество разбиений сетки, то разбиваем
сетку нужное количество раз с помощью функции refinemesh. Обозначим через
x̃1, x̃2, . . . , x̃m узлы триангуляционной сетки, которую строим таким образом,
что все точки замеров {xi} являются узлами сетки. Далее определяем индексы
этих точек, скажем j1, j2, . . . , jr. При помощи функции assemb собираем гранич-
ный вектор правой части G, используя функцию assema и assemban, находим
матрицу масс M , вектор правой части F0 и матрицу жесткости K. Далее при
помощи функции assema находим векторы правой части Fj , j = 1, 2, . . . , r.

3. Реализация метода конечных разностей.
Из уравнения (25) получаем

~Ci = (M +�t ·K)−1 · (�t · F̃i +M · ~Ci−1), i = 1, 2, . . . , N,

где вектор ~C0 совпадает с начальным вектором U |t=0 и ~Ci — значение кусочно-

постоянного приближения вектора ~C(t) на ((i− 1)�t, i�t].
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Также на каждой итерации добавляется возмущение функции ψjt случай-
ными погрешностями в соответствии с формулой

ψ̃j(t) = ψjt + δ(2σn − 1).

Здесь σn — случайная функция, нормально распределенная на [0, 1], а величина
δ задает уровень погрешности. Положим

~ψ(t) = (V1ψ̃1(t), . . . , Vrψ̃r(t)).

Таким образом, заменяем (26) следующим равенством:

~q k+1
i = B−1(i�t) · (~ψ(i�t) +K · ~Ci − F0(i�t)), i = 1, 2, . . . , N,

где F0 — вектор с координатами ((f0, ϕj1), . . . , (f0, ϕjr )) и ~q k+1
i — значение

кусочно-постоянного приближения вектора ~q k+1(t) на множестве ((i−1)�t, i�t].
Далее проверяем истинность неравенства

max
i

∣∣~q k+1
i − ~q k

i

∣∣ < ε,

где ε — погрешность, задаваемая пользователем, i = 1, 2, . . . , r. Если неравен-
ство верно или число k превысит некоторую наперед заданную пользователем
величину I, то произойдет выход из программы.

§ 4. Результаты численных экспериментов

В этом параграфе проанализируем результаты численных экспериментов
для двух групп входных данных задачи, полученных в результате решения
модельных обратных задач в рамках эксперимента на ЭВМ. Характеристики
испытуемой ЭВМ следующие: процессор Intel(R) Core(TM) i7-3517U CPU @
1.90GHz 2.40GHz, ОЗУ 4,00 Гб, 64-разрядная операционная система Windows 7
Ultimate.

В результате расчетов определялось приближенное значение решения (u, q1,
q2, . . . , qr) задачи (21)–(23) в узлах сетки в моменты времени ti = i�t. Чтобы
не загромождать изложение, ниже приведем результаты вычислений только
функций qi(t), i = 1, 2, . . . , r.

Зададим решение и начальные условия для модельной задачи

u = (x2 + y2)(1 + t), u|t=0 = x2 + y2, ut = x2 + y2.

Перейдем к обсуждению результатов решения модельных обратных задач
по восстановлению зависимости плотности источника от времени в окружности
единичного радиуса с центром в точке (0, 0). Будем считать, что f1 = 1, f2 =
x, f3 = y и дополнительная информация задается в трех точках наблюдения:
(0.3,−0.3), (0.1, 0), (−0.5, 0.5). Для численного решения задачи рассматриваем
две сетки для описанной области с количеством узлов N1 = 263 и N2 = 1015
(рис. 1).

Все проводимые вычислительные эксперименты разобьем на две группы в
зависимости от искомых коэффициентов qi, граничных условий, коэффициен-
тов уравнения a, b, c, d и правой части f . Входные данные для первой группы
таковы:

искомые коэффициенты q1 = 1, q2 = t+ 2, q3 = t2 + 4;
граничные условия Неймана ∂u

∂n = 2(t+ 1);
коэффициенты уравнения d = 1, c = 1, b1 = 1, b2 = 1, a = 1;
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Рис. 1. Сетки: a) N1 = 263; b) N2 = 1015

правая часть f = (x2 + y2) · (t+ 1)− 4t+ 2x(t+ 1) + 2y(t+ 1) + x2 + y2 − 5−
x(t+ 2) − y(t2 + 4).

Приведем результаты численных экспериментов для первой группы. Сна-
чала сравним результаты вычислений коэффициентов qi для двух сеток без за-
шумления данных, δ = 0 и ε = 10−5 (погрешность, задаваемая пользователем).
Обозначим через ι количество полных итераций работы алгоритма и через τ —
время, затраченное на вычисление, в секундах. Пусть алгоритм остановился на
k-й итерации. В качестве еще одной погрешности работы алгоритма определим
величину ε0 = max

i

∣∣~q k
i − ~q(i�t)

∣∣, i = 1, 2, . . . , N . Рассмотрим промежуток [0, T ],

T = 1, положим �t = T/N — шаг по времени, N = 100.

Рис. 2. Сравнение результатов вычислений для сеток:

a) сетка N1: τ = 24.18, ι = 16, ε0 = 0.109;

b) сетка N2: τ = 510.01, ι = 16, ε0 = 0.027

На рис. 2(a) и 2(b) приведены графики функций qi(t) (синие) и графики
их приближения (красные). Как можно видеть, они практически сливаются.
Далее будем изменять параметры ε и δ так, чтобы описать зависимость ошиб-
ки решения ε0 от уровня погрешности данных δ и параметра ε. Результаты
экспериментов представлены на рис. 3.

На рис. 3 видно, что вне зависимости от уровня вводимого возмущения δ
результаты вычислений qi повторяют искомые значения (рис. 3(a,b)) или рас-
полагаются рядом с ними (рис. 3(c,d)). Видим, что использование сетки N2

приводит к меньшей погрешности вычислений.
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Рис. 3. Результаты вычислений для первой группы данных:

a) сетка N1, ε = 10−4, δ = 0.002, τ = 23.29, ι = 15, ε0 = 0.112;

b) сетка N2, ε = 10−4, δ = 0.002, τ = 477.46, ι = 14, ε0 = 0.05;

c) сетка N1, ε = 10−5, δ = 0.01, τ = 24.59, ι = 16, ε0 = 0.257;

d) сетка N2, ε = 10−5, δ = 0.01, τ = 530.44, ι = 16, ε0 = 0.209

Рис. 4. Результаты вычислений для первой группы данных:

a) сетка N1, ε = 10−4, δ = 0.002, τ = 14.22, ι = 9, ε0 = 0.078;

b) сетка N2, ε = 10−4, δ = 0.002, τ = 292.7, ι = 9, ε0 = 0.032;

c) сетка N1, ε = 10−3, δ = 0.01, τ = 11.8, ι = 7, ε0 = 0.172;

d) сетка N2, ε = 10−3, δ = 0.01, τ = 245.66, ι = 7, ε0 = 0.177
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Приведем результаты численных экспериментов для второй группы дан-
ных:

искомые коэффициенты q1 = t, q2 = 2t2, q3 = 3t3;
граничные условия Неймана

∂u

∂n
= 2;

коэффициенты уравнения

d = 1, c =
1

1 + t
, b1 =

x

2(1 + t)
, b2 =

y

2(1 + t)
, a =

1

1 + t
;

правая часть

f = 3 · (x2 + y2) − 4 − t− 2x · t2 + 3y · t3.

Так же, как и с первой группой, будем изменять параметры ε и δ.

Рис. 5. Результаты вычислений для первой группы данных:

a) сетка N1: ε = 10−3, δ = 0.01, τ = 118.19, ι = 7, ε0 = 0.27;

b) сетка N2: ε = 10−3, δ = 0.01, τ = 2546.07, ι = 7, ε0 = 0.192

Для двух экспериментов уменьшим шаг по времени в 10 раз (�t = 0.001).
Как видим из результатов экспериментов, в связи с изменением данных вре-
мя выполнения τ для второй группы уменьшилось. Так же заметим, что при
уменьшении шага по времени в 10 раз время, затраченное на просчет, увеличи-
вается в 10 раз, а погрешность вычислений не уменьшается.

Подводя итоги, отметим, что эксперименты с использованием сетки N2 по-
казывают лучшую точность, чем с сеткой N1, но выполнение программы с
использованием сетки N2 занимает больше времени. Необходимо принять во
внимание тот факт, что число узлов сетки N2 в ≈ 3.86 больше N1, а время
выполнения программы с сеткой N2 больше в среднем в ≈ 20 раз, чем с сеткой
N1. Увеличение переменной ε приводит к уменьшению времени вычислений τ и
количества итераций ι, а результаты вычислений становятся менее схожи с ис-
комыми. Увеличение зашумленности данных δ в 5 раз приводит к увеличению
выходной погрешности между искомым решением и найденным приблизительно
в 5 раз.
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