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О РАЗРЕШИМОСТИ

ПРОСТРАНСТВЕННО–НЕЛОКАЛЬНЫХ

КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ

АНАЛОГОВ УРАВНЕНИЯ БУССИНЕСКА

А. А. Алсыкова

Аннотация. Для аналога уравнения Буссинеска рассматриваются пространствен-
но-нелокальные краевые задачи с условиями Самарского. Для исследуемых задач
доказываются теоремы существования и единственности регулярных решений.

Ключевые слова: нелокальная краевая задача, уравнение Буссинеска, существо-
вание и единственность регулярных решений.

Пусть � — интервал (0,1) оси Ox, Q — прямоугольник �× (0, T ) конечной
высоты T , f(x, t), a(x, t), b(x, t), c(x, t), αi(t), βi(t) (i = 1, 2) — заданные при
x ∈ �, t ∈ [0, T ] функции.

Краевая задача I. Найти функцию u(x, t), являющуюся в прямоуголь-

нике Q решением уравнения

Lu(x, t) ≡ utt(x, t) − uxxtt(x, t) + a(x, t)uxx(x, t)

+ b(x, t)ux(x, t) + c(x, t)u(x, t) = f(x, t) (1)

и такую, что для нее выполняются условия

{
ux(0, t) = α1(t)u(0, t) + α2(t)u(1, t), 0 < t < 1,

ux(1, t) = β1(t)u(0, t) + β2(t)u(1, t), 0 < t < 1,
(2)

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0 при x ∈ �. (3)

Краевая задача II. Найти функцию u(x, t), являющуюся в прямоуголь-

нике Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняется условие (3),
а также условие

{
u(0, t) = α1(t)ux(0, t) + α2(t)u(1, t), 0 < t < 1,

ux(1, t) = β1(t)ux(0, t) + β2(t)u(1, t), 0 < t < 1.
(4)

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта БГУ, 2012.

c© 2014 Алсыкова А. А.
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Краевая задача III. Найти функцию u(x, t), являющуюся в прямоуголь-

нике Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняется условие (3),
а также условие

{
u(0, t) = α1(t)ux(0, t) + α2(t)ux(1, t), 0 < t < 1,

u(1, t) = β1(t)ux(0, t) + β2(t)ux(1, t), 0 < t < 1.
(5)

Уравнение (1) представляет собой аналог уравнения Буссинеска, возника-
ющего в теории длинных волн при описании волн в плазме и при описании
продольных колебаний в стержне (см., например, [1]). Разрешимость тех или
иных краевых и начально-краевых задач для уравнений вида (1) достаточно
хорошо изучена (см. [1–5]), в то время как о нелокальных задачах этого не
скажешь, можно отметить лишь работу [6], в которой изучались задачи с ин-
тегральными условиями весьма специфического вида, и статью [7], в которой
рассмотрены задачи с интегральными по пространственным переменным усло-
виями (уточним, что как в [6], так и в [7] доказано существование обобщенных
условий).

1. Разрешимость краевой задачи I

Пусть V — следующее пространство функций:

V =
{
v(x, t) : v(x, t) ∈ L2

(
0, T ;W 2

2 (�)
)
, vt(x, t) ∈ L2

(
0, T ;W 2

2 (�)
)
,

vtt(x, t) ∈ L2

(
0, T ;W 2

2 (�)
)
},

норму в этом пространстве определим естественным образом:

‖v‖V = ‖v‖L2(0,T ;W 2
2 (�)) + ‖vt‖L2(0,T ;W 2

2 (�)) + ‖vtt‖L2(0,T ;W 2
2 (�)).

Введем обозначение

F (x, t) = f(x, t) − a(x, t)uxx(x, t) − b(x, t)ux(x, t) − c(x, t)u(x, t).

При доказательстве разрешимости краевых задач будем использовать нера-
венство

v2(y, τ) ≤ δ20

1∫

0

v2
x(x, τ) dx +

(
1 +

1

δ20

) 1∫

0

v2(x, τ) dx, (6)

справедливое для любого произвольного положительного числа δ0 и любой точ-
ки y из отрезка [0, 1].

Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия:

a(x, t) ∈ L∞(Q), b(x, t) ∈ L∞(Q), c(x, t) ∈ L∞(Q), (7)

αi(t) ∈ C2([0, T ]), βi(t) ∈ C2([0, T ]), i = 1, 2, (8)

α1(t)ξ
2 + [α2(t) − β1(t)]ξη − β2(t)η

2 ≥ 0, t ∈ [0, T ], (ξ, η) ∈ R
2, (9)

λ0[α2(t) + β2(t)] 6= 2. (10)

Тогда для любой функции f(x, t) ∈ L2(Q) краевая задача I разрешима в про-

странстве V , притом единственным образом.

Доказательство. Покажем, что для решения краевой задачи I из про-
странства V имеют место «хорошие» априорные оценки (в дальнейшем эти
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оценки позволят применить метод продолжения по параметру). Рассмотрим
равенство

t∫

0

1∫

0

[uττ (x, τ) − uxxττ(x, τ) + a(x, τ)uxx(x, τ) + b(x, τ)ux(x, τ)

+ c(x, τ)u(x, τ)]uττ (x, τ) dxdτ =

t∫

0

1∫

0

f(x, τ)uττ (x, τ) dxdτ.

Интегрируя по частям, с учетом граничных условий нетрудно перейти от
данного равенства к следующему:

t∫

0

1∫

0

u2
ττ(x, τ) dxdτ +

t∫

0

1∫

0

u2
xττ(x, τ) dxdτ

+

t∫

0

[
α1(τ)u

2
ττ (0, τ) + (α2(τ) − β1(τ))uττ (1, τ)uττ (0, τ) − β2(τ)u

2
ττ (1, τ)

]
dτ

=

t∫

0

[−α1ττ (τ)u(0, τ)uττ (0, τ) − 2α1τ (τ)uτ (0, τ)uττ (0, τ) − α2ττ (τ)u(1, τ)uττ (0, τ)

− 2α2τ (τ)uτ (1, τ)uττ (0, τ) + β1ττ (τ)u(0, τ)uττ (1, τ) + 2β1τ (τ)uτ (0, τ)uττ (1, τ)

+β2ττ(τ)u(1, τ)uττ (1, τ)+2β2τ (τ)uτ (1, τ)uττ (1, τ)] dτ+

t∫

0

1∫

0

F (x, τ)uττ (x, τ) dxdτ,
(11)

где

F (x, τ) = f(x, τ) − a(x, τ)uxx(x, τ) − b(x, τ)ux(x, τ) − c(x, τ)u(x, τ).

Оценим правую часть (11). Для первого слагаемого, используя неравенство
Юнга, неравенство (6) и условия (7), (8), получаем∣∣∣∣∣∣

t∫

0

α1ττ (τ)u(0, τ)uττ (0, τ) dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ δ2

t∫

0

1∫

0

[
u2
xττ(x, τ) + u2

ττ(x, τ)
]
dxdτ

+
A

δ2

t∫

0

1∫

0

[
u2
x(x, τ) + u2(x, τ)

]
dxdτ.

Здесь δ — произвольное положительное число, A определяется функцией α1.
С помощью очевидного неравенства

t∫

0

1∫

0

u2 dxdτ ≤ T 2

t∫

0

τ∫

0

1∫

0

u2
ξξ dxdξdτ

имеем∣∣∣∣∣∣

t∫

0

α1ττ (τ)u(0, τ)uττ (0, τ) dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ δ2

t∫

0

1∫

0

[
u2
xττ(x, τ) + u2

ττ(x, τ)
]
dxdτ

+
AT 2

δ2

t∫

0

1∫

0

[
u2
xξξ(x, ξ) + u2

ξξ(x, ξ)
]
dxdτ.
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Оценив аналогично остальные слагаемые и проинтегрировав последнее слагае-
мое по частям, приходим к неравенству

t∫

0

1∫

0

u2
ττ(x, ξ) dxdτ +

t∫

0

1∫

0

u2
xττ(x, ξ) dxdτ

≤M1

t∫

0

τ∫

0

1∫

0

[
u2
ξξ(x, ξ) + u2

xξξ(x, ξ)
]
dxdξdτ +M2,

гдеM1 иM2 определяются функциями αi(t), βi(t), i = 0, 1, a(x, t), b(x, t) и c(x, t).
Из леммы Гронуолла вытекает оценка

t∫

0

1∫

0

u2
ττ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

u2
xττ dxdτ ≤M3.

Для получения второй оценки умножим уравнение (1), записанное в пере-
менных x и τ , на −uxxττ и проинтегрируем по переменной x от 0 до 1 и по
переменной τ от 0 до t:

t∫

0

1∫

0

u2
xxττ dxdτ =

t∫

0

1∫

0

uττuxxττ dxdτ −
t∫

0

1∫

0

Fuxxττ dxdτ,

где

F (x, τ) = f(x, τ) − a(x, τ)uxx(x, τ) − b(x, τ)ux(x, τ) − c(x, τ)u(x, τ).

Используя неравенства Юнга и Гёльдера, а также первую оценку, приходим к
следующему неравенству:

t∫

0

1∫

0

u2
xxττ dxdτ ≤M4

t∫

0

τ∫

0

1∫

0

u2
xxξξ dxdξdτ +M5.

Здесь постоянные M4 и M5 определяются функциями αi(t), βi(t), i = 0, 1,
a(x, t), b(x, t), c(x, t) и числом T .

Из этого неравенства лемма Гронуолла позволяет вывести вторую априор-
ную оценку:

t∫

0

1∫

0

u2
xxττ dxdτ ≤M5e

M4 ≤M6.

На основании полученных оценок можно сделать вывод, что норма функ-
ции u(x, t) в пространстве V ограничена постоянной:

‖u‖V ≤M7, (12)

где M7 определяется функциями αi(t), βi(t), i = 0, 1, a(x, t), b(x, t), c(x, t) и
числом T .

При доказательстве разрешимости краевой задачи будем использовать ме-
тод продолжения по параметру. Пусть λ — число из отрезка [0, 1]. Рассмотрим
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семейство краевых задач: найти функцию u(x, t), являющуюся в прямоуголь-

нике Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняется условие (3),
а также условие

{
ux(0, t) = λ[α1(t)u(0, t) + α2(t)u(1, t)], 0 < t < 1,

ux(1, t) = λ[β1(t)u(0, t) + β2(t)u(1, t)], 0 < t < 1.
(2λ)

Обозначим через � множество тех чисел λ из отрезка [0, 1], для которых
задача (1), (2λ), (3) разрешима в пространстве V для любой функции f(x, t)
из пространства L2(Q). Известно, что если множество λ непусто, открыто и
замкнуто, то оно совпадает со всем отрезком [0, 1] (см. [8]). Совпадение множе-
ства � с отрезком [0, 1] означает, что краевая задача (1)–(3) имеет решение из
пространства V .

Непустота множества � очевидна, так как число 0 принадлежит ему. Для
доказательства открытости множества � достаточно показать, что если λ0 ∈ �,
то при малой величине |λ̃| число λ = λ0 + λ̃ также принадлежит �.

Пусть v(x, t) — произвольно заданная функция из пространства V . Поло-
жим

ϕ(t) = λ̃[α1(t)v(0, t) + α2(t)v(1, t)],

ψ(t) = λ̃[β1(t)v(0, t) + β2(t)v(1, t)],

u0(x, t) =
[(1−λ0β2(t))x

2 − (2−λ0β2(t))x]ϕ(t) − [(1−λ0α2(t))x
2 + λ0α2(t)x]ψ(t)

λ0[α2(t) + β2(t)] − 2
.

Пусть

gv(x, t) = f(x, t) − Lu0(x, t).

Рассмотрим вспомогательную задачу: найти функцию w(x, t), являющуюся

в прямоугольнике Q решением уравнения

Lw(x, t) = gv(x, t) (1′)

и такую, что для нее выполняются условия (2λ0), (3).
Поскольку v(x, t) — функция из пространства V , имеет место Lu0 ∈ L2(Q),

и решение данной задачи также будет из этого пространства. Значит, возможно
определить оператор �, переводящий пространство V в себя: �(w) = v.

Пусть v1(x, t), v2(x, t) — две функции из пространства V , w1(x, t), w2(x, t) —
решения задачи (1′), (2λ0), (3) с функциями gv1(x, t) и gv2(x, t) соответственно.
Повторяя доказательство оценки (12), приходим к неравенству

‖�(w1) − �(w2)‖V ≤ |λ̃|M8‖v1 − v2‖L2(Q).

Если теперь число λ̃ взять настолько малым, что будет выполняться нера-
венство |λ̃|M8 ≤ 1, то оператор � будет сжимающим. Неподвижная точка этого
оператора и даст функцию w(x, t), являющуюся решением краевой задачи.

Для функции gw(x, t) определим функцию u(x, t):

u(x, t) = w(x, t)+
λ̃[(1 − λ0β2(t))x

2 − (2 − λ0β2(t))x][α1(t)w(0, t) + α2(t)w(1, t)]

λ0[α2(t) + β2(t)] − 2

+
λ̃[(1 − λ0α2(t))x

2 + λ0α2(t)x][β1(t)w(0, t) + β2(t)w(1, t)]

λ0[α2(t) + β2(t)] − 2
.
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Функция u(x, t) принадлежит пространству V и будет решением задачи

(1), (2λ), (3) для λ = λ0 + λ̃. Это означает, что число λ0 + λ̃ принадлежит � и
множество � открыто.

Докажем, что из оценки (12) следует замкнутость множества �. Пусть
λm — последовательность чисел из множества � такая, что λm → λ0 при m →
∞, um(x, t) — последовательность решений задачи (1), (2λm), (3). Положим
wmk(x, t) = um(x, t) − uk(x, t). Для функции wmk(x, t) выполняются равенства

Lwmk = 0,





wmkx(0, t) = λk[α1(t)wmk(0, t) + α2(t)wmk(1, t)]

+(λm − λk)[α1(t)um(0, t) + α2(t)um(1, t)],

wmkx(1, t) = λk[β1(t)wmk(0, t) + β2(t)wmk(1, t)]

+(λm − λk)[β1(t)um(0, t) + β2(t)um(1, t)],

wmk(x, 0) = wmkt(x, 0) = 0 при x ∈ �.

Отсюда следует, что последовательность umk(x, t) фундаментальна в про-
странстве V . Стало быть, существует u(x, t) ∈ V такая, что umk(x, t) → u(x, t)
при m → ∞ в пространстве V . Для функции u(x, t) выполняются уравнение
(1) и условия (2λ0), (3). Тем самым число λ0 принадлежит множеству �. При-
надлежность предельной точки множеству � означает, что � замкнуто.

Таким образом, множество � непусто, открыто и замкнуто. Следовательно,
оно совпадает со всем отрезком [0, 1]. Значит, краевая задача (1)–(3) разрешима
в пространстве V .

2. Разрешимость краевой задачи II

Теорема 2. Пусть выполняются условия (7)–(9) теоремы 1, а также усло-

вие

λ2
0[α1(t)β2(t) − α2(t)β1(t)] + λ0[α2(t) + β1(t) + β2(t)] 6= 1.

Тогда для любой функции f(x, t) ∈ L2(Q) краевая задача II разрешима в про-

странстве V и притом единственным образом.

Доказательство. Прежде всего заметим, что для решений задачи II
справедлива оценка (12) (устанавливается эта оценка дословным повторением
соответствующих рассуждений доказательства теоремы 1). Далее вновь вос-
пользуемся методом продолжения по параметру. Пусть по-прежнему λ — число
из отрезка [0, 1].

Рассмотрим семейство краевых задач: найти функцию u(x, t), являющуюся

в прямоугольнике Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняется

условие (3), а также условие

{
u(0, t) = λ[α1(t)ux(0, t) + α2(t)u(1, t)], 0 < t < 1,

ux(1, t) = λ[β1(t)ux(0, t) + β2(t)u(1, t)], 0 < t < 1.
(4λ)

Обозначим через � множество тех λ из отрезка [0, 1], для которых задача
(1), (4λ), (3) разрешима в пространстве V для любой функции f(x, t) из про-
странства L2(Q). Как говорилось ранее, если множество � непусто, открыто и
замкнуто, то оно совпадает со всем отрезком [0, 1]. Совпадение � с отрезком
[0, 1] означает, что краевая задача (1), (3), (4) имеет решение из пространства V .
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Непустота � очевидна, так как число 0 принадлежит ему. Для доказатель-
ства открытости множества � достаточно показать, что если λ0 ∈ �, то при
малой величине |λ̃| число λ = λ0 + λ̃ также принадлежит �.

Пусть v(x, t) — произвольно заданная функция из пространства V . Поло-
жим

ϕ1(t) = λ̃[α1(t)vx(0, t) + α2(t)v(1, t)],

ψ1(t) = λ̃[β1(t)vx(0, t) + β2(t)v(1, t)],

ū0(x, t) =
[λ0(β1(t) + (1 − x)β2(t)) − 1]ϕ1(t) − [x+ λ0[α1(t) + (1 − x)α2(t)]ψ1(t)

λ2
0[α1(t)β2(t) − α2(t)β1(t)] + λ0[α2(t) + β1(t) + β2(t)]] − 1

.

Пусть ḡv(x, t) = f(x, t) − Lū0(x, t). Рассмотрим вспомогательную задачу:
найти функцию w(x, t), являющуюся в прямоугольнике Q решением уравнения

Lw(x, t) = ḡv(x, t) (1′′)

и такую, что для нее выполняются условия (4λ0), (3).
Поскольку v(x, t) — функция из пространства V , то Lū0 ∈ L2(Q) и решение

данной задачи также будет из этого пространства. Следовательно, возможно
определить оператор �, переводящий пространство V в себя: �(w) = v.

Пусть v1(x, t), v2(x, t) — две функции из пространства V , w1(x, t), w2(x, t) —
решения задачи (1′′), (4λ0), (3) с функциями ḡv1(x, t) и ḡv2(x, t) соответственно.
Повторяя доказательство оценки (12), приходим к неравенству

‖�(w1) − �(w2)‖V ≤ |λ̃|M9‖v1 − v2‖L2(Q).

Если теперь число λ̃ взять настолько малым, что |λ̃|M9 ≤ 1, то оператор � бу-
дет сжимающим. Неподвижная точка этого оператора и даст функцию w(x, t),
являющуюся решением краевой задачи.

Для функции ḡw(x,t) определим функцию u(x, t):

u(x, t) = w(x, t) +
λ̃[λ0(β1(t) + (1 − x)β2(t)) − 1][α1(t)wx(0, t) + α2(t)w(1, t)]

λ2
0[α1(t)β2(t) − α2(t)β1(t)] + λ0[α2(t) + β1(t) + β2(t)]] − 1

+
λ̃[x+ λ0[α1(t) + (1 − x)α2(t)][β1(t)wx(0, t) + β2(t)w(1, t)]

λ2
0[α1(t)β2(t) − α2(t)β1(t)] + λ0[α2(t) + β1(t) + β2(t)]] − 1

.

Функция u(x, t) принадлежит пространству V и будет решением задачи (1),

(4λ), (3) для λ = λ0 + λ̃. Это означает, что число λ0 + λ̃ принадлежит множеству
� и множество � открыто.

Докажем, что из оценки (12) следует замкнутость �. Пусть λm — после-
довательность чисел из � такая, что λm → λ0 при m → ∞, um(x, t) — после-
довательность решений задачи (1), (4λm), (3). Положим wmk(x, t) = um(x, t) −
uk(x, t). Для функции wmk(x, t) выполняются равенства

Lwmk = 0,




wmk(0, t) = λk[α1(t)wmkx(0, t) + α2(t)wmk(1, t)]

+(λmx − λk)[α1(t)um(0, t) + α2(t)um(1, t)],

wmkx(1, t) = λk[β1(t)wmkx(0, t) + β2(t)wmk(1, t)]

+(λm − λk)[β1(t)umx(0, t) + β2(t)um(1, t)],

wmk(x, 0) = wmkt(x, 0) = 0 при x ∈ �.
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Тем самым последовательность umk(x, t) фундаментальна в пространстве V .
Стало быть, существует функция u(x, t) ∈ V такая, что umk(x, t) → u(x, t) при
m → ∞ в пространстве V . Для u(x, t) выполняются уравнение (1) и условия
(4λ0), (3). Это означает, что число λ0 принадлежит �. Принадлежность пре-
дельной точки множеству � означает, что � замкнуто.

Таким образом, множество � непусто, открыто и замкнуто. Следователь-
но оно совпадает со всем отрезком [0, 1]. Значит, краевая задача (1), (3), (4)
разрешима в пространстве V .

3. Разрешимость краевой задачи III

Теорема 3. Пусть выполняются условия (7)–(9) теоремы 1, а также усло-

вие

λ0[β1(t) + β2(t) − α1(t) − α2(t)] 6= 1.

Тогда для любой функции f(x, t) ∈ L2(Q) краевая задача III разрешима в про-

странстве V , притом единственным образом.

Доказательство проводится аналогично доказательству теорем 1 и 2, от-
личие состоит лишь в выборе функций

ϕ2(t) = λ̃[α1(t)vx(0, t) + α2(t)vx(1, t)],

ψ2(t) = λ̃[β1(t)vx(0, t) + β2(t)vx(1, t)],

ũ0(x, t) =
[x− 1 + λ0(β1(t) + β2(t))]ϕ2(t) − [1 + λ0[α1(t) + α2(t)]ψ2(t)

λ0[β1(t) + β2(t) − α1(t) − α2(t)] − 1
,

с помощью которых доказывается открытость соответствующего множества �.
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О КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

СМЕШАННОГО ТИПА

СО СПЕКТРАЛЬНЫМ ПАРАМЕТРОМ

И. Е. Егоров

Аннотация. В цилиндрической области пространства R
n+1 для уравнения сме-

шанного типа второго порядка со спектральным параметром изучается краевая
задача В. Н. Врагова. При определенных условиях на коэффициенты уравнения
установлены априорные оценки, которые позволяют доказать однозначную разре-
шимость краевой задачи в энергетическом классе. Получены достаточные условия
фредгольмовой разрешимости краевой задачи в энергетическом классе.

Ключевые слова: уравнение смешанного типа, априорная оценка, неравенство,
равенство, условия ортогональности.

В настоящее время изучению краевых задач для уравнения смешанного ти-
па со спектральным параметром посвящено довольно много работ [1–7]. Наи-
более полную библиографию по данной теме можно найти в [2, 5, 6]. Но боль-
шинство результатов получены для модельных уравнений смешанного типа со
спектральным параметром на плоскости.

В данной работе исследуется краевая задача для уравнения смешанного ти-
па со спектральным параметром в многомерном случае, которая впервые была
изучена В. Н. Враговым [3, 4, 8].

Пусть � — ограниченная область в R
n с границей S ∈ C1, �t = � × t для

0 ≤ t ≤ T , ST = S × (0, T ), Q = �× (0, T ).
В цилиндрической области Q рассмотрим уравнение смешанного типа

Lu− λu = f(x, t), (1)

где

Lu ≡ k(x, t)utt −
n∑

i,j=1

∂

∂xj
(aij(x)uxi) + a(x, t)ut + c(x)u,

λ — комплексное число.
Будем предполагать, что коэффициенты дифференциального оператора

L — вещественные достаточно гладкие функции в Q и выполнены условия

aij = aji,
n∑

i,j=1

aijξiξj ≥ ν|ξ|2, ξ ∈ R
n, ν > 0.

Введем множества

P±
0 = {(x, 0) : k(x, 0) ≷ 0, x ∈ �}, P±

T = {(x, T ) : k(x, T ) ≷ 0, x ∈ �}.

c© 2014 Егоров И. Е.
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Краевая задача. Найти решение уравнения (1) в области Q такое, что

u|ST = 0, u|t=0 = 0, ut|P+
0

= 0, ut|P−

T
= 0. (2)

Пусть CL — класс комплекснозначных функций из W 2
2 (Q), удовлетворяю-

щих условиям (2). Через CL∗ обозначим класс комплекснозначных функций из
W 2

2 (Q), удовлетворяющих сопряженным краевым условиям

v|ST = 0, v|
P

−

0
= 0, v|

P
+
T

= 0, [kvt + (kt − a)v]|t=T = 0, (2∗)

причем

L∗v ≡ k(x, t)vtt −
n∑

i,j=1

∂

∂xi
(aij(x)vxj ) + (2kt − a)vt + (c+ ktt − at)v.

Рассмотрим известное пространство Соболева W 1
2 (Q) со скалярным произ-

ведением

(u, v)1 =

∫

Q

[
uv̄ +

n∑

i=1

uxi v̄xi + utv̄t

]
dQ, ‖u‖2

1 = (u, u)1, u, v ∈ W 1
2 (Q),

и пространство L2(Q), в котором

(u, v) =

∫

Q

uv̄ dQ, ‖u‖2 = (u, u), u, v ∈ L2(Q).

Пусть W̃ 1
2 (Q) — пополнение класса CL по норме пространства Соболева

W 1
2 (Q), а Ŵ 1

2 (Q) — подпространство W 1
2 (Q), выделенное условиями

v|ST = 0, v|
P

−

0
= 0, v|

P
+
T

= 0.

Определение 1. Функцию u ∈ L2(Q) будем называть сильным решением

краевой задачи (1), (2), если существует последовательность функций um ∈ CL

таких, что

lim
m→∞

‖um − u‖ = lim
m→∞

‖Lum − λum − f‖ = 0, f ∈ L2(Q).

Определение 2. Функция u(x, t) ∈ W̃ 1
2 (Q) называется обобщенным реше-

нием краевой задачи (1), (2), если выполнено интегральное тождество

a(u, v) − λ(u, v) = (f, v) (3)

для любой функции v ∈ Ŵ 1
2 (Q), f ∈ L2(Q) и

a(u, v) ≡
∫

Q

[
− kutv̄t +

n∑

i,j=1

aijuxi v̄xj + (a− kt)utv̄ + cuv̄

]
dQ.

Аналогично даются определения сильного решения и обобщенного решения
сопряженной краевой задачи для уравнения L∗v−λ̄v = g, g ∈ L2(Q), с краевыми
условиями (2∗).

В силу равенства

(Lu, v) = (u, L∗v), u ∈ CL, v ∈ CL∗ ,

оператор L с областью определения CL допускает замыкание L = A в простран-
стве L2(Q). Введем множество

D(δ, γ, µ) =

{
λ ∈ C : Reλ ≤ µ− 1

δγ
(Imλ)2

}
.
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Лемма 1. Пусть выполнены условия

c(x) ≥ c0, a− 1

2
kt + γk ≥ δ > 0, γ > 0.

Тогда при λ ∈ D(δ, γ, c0) имеет место неравенство

‖u‖1 ≤ c1‖Au− λu‖, c1 > 0, (4)

для всех функций u ∈ D(A− λE).

Доказательство. Неравенство (4) достаточно установить для функций
u(x, t) из CL. Для функций u ∈ CL после интегрирования по частям с учетом
краевых условий (2) имеем

Re

∫

Q

(Lu− λu)e−2γtūt dQ =

∫

Q

e−2γt

[(
a− 1

2
kt + γk

)
|ut|2

+ γ
n∑

i,j=1

aijuxiūxj + (−Reλ+ c)γ|u|2 − (Imλ) Im(uūt)

]
dQ+

1

2

∫

P+
T

ke−2γT |ut|2 dx

− 1

2

∫

P−

0

k|ut|2 dx+
e−2γT

2

∫

�T

[
n∑

i,j=1

aijuxi ūxj + (−Reλ+ c)|u|2
]
dx.

Отсюда, используя неравенство Коши с ε и неравенство Пуанкаре — Фридрихса,
получим оценку (4). Лемма 1 доказана.

Из неравенства (4) следует, что D(A − λE) ⊆ W̃ 1
2 (Q). Рассмотрим множе-

ство D∗(δ2, γ, µ1, µ2) =
{
λ ∈ C : Reλ ≤ − 1

γµ1 − 1
δ2γ

e4γT (Imλ)2, Reλ ≤ −µ2

}
,

δ2 > 0, µ1 > 0, µ2 ≥ 0.

Лемма 2. Пусть выполнено условие

a− 3

2
kt + γk ≥ δ > 0, γ > 0,

и имеет место один из следующих случаев:

либо k(x, 0) ≥ 0, k(x, T ) < 0, либо k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0,

либо k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0, либо k(x, 0) ≥ 0, k(x, T ) > 0.

Тогда при λ ∈ D∗(δ2, γ, µ1, µ2) имеет место неравенство

‖v‖1 ≤ c2‖A∗v − λ̄v‖, c2 > 0, (5)

для всех функций v ∈ D(A∗ − λ̄E), причем параметры δ2, µ1, µ2 выбираются в

зависимости от вышеназванных случаев.

Доказательство. Для любой функции v(x, t) из CL∗ рассмотрим выра-
жение

I ≡ Re

∫

Q

e2γt(L∗v − λ̄v)(−ξv̄t + ηv̄) dQ,
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где ξ(t), η(t) — неотрицательные бесконечно дифференцируемые функции, ко-
торые в дальнейшем выбираются соответствующим образом. Интегрируя по
частям, имеем

I =

∫

Q

e2γt

{[(
a− 3

2
kt + γk

)
ξ − k

(
η − 1

2
ξt

)]
|vt|2

+

(
η+

1

2
ξt + γξ

) n∑

i,j=1

aijvxi v̄xj +

[(
−Reλ

(
η+

1

2
ξt + γξ

)
+ (c+ ktt − at)η

)]
|v|2

+ ξ Imλ Im(vtv̄) + [(kt − a− γk)η − kηt] Re(vtv̄) − (c+ ktt − at)ξRe(vtv̄)

}
dQ

− 1

2

∫

�

ke2γtξ|vt|2 dx
∣∣∣∣
t=T

t=0

− 1

2

∫

�

e2γtξ

[
n∑

i,j=1

aij v̄xivxj − Reλ|v|2
]
dx

∣∣∣∣
t=T

t=0

+

∫

�

ke2γtηRe(vtv̄) dx

∣∣∣∣
t=T

t=0

. (6)

1. Пусть имеют место неравенства k(x, 0) ≥ 0, k(x, T ) < 0. Выберем число
T0 так, что k(x, T ) ≤ −δ1 < 0, t ∈ [T0, T ], T0 < T .

Будем считать, что ξ(t) = 1, t ∈ [0, T0], и ξt ≤ 0, ξ(T ) = 0. Положим
η(t) = − 1

2 ξt + γ. Тогда в силу условия леммы 2 имеем

(
a− 3

2
kt + γk

)
ξ − k

(
η − 1

2
ξt

)
≥ δ2 = min{δ, δ1γ, νγ}.

В силу краевых условий (2*) и теоремы вложения справедливо неравенство

∣∣∣∣
∫

�T

ke2γTηRe(vtv̄) dx

∣∣∣∣ ≤ ε1

∫

Q

[
|vt|2 +

n∑

i=1

|vxi |2
]
dQ+ Cε1

∫

Q

|v|2 dQ, (7)

где ε1 = 1
2δ2. С другой стороны, имеем оценку

∣∣∣∣
∫

�0

k(x, 0)η(0)Re(vtv̄) dx

∣∣∣∣ ≤
1

4

∫

�0

k(x, 0)|vt|2 dx+

∫

�0

k(x, 0)η2(0)|v|2 dx. (8)

С учетом неравенств (7), (8) из соотношения (6) получаем

I ≥
∫

Q

{
δ2
8
|vt|2 +

1

2
νγ

n∑

j=1

|vxj |2 +

[
(−Reλ)γ − 1

δ2
e4γt(Imλ)2 − µ1

]
|v|2

}
dQ

+
1

2

∫

�0

(−Reλ− µ2)|v|2 dx, (9)

где

µ1 = max
Q

{(2/δ2)[|kt−a−γk|η+ |kηt|+ |c+ktt−at|]2e4γt+e2γt|c+ktt−at|η}+Cε1 ,

µ2 = 2 max
�

(k(x, 0)η2(0)).
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Для вывода априорной оценки (5) из (9) остается воспользоваться неравен-
ствами Пуанкаре — Фридрихса и Гёльдера.

2. При k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0 возьмем число t0 такое, что

k(x, t) ≤ −δ1 < 0, t ∈ [0, t0], 0 < t0 < T.

Пусть функция ξ(t) удовлетворяет условиям

ξ(0) = 0, ξt ≥ 0, ξ(t) = 1, t ∈ [t0, T ].

Положим ηt = 1
2ξt + γ. Снова используя неравенство Коши с ε из (6),

получим

I ≥
∫

Q

{
δ2
4
|vt|2 + νγ

n∑

j=1

|vxj |2 +

[
(−Reλ)γ − 1

δ2
e4γt(Im λ)2 − µ1

]
|v|2

}
dQ, (10)

где δ2 = min{δ, δ1γ} и µ2 = 0. Отсюда следует искомая априорная оценка
леммы 2.

3. При k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0 будем считать, что

k(x, t) ≤ −δ1 < 0, t ∈ [0, t0] ∪ [T0, T ].

Функция ξ(t) такова, что

ξ(0)=0, ξt ≥ 0, t ∈ [0, t0], ξ(t) = 1, t ∈ [t0, T0], ξt ≤ 0, t ∈ [T0, T ], ξ(T )=0.

Положим ηt = 1
2ξt + γ, 0 ≤ t ≤ t0, η(t) = γ, t ∈ [t0, T0], η(t) = − 1

2ξt + γ,
T0 ≤ t ≤ T . Тогда в силу условий леммы 2 имеем(

a− 3

2
kt + γk

)
− k

(
η − 1

2
ξt

)
≥ δ2 = min{δ, δ1γ, νγ}.

Из соотношения (6) в силу неравенства (7) получим неравенство (9) без гранич-
ного интеграла по �0, µ2 = 0. Из (9) вытекает оценка (5).

4. Пусть k(x, 0) ≥ 0, k(x, T ) > 0. В данном случае для получения априорной
оценки леммы 2 достаточно рассмотреть функции ξ(t) ≡ 1, η(t) ≡ 0.

Тогда из (6) следует неравенство (10), в котором δ2 = δ, µ2 = 0 и

µ1 =
e4γT

2δ
max
Q

|c+ ktt − at|2.

Лемма 2 доказана.

Теорема 1. Пусть выполнены условия лемм 1, 2 и λ ∈ D(δ, γ, c0)∩D∗(δ2, γ,
µ1, µ2). Тогда для любой функции f ∈ L2(Q) существует и притом единственное

сильное решение краевой задачи (1), (2) из D(A− λE).

Доказательство. Из априорной оценки (5) следует, что N(A∗− λ̄E) = 0.

Отсюда непосредственно имеем R(A− λE) = L2(Q). С другой стороны, в силу

априорной оценки (4) имеем равенство R(A − λE) = R(A− λE). Стало быть,
уравнение Au − λu = f везде разрешимо. Единственность искомого решения
следует из леммы 1. Теорема 1 доказана.

Отметим, что сильное решение краевой задачи (1), (2) из D(A − λE), га-
рантированное теоремой 1, является обобщенным решением краевой задачи (1),

(2) из пространства W̃ 1
2 (Q).

Краевая задача, сопряженная к задаче (1), (2), имеет вид

L∗v − λ̄v = g(x, t), (x, t) ∈ Q, (1∗)

с краевыми условиями (2*).
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Теорема 2. Пусть выполнены условия лемм 1, 2 и λ ∈ D(δ, γ, c0)∩D∗(δ2, γ,
µ1, µ2). Тогда для любой функции g ∈ L2(Q) существует и притом единственное

сильное решение краевой задачи (1∗), (2∗) из D(A∗ − λ̄E).

Доказательство теоремы 2 проводится аналогично доказательству тео-
ремы 1. Заметим, что при более сильных ограничениях на коэффициенты урав-
нения (1) и на поверхность S результаты теоремы теоремы 1 в вещественном
случае получены В. Н. Враговым [8].

Следуя [2], введем энергетические классы

V 1
L (Q) = D(A− λE), V 1

L∗(Q) = D(A∗ − λ̄E)

для операторов Aλ = A− λE, A∗
λ = A∗ − λ̄E.

Лемма 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда имеет место равен-

ство
(
A−1

λ

)∗
= (A∗

λ)−1.

Доказательство. В силу теорем 1 и 2 справедливо равенство

(Aλu, v) = (u,A∗
λv), u ∈ V 1

L (Q), v ∈ V 1
L∗(Q).

В этом равенстве положим ϕ = Aλu, ψ = A∗
λv. На основании теорем 1 и 2 оно

принимает вид

(ϕ, (A∗
λ)−1ψ) =

(
A−1

λ ϕ, ψ
)

=
(
ϕ,

(
A−1

λ

)∗
ψ

)
, ϕ, ψ ∈ L2(Q),

откуда (A∗
λ)−1ψ =

(
A−1

λ

)∗
ψ, ψ ∈ L2(Q). Лемма 3 доказана.

Теорема 3. Пусть выполнены условия лемм 1, 2. Тогда имеют место сле-

дующие утверждения.

1. Тогда краевая задача (1), (2) однозначно разрешима в V 1
L (Q) кроме не

более чем счетного множества {λk}, причем единственной предельной для {λk}
точкой может быть λ = ∞. Наряду с λk в спектр краевой задачи (1), (2)

входит λ̄k. При значениях λ = λk из спектра задачи (1), (2) однородная краевая

задача (1), (2) имеет нетривиальные решения в V 1
L (Q), причем каждому λk

соответствует конечное число nk линейно независимых решений.

2. Числа {λk}, {λ̄k} являются собственными значениями сопряженной кра-

евой задачи (1∗), (2∗), причем λ̄k имеет кратность nk и соответствующие соб-

ственные функции vkj , j = 1, nk, принадлежат V 1
L∗ . Для разрешимости краевой

задачи (1), (2) при λ = λk необходимо и достаточно выполнения условий орто-

гональности (f, vkj ) = 0, j = 1, nk.

Доказательство. Краевая задача (1), (2) эквивалентна операторному
уравнению

Aλ0u ≡ Au − λ0u = (λ− λ0)u + f. (11)

При λ0 ∈ D(δ, γ, c0) ∩D∗(δ2, γ, µ1, µ2) оператор Aλ0 по теореме 1 имеет ограни-
ченный обратный A−1

λ0
, действующий из L2(Q) в V 1

L (Q). Поэтому операторное

уравнение (11) эквивалентно уравнению

u = (λ − λ0)A
−1
λ0
u+A−1

λ0
f. (12)

В силу вполне непрерывности вложения V 1
L (Q) в L2(Q) заключаем, что A−1

λ0
—

вполне непрерывный оператор из L2(Q) в L2(Q). Тем самым доказано утвер-
ждение 1 теоремы 3.
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Заметим, что сопряженная краевая задача (1*), (2*) эквивалентна опера-
торному уравнению

v = (λ̄− λ̄0)(A
∗
λ0

)−1v + (A∗
λ0

)−1g. (12∗)

В силу леммы 3 однородное уравнение (12*) является сопряженным к однород-
ному уравнению (12).

Для разрешимости уравнения (12) при λ = λk необходимо и достаточно
выполнения условий ортогональности

(
A−1

λ0
f, vkj

)
= 0, j = 1, nk.

Отсюда получаем

0 =
(
f,

(
A−1

λ0

)∗
vkj

)
= (f, (A∗

λ0
)−1vkj ) =

1

λ̄k − λ̄0

(f, vkj ).

Теорема 3 доказана.
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ЗАДАЧА СОПРЯЖЕНИЯ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ

НЕКЛАССИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА. II

А. И. Кожанов, Е. Ф. Шарин

Аннотация. Данная работа является продолжением работы авторов [1] и посвя-
щена исследованию разрешимости задач сопряжения (обобщенных задач дифрак-
ции) для неклассических дифференциальных уравнений составного типа высокого
порядка. Для изучаемых задач доказываются теоремы существования и единствен-
ности регулярных решений.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение составного типа высокого по-
рядка, задача сопряжения, регулярное решение, сущеcтвование, единственноть.

Введение

В [1] изучались задачи сопряжения (обобщенные задачи дифракции) для
дифференциальных уравнений

(−1)p+1D2p
t u− h(x)uxx + c(x, t)u = f(x, t) (∗)

(D2p
t = ∂2p

∂t2p , p ≥ 1) в случае строго положительной функции h(x), непрерывной
всюду за исключением, быть может, одной внутренней точки области определе-
ния. В настоящей работе будут изучаться аналогичные задачи для уравнения
составного типа

(−1)p+1D2p
t (u− g(x)uxx) − h(x)uxx + c(x, t)u = f(x, t) (∗∗)

в случае строго положительной функции g(x) и функции h(x), уже не обяза-
тельно положительной. Уточним, что необходимые краевые условия для урав-
нений (∗∗) будут аналогичны краевым условиям, предложенным для уравне-
ний (∗) в [2–4].

Задачи сопряжения, или обобщенные задачи дифракции, изучаются в ма-
тематике и в математическом моделировании с давних времен — см., например,
работы [5–17]. Заметим также следующее. Задачи с условиями сопряжения
(склейки) естественным образом возникают в теории уравнений смешанного
типа; их изучению посвящено очень много работ, из которых отметим статьи и
монографии [18–33] (хотя на самом деле можно указать гораздо больше статей).
Наконец, заметим, что для неклассических дифференциальных уравнений за-
дачи сопряжения, помимо упомянутой выше статьи [1], изучались в работах
[34–37].

В [1] вначале предлагалась задача сопряжения в общем виде, однако тре-
бования на коэффициенты были такими, что в действительности выделялись
четыре специальных случая, и именно эти четыре случая и изучались. В на-
стоящей работе сразу будут рассматриваться специальные случаи.

c© 2014 Кожанов А. И., Шарин Е. Ф.
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1. Постановка задач

Пусть � — интервал (−1, 1) оси Ox, Q — прямоугольник �× (0, T ), 0 < T <
+∞. Далее, пусть g(x), h(x), c(x, t) и f(x, t) — заданные функции, определенные
при x ∈ �, t ∈ [0, T ], причем g(x) строго положительна при x ∈ �, ai, bi, ci, di,

i = 1, 4 — заданные действительные числа. Обозначим Dk
t = ∂k

∂tk . Пусть L —
дифференциальный оператор, действие которого на заданной функции v(x, t)
определяется равенством

Lv = (−1)p+1D2p
t (v − g(x))vxx − h(x)vxx + c(x, t)v

(здесь p ≥ 1 — натуральное число).

Обозначим Q1 = (−1, 0) × (0, T ), Q2 = (0, 1) × (0, T ), Q0 = Q1 ∪Q2.

Задача сопряжения I. Найти функцию u(x, t), являющуюся на множе-

стве Q0 решением уравнения

Lu = f(x, t) (1)

и такую, что для нее выполняются краевые условия

Dk
t u(x, t)

∣∣
t=0

= 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), k = 0, . . . , p, (2)

Dk
t u(x, t)

∣∣
t=T

= 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), k = 1, . . . , p− 1 (3)

(в случае p = 1 данные условия отсутствуют),

u(−1, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (4)

а также условия сопряжения

u(−0, t) = a1ux(−0, t) + b1ux(+0, t), t ∈ (0, T ), (5)

u(+0, t) = c1ux(−0, t) + d1ux(+0, t), t ∈ (0, T ). (6)

Задача сопряжения II. Найти функцию u(x, t), являющуюся на множе-

стве Q0 решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются краевые

условия (2)–(4), а также условия сопряжения

u(−0, t) = a2u(+0, t) + b2ux(−0, t), t ∈ (0, T ), (7)

ux(+0, t) = c2u(+0, t) + d2ux(−0, t), t ∈ (0, T ). (8)

Задача сопряжения III. Найти функцию u(x, t), являющуюся на мно-

жестве Q0 решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются краевые

условия (2)–(4), а также условия сопряжения

u(+0, t) = a3u(−0, t) + b3ux(+0, t), t ∈ (0, T ), (9)

ux(−0, t) = c3u(−0, t) + d3ux(+0, t), t ∈ (0, T ). (10)
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Задача сопряжения IV. Найти функцию u(x, t), являющуюся на мно-

жестве Q0 решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются краевые

условия (2)–(4), а также условия сопряжения

ux(−0, t) = a4u(−0, t) + b4u(+0, t), t ∈ (0, T ), (11)

ux(+0, t) = c4u(−0, t) + d4u(+0, t), t ∈ (0, T ). (12)

Заметим, что задачи II и III соответствуют классическим задачам дифрак-
ции, в которых задаются условия сопряжения решения и градиента решения.

Определим пространство, в котором будут изучаться свойства единствен-
ности и существования решений задач сопряжения I–IV. Именно, положим

Vm =
{
v(x, t) : v(x, t) ∈ W 2,m

2,x,t(Q1), v(x, t) ∈W 2,m
2,x,t(Q2),

vxx(x, t) ∈ W 2,m
2,x,t(Q1), vxx(x, t) ∈W 2,m

2,x,t(Q2)
}
.

Нормируем пространство Vm:

‖v‖Vm =
(
‖v‖2

W 2,m
2,x,t(Q1)

+ ‖vxx‖2
W 2,m

2,x,t(Q1)
+ ‖v‖2

W 2,m
2,x,t(Q2)

+ ‖vxx‖2
W 2,m

2,x,t(Q2)

) 1
2 .

Очевидно, что пространство Vm с такой нормой есть банахово пространство.

2. Единственность решений

Всюду ниже будем считать, что для функций g(x) и h(x) существуют ко-
нечные значения g(−0), g(+0), h(−0) и h(+0). Положим

h1(x) =

{
h(x) при x ∈ [−1, 0),

h(−0) при x = 0,
h2(x) =

{
h(x) при x ∈ (0, 1),

h(+0) при x = 0,

g1(x) =

{
g(x) при x ∈ [−1, 0),

g(−0) при x = 0,
g2(x) =

{
g(x) при x ∈ (0, 1),

h(+0) при x = 0,

ϕ1(x) =
h1(x)

g1(x)
, ϕ2(x) =

h2(x)

g2(x)
.

Пусть функции ϕ1(x) и ϕ2(x) представлены в виде

ϕ1(x) = ϕ10(x) + ϕ11(x), ϕ2(x) = ϕ20(x) + ϕ21(x).

Обозначим

ḡ11 = max
−1≤x≤0

g1(x), ḡ21 = max
0≤x≤1

g2(x), C1 = min
Q1

c(x, t)

g1(x)
, C2 = min

Q2

c(x, t)

g2(x)
,

k1 = sup
−1≤x≤0

|ϕ11(x)|, k2 = sup
0≤x≤1

|ϕ21(x)|,

m1 = sup
−1≤x≤0

|ϕ′
1(x)|, m2 = sup

0≤x≤1
|ϕ′

2(x)|.

Для функций v(x, t), принадлежащих пространству V2p и таких, что для них
выполняются условия (2), справедливы неравенства

∫

Q1

v2 dxdt ≤M0

∫

Q1

(
Dp

t v
)2
dxdt,

∫

Q2

v2 dxdt ≤M0

∫

Q2

(
Dp

t v
)2
dxdt, (13)
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∫

Q1

v2
t dxdt ≤M1

∫

Q1

(
Dp

t v
)2
dxdt+M2

∫

Q1

v2 dxdt, (14)

∫

Q2

v2
t dxdt ≤ N1

∫

Q2

(
Dp

t v
)2
dxdt+N2

∫

Q2

v2 dxdt, (15)

в которых число M0 определяется лишь числом T , числа M1 и N1 — либо произ-
вольные положительные числа, и тогда числа M2 и N2 определяются числами
M1 и N1 соответственно, а также числом T , либо же числа M1 и N1 суть вели-
чины, определяющиеся числом T , и тогда M2 = 0, N2 = 0.

Пусть λ0 есть фиксированное число из промежутка [T,+∞). Положим

A1 = 2p− 1 − k1M−(λ0 − T )k1M0T −m1M0T,

A2 =
2p− 1

ḡ11
−m1M1T, A3 = C1 −

m1M2T

2
,

B1 = 2p− 1 − k2M0 − (λ0 − T )k2M0T −m2M0T,

B2 =
2p− 1

ḡ21
−m2N1T, B3 = C2 −

m2N2T

2
.

Теорема 1. Пусть выполняются условия

g1(x) ∈ C1([−1, 0]), g2(x) ∈ C1([0, 1]), 0 < ḡ01 ≤ g1(x) ≤ ḡ11

при x ∈ [−1, 0], 0 < ḡ02 ≤ g2(x) ≤ ḡ21 при x ∈ [0, 1];
(16)

h1(x) ∈ C1([−1, 0]), h2(x) ∈ C1([0, 1]); (17)

ϕ10(x) ≥ 0 при x ∈ [−1, 0], ϕ2(x) ≥ 0 при x ∈ [0, 1]; (18)

c(x, t) ∈ C1(Q), c(x, t) ≥ 0, ct(x, t) ≤ 0 при (x, t) ∈ Q; (19)

a1 ≤ 0, b1c1 ≤ 0, d1 ≥ 0, a1d1 − b1c1 ≤ 0; (20)

ϕ1(0) ≥ 0, ϕ2(0) ≥ 0, b1[ϕ1(0) − ϕ2(0)] = 0; если c1 6= 0,

то квадратичная форма − a1ϕ1(0)ξ2 − 2b1ϕ2(0)ξη − b1d1ϕ2(0)

c1
η2

неотрицательно определена при (ξ, η) ∈ R
2; (21)

Ai ≥ 0, Bi ≥ 0, i = 1, 3, A2
1 +A2

2 +A2
3 > 0, B2

1 +B2
2 +B2

3 > 0. (22)

Тогда задача сопряжения I не может иметь в пространстве V2p более одного

решения.

Доказательство. Пусть вначале выполняется b1 6= 0, c1 6= 0, и пусть
f(x, t) — тождественно нулевая в Q функция. Рассмотрим равенство

∫

Q1

λ0 − t

g(x)
Lu · ut dxdt + γ

∫

Q2

λ0 − t

g(x)
Lu · ut dxdt = 0, (23)

в котором γ — число − b1
c1

, а λ0 зафиксировано выше. Интегрируя по частям и

используя условия (2)–(4), получим следствие из (23):

2p− 1

2

∫

Q1

1

g(x)

(
Dp

t u
)2
dxdt+

2p− 1

2

∫

Q1

(
Dp

t ux
)2
dxdt
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+
γ(2p− 1)

2

∫

Q2

1

g(x)

(
Dp

t u
)2
dxdt+

γ(2p− 1)

2

∫

Q2

(
Dp

t ux
)2
dxdt

+
1

2

∫

Q1

ϕ10(x)u
2
x dxdt +

γ

2

∫

Q2

ϕ20(x)u
2
x dxdt

+

∫

Q1

c(x, t) − (λ0 − t)ct(x, t)

g(x)
u2 dxdt+ γ

∫

Q2

c(x, t) − (λ0 − t)ct(x, t)

g(x)
u2 dxdt

+
λ0 − T

2

0∫

−1

1

g(x)

[
Dp

t u(x, T )
]2
dx+

λ0 − T

2

0∫

−1

[
Dp

t ux(x, T )
]2
dx

+
γ(λ0 − T )

2

1∫

0

1

g(x)

[
Dp

t u(x, T )
]2
dx+

γ(λ0 − T )

2

1∫

0

[
Dp

t ux(x, T )
]2
dx

+
λ0 − T

2

0∫

−1

c(x, t)

g(x)
u2(x, T ) dx+

γ(λ0 − T )

2

1∫

0

c(x, t)

g(x)
u2(x, T ) dx

+

T∫

0

{
−a1

2

[
Dp

t ux(−0, t)
]2

+ γc1D
p
t ux(+0, t)Dp

t ux(−0, t)

+
γd1

2

[
Dp

t ux(+0, t)
]2

}
dt− a1(λ0 − T )

2

[
Dp

t ux(−0, T )
]2

+ γc1(λ0 − T )Dp
tux(+0, T )Dp

tux(−0, T ) +
γd1(λ0 − T )

2

[
Dp

t ux(+0, T )
]2

+ (p− 1)

T∫

0

{
−a1

[
Dp

t ux(−0, t)
]2

+ (γc1 − b1)D
p
t ux(+0, t)Dp

tux(−0, t)

+ γd1

[
Dp

t ux(+0, t)
]2}

dt+
λ0 − T

2

0∫

−1

ϕ10(x)u
2
x(x, T ) dx

+
γ(λ0 − T )

2

1∫

0

ϕ20(x)u
2
x(x, T ) dx+

T∫

0

{
−a1ϕ1(0)

2
u2
x(−0, t)

+ γc1ϕ2(0)ux(+0, t)ux(−0, t) +
γd1ϕ2(0)

2
u2
x(+0, t)

}
dt

− a1ϕ1(0)

2
u2
x(−0, T ) + γc1ϕ2(0)ux(+0, T )ux(−0, T ) +

γd1ϕ2(0)

2
u2
x(+0, T )

= −1

2

∫

Q1

ϕ11(x)u
2
x dxdt−

γ

2

∫

Q2

ϕ21(x)u
2
x dxdt−

∫

Q1

(λ0 − t)ϕ′
1(x)uxut dxdt

− γ

∫

Q2

(λ0 − t)ϕ′
2(x)uxut dxdt −

λ0 − T

2

0∫

−1

ϕ11(x)u
2
x(x, T ) dx
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− γ(λ0 − T )

2

1∫

0

ϕ21(x)u
2
x(x, T ) dx. (24)

Правая часть (24) с помощью неравенств (13)–(15), элементарных неравенств

0∫

−1

u2
x(x, T ) dx ≤ T

∫

Q1

u2
xt dxdt,

1∫

0

u2
x(x, T ) dx ≤ T

∫

Q2

u2
xt dxdt,

а также неравенства Юнга оценивается величиной

[
k1M0

2
+

(λ0 − T )k1M0T

2
+
m1M0T

2

] ∫

Q1

[
Dp

t ux
]2
dxdt

+
m1M1T

2

∫

Q1

[
Dp

t u
]2
dxdt+

m1M2T

2

∫

Q1

u2 dxdt

+ γ

[
k2M0

2
+

(λ0 − T )k2M0T

2
+
m2M0T

2

] ∫

Q2

[
Dp

t ux
]2
dxdt

+
γm2N1T

2

∫

Q2

[
Dp

t u
]2
dxdt +

γm2N2T

2

∫

Q2

u2 dxdt.

Учитывая эту оценку, используя условия (16)–(21), поучим, что следствием (23)
будет неравенство

A1

2

∫

Q1

[
Dp

t ux
]2
dxdt +

A2

2

∫

Q1

[
Dp

t u
]2
dxdt+A3

∫

Q1

u2 dxdt

+
γB1

2

∫

Q2

[
Dp

t ux
]2
dxdt+

γB2

2

∫

Q2

[
Dp

t u
]2
dxdt + γB3

∫

Q2

u2 dxdt ≤ 0. (25)

Согласно (22) из этого неравенства следует, что u(x, t) ≡ 0 в Q1, u(x, t) ≡ 0 в
Q2.

Пусть теперь выполняется b1 = 0. Тогда задача I в прямоугольнике Q1

представляет собой самостоятельную задачу; анализируя для решения u(x, t)
этой задачи равенство ∫

Q1

λ0 − t

g(x)
Lu · ut dxdt = 0 (26)

и используя условия теоремы, получим u(x, t) ≡ 0 в Q1. Условие (6) теперь по-
рождает самостоятельную задачу в прямоугольнике Q2; анализируя равенство

∫

Q2

λ0 − t

g(x)
Lu · ut dxdt = 0 (27)

и используя условия теоремы, получим u(x, t) ≡ 0 в Q2.

В случае c1 = 0 рассуждения аналогичны.
Теорема полностью доказана.
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Теорема 2. Пусть выполняются условия (16)–(19), (22) теоремы 1, а также

условия

b2 ≤ 0, c2 ≥ 0, a2d2 ≥ 0; (28)

ϕ1(0) ≥ 0, ϕ2(0) ≥ 0, a2[ϕ1(0) − ϕ2(0)] = 0. (29)

Тогда задача сопряжения II не может иметь в пространстве V2p более одного

решения.

Доказательство теоремы 2 проводится вполне аналогично доказатель-
ству теоремы 1 — именно с помощью анализа равенства (23), в котором γ есть
число a2

d2
в случае a2 6= 0, d2 6= 0, или же с помощью анализа равенств (26) или

(27) в случае a2 = 0 или d2 = 0.

Теорема 3. Пусть выполняются условия (16)–(19), (22) теоремы 1, а также

условия

b3 ≥ 0, c3 ≤ 0, a3d3 ≥ 0; (30)

ϕ1(0) ≥ 0, ϕ2(0) ≥ 0, d3[ϕ1(0) − ϕ2(0)] = 0. (31)

Тогда задача сопряжения III не может иметь в пространстве V2p более одного

решения.

При доказательстве этой теоремы используется равенство (23), в котором
γ есть число a3

d3
.

Теорема 4. Пусть выполняются условия (16)–(19), (22) теоремы 1, а также

условия

a4 ≤ 0, b4c4 ≤ 0, d4 ≥ 0, b4c4 ≤ a4d4; (32)

ϕ1(0) ≥ 0, ϕ2(0) ≥ 0, b4[ϕ1(0) − ϕ2(0)] = 0. (33)

Тогда задача сопряжения IV не может иметь в пространстве V2p более одного

решения.

Для доказательства теорем 3 и 4 вновь используется равенство (23) с чис-
лами γ = a3

d3
и − b4

c4
соответственно, либо же по отдельности равенства (26) или

(27).

Замечание. Условия (28), (30) и (32) можно ослабить, если потребовать
выполнения неравенств

ϕ1(x) ≥ m01 > 0 при x ∈ [−1, 0], ϕ2(x) ≥ m02 > 0 при x ∈ [0, 1]

(именно такая ситуация рассматривается в [1]).

3. Существование решений

Для доказательства разрешимости задач сопряженя I–IV, как и в [1], будем
использовать метод продолжения по параметру.

Следуя [1], рассмотрим вначале задачу сопряжения II.

Теорема 5. Пусть выполняются условия (16)–(19), (22), (28) и (29). Тогда

для любой функции f(x, t) из пространств L2(Q) задача сопряжения II разре-

шима в пространстве V2p.

Доказательство. Пусть µ — число из отрезка [0, 1]. Рассмотрим семей-
ство задач: найти функцию u(x, t), являющуюся на множестве Q решением

уравнения

Lµu ≡ (−1)p+1D2p
t (u− g(x)uxx) − µ[h(x)uxx + c(x, t)u] = f (1µ)
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и такую, что для нее выполняются условия (2)–(4), а также условия

u(−0, t) = µ[a2u(+0, t) + b2ux(−0, t)], t ∈ (0, T ), (7µ)

ux(+0, t) = µ[c2u(+0, t) + d2ux(−0, t)], t ∈ (0, T ). (8µ)

Заметим, что при µ = 0 данная задача разрешима в пространстве V2p — это сле-
дует из того, что задача (10), (2)–(4), (70), (80) распадается на две независимые
задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений по переменной t и по
переменной x, разрешимость каждой из которых очевидна. Согласно теореме о
методе продолжения по параметру [38], задача (1µ), (2)–(4), (7µ), (8µ) будет раз-
решима в пространстве V2p при всех µ из отрезка [0, 1], если для всевозможных
решений u(x, t) этой задачи имеет место равномерная по µ априорная оценка

‖u‖V2p ≤ R0 (34)

с постоянной R0, определяющейся лишь коэффициентами оператора L, числом
T , а также нормой функции f(x, t) в пространстве L2(Q).

Покажем наличие искомой оценки.
Путь выполняется a2 6= 0, d2 6= 0. Рассмотрим равенство

∫

Q1

λ0 − t

g(x)
Lu · ut dxdt + γ

∫

Q2

λ0 − t

g(x)
Lu · ut dxdt

=

∫

Q1

λ0 − t

g(x)
f · ut dxdt+ γ

∫

Q2

λ0 − t

g(x)
f · ut dxdt

(λ0 и γ определены при доказательстве теоремы 2).
Повторяя выкладки, которые были проделаны при анализе равенства (23),

используя условия (2)–(4), (7µ), (8µ), условия теоремы и применяя неравенство
Юнга, нетрудно получить первую априорную оценку для решений u(x, t) зада-
чи (1µ), (2)–(4), (7µ), (8µ):

∫

Q1

(
Dp

t ux
)2
dxdt+

∫

Q2

(
Dp

t ux
)2
dxdt ≤ R1; (35)

постоянная R1 в этой оценке определяется лишь коэффициентами оператора L,
числом T , а также нормой функции f(x, t) в пространствеL2(Q). На следующем
шаге рассмотрим равенство

∫

Q1

λ0 − t

g(x)
Lu · uxxt dxdt+ γ

∫

Q2

λ0 − t

g(x)
Lu · uxxt dxdt

=

∫

Q1

λ0 − t

g(x)
f · uxxt dxdt + γ

∫

Q2

λ0 − t

g(x)
f · uxxt dxdt.

Вновь интегрируя по частям, используя условия (2)–(4), (7µ), (8µ), условия
теоремы и применяя неравенство Юнга, получаем, что для решений u(x, t) за-
дачи (1µ), (2)–(4), (7µ), (8µ) будет выполняться оценка

∫

Q1

(Dp
t uxx)

2 dxdt +

∫

Q2

(Dp
t uxx)

2 dxdt ≤ R2 (36)
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c постоянной R2, определяющейся лишь коэффициентами оператора L, числом
T и нормой функции f(x, t) в пространстве L2(Q).

Анализируя теперь равенство

∫

Q1

Lu ·D2p
t uxx dxdt+ γ

∫

Q2

Lu ·D2p
t uxx dxdt

=

∫

Q1

f ·D2p
t uxx dxdt+ γ

∫

Q2

f ·D2p
t uxx dxdt,

используя условия теоремы, оценки (35) и (36), применяя неравенство Юнга,
получим, что имеет место оценка

∫

Q1

(
D2p

t uxx
)2
dxdt +

∫

Q2

(
D2p

t uxx
)2
dxdt ≤ R3 (37)

c постоянной R3, вновь определяющейся коэффициентами оператора L, числом
T и нормой функции f(x, t) в пространстве L2(Q).

Из оценок (35)–(37) следует, что имеет место искомая оценка (34). Как
уже говорилось выше, справедливость этой оценки означает разрешимость за-
дачи (1µ), (2)–(4), (7µ), (8µ) при всех µ из отрезка [0, 1] — в частности, и при
µ = 1.

Итак, в случае a2 6= 0, d2 6= 0 требуемое утверждение доказано. Если же
a2 = 0 или d2 = 0, то в одном из прямоугольников Q1 или Q2 (или же и в Q1,
и в Q2) задача сопряжения II становится обычной начально-краевой задачей,
разрешимость которой вновь вытекает из априорной оценки (34) и теоремы
о методе продолжения по параметру (сама по себе оценка выводится вполне
аналогично выводу оцени (34), но вначале в соответствующем прямоугольнике
Q1 или Q2, затем в другом).

Из проведенных рассуждений следует, что в случае a2 = 0 или d2 = 0
задача сопряжения II также будет разрешима в пространстве V2p.

Теорема полностью доказана.

Теорема 6. Пусть выполняются условия (16)–(19), (21), (30) и (31). То-

гда для любой функции f(x, t) из пространств L2(Q) задача сопряжения III
разрешима в пространстве V2p.

Доказательство теоремы проводится вполне аналогично доказатель-
ству теоремы 5 — именно, с помощью теоремы о методе продолжения по па-
раметру и априорных оценок.

Теорема 7. Пусть выполняются условия (16)–(22). Тогда для любой функ-

ции f(x, t) из пространства L2(Q) задача сопряжения I разрешима в простран-

стве V2p.

Теорема 8. Пусть выполняются условия (16)–(19), (22), (32) и (33). То-

гда для любой функции f(x, t) из пространств L2(Q) задача сопряжения IV
разрешима в пространстве V2p.

Доказательство теорем 7 и 8 проводится вполне аналогично доказательству
соответствующих теорем в [1] — именно, с помощью теорем 5 и 6 о разрешимости
задач сопряжения II и III.
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ

ЗАДАЧИ СТЕФАНА МЕТОДОМ ВВЕДЕНИЯ

РАСПРЕДЕЛЕННОГО ИСТОЧНИКА ТЕПЛОТЫ

Е. А. Крылова

Аннотация. Рассматривается двухфазная обратная задача Стефана по восстанов-
лению правой части уравнения теплопроводности от времени при известном рас-
пределении по пространству. Предложен новый способ учета теплоты фазового пе-
рехода путем введения распределенного в окрестности межфазовой границы источ-
ника тепла. Построен вычислительный алгоритм, основанный на преобразовании
исходной задачи к краевой задаче для нагруженного уравнения теплопроводности.
Приведены примеры численных расчетов.

Ключевые слова: теплота фазового перехода, распределенный источник тепла,
задача Стефана, краевая задача для нагруженного уравнения, обратная задача,
восстановление правой части уравнения теплопроводности, сеточная задача, раз-
ностная схема.

Введение

Задачи по восстановлению неизвестных источников тепла по дополнитель-
ным измерениям температуры в отдельных точках являются одними из основ-
ных в теории обратных задач математической физики [1–3]. Во многих случаях
неизвестной является зависимость правой части от времени. Для приближен-
ного решения задач восстановления неизвестной правой части используются
различные подходы, которые базируются на методах регуляризации [4].

В ряде исследований [5, 6] численные алгоритмы приближенного решения
обратной задачи основаны на преобразовании исходной задачи к краевой задаче
для нагруженного уравнения теплопроводности, в которых за счет специальной
организации вычислений решение обратной задачи сводится к решению двух
прямых задач. Данная методика использована в работе [7] для численного ре-
шения простейшей одномерной по пространству однофазной обратной задачи
по восстановлению переменной интенсивности источников тепла при известном
их распределении по пространству.

В работе рассматривается задача по восстановлению зависимости правой
части параболического уравнения от времени при известном распределении по
пространству. Такая линейная обратная задача относится к классу некоррект-
ных в классическом смысле задач математической физики при специальных
предположениях о точках дополнительных измерений — при условии действия
источника в точках наблюдения [5]. На базе методики из [7] построен вычисли-
тельный алгоритм приближенного решения одномерной по пространству двух-
фазной обратной задачи Стефана при новом способе учета теплоты фазового
перехода — путем введения распределенного в окрестности межфазовой грани-
цы источника тепла [8, 9].

c© 2014 Крылова Е. А.
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1. Постановка задачи

Распределение температуры и положение границы фазового перехода опре-
деляется решением системы уравнений:

c1
∂T

∂t
=

∂

∂x

(
λ1
∂T

∂x

)
+ f(x, t), 0 < x < ξ(t), (1.1)

c2
∂T

∂t
=

∂

∂x

(
λ2
∂T

∂x

)
+ f(x, t), ξ(t) < x < l. (1.2)

На границе раздела фаз выполнены условия:

T = T∗, x = ξ(t), (1.3)

λ2
∂T

∂x
− λ1

∂T

∂x
= L

dξ

dt
. (1.4)

Для уравнений (1.1)–(1.4) зададим граничные условия третьего рода:

λ1
∂T

∂x
= α(T − TC), x = 0, (1.5)

∂T

∂x
= 0, x = l. (1.6)

Задано также начальное условие

T (x, 0) = TC , 0 ≤ x ≤ l. (1.7)

В уравнениях (1.1)–(1.7) введены следующие обозначения: c — объемная
теплоемкость, λ — коэффициент теплопроводности, T∗, TC — температуры фа-
зового перехода и окружающей среды соответственно, L — скрытая теплота
кристаллизации (плавления), α — коэффициент теплоотдачи, x = ξ(t) — урав-
нение границы раздела фаз. Индексы 1 и 2 относятся к фазам, у которых
T > T∗ и T < T∗ соответственно.

Прямая задача формулируется в виде (1.1)–(1.7).
В данной работе рассматривается обратная задача, в которой неизвестной

помимо T (x, t) является и правая часть f(x, t) уравнений (1.1), (1.2).
Будем считать, что f(x, t) представляется в виде

f(x, t) = c̃η(t)ψ(x), (1.8)

где функция ψ(x) задана, а неизвестной является зависимость источника от вре-
мени — функция η(t). Эта зависимость восстанавливается по дополнительному
наблюдению за T (x, t) в некоторой внутренней точке 0 < x∗ < l:

T (x∗, t) = ϕ(t). (1.9)

Решение задачи по восстановлению зависимости правой части параболического
уравнения от времени при известном распределении по пространству рассмат-
ривается при следующих ограничениях:

1) ψ(x∗) 6= 0,
2) ψ(x) — достаточно гладкая функция (ψ ∈ C2[0, 1]),
3) ψ(x) = 0 на границе расчетной области (для простоты изложения).
Особого внимания заслуживает первое предположение, которое связано с

тем, что в точке наблюдения x∗ действует восстанавливаемый источник. Имен-
но это обуславливает корректность рассматриваемой задачи идентификации —
непрерывную зависимость решения от начальных данных, правой части и из-
мерений во внутренней точке.
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2. Метод введения распределенного

источника теплоты

Для численного решения задачи Стефана (1.1)–(1.7) разработан ряд мето-
дов. Наиболее широкое распространение получил метод, описанный в [10, 11],
где с помощью введения функции энтальпии решение задачи Стефана сводит-
ся к решению краевой задачи для уравнения теплопроводности с разрывными
коэффициентами. Разностная схема сквозного счета для таких уравнений стро-
ится с заменой дельта-функции Дирака дельтаобразной функцией на интервале
(T∗ − �,T∗ + �). При этом функция энтальпии аппроксимируется различны-
ми непрерывными в указанном интервале функциями. В [12] вместо функции
энтальпии рассматривается аппроксимация единичной функции Хевисайда. В
указанных методах принимается допущение, что фазовый переход при кристал-
лизации происходит начиная с некоторой температуры, которая выше темпера-
туры кристаллизации.

В настоящей работе для численного решения обратной задачи Стефана
предлагается модификация учета теплоты фазового перехода, более точно опи-
сывающая реальный процесс тепловыделения на границе фазового перехода,
путем введения распределенного в окрестности (T∗ −�,T∗] (в сторону образу-
ющейся фазы) источника тепла [8]. Для этого вводится кусочно непрерывная
неотрицательная функция, удовлетворяющая следующим условиям:

1) v(T ) определена во всем диапазоне изменения температур, отлична от
нуля в промежутке (T∗ −�,T∗), а вне его тождественно равна нулю;

2) v(T∗) = 1;
3) ∂v

∂T < 0 для T ∈ (T∗ −�,T∗).

Утверждение. Если v(T ) удовлетворяет указанным выше условиям, то

уравнения (1.1), (1.2), (1.4) заменяются одним уравнением (2.1), заданным во

всей области 0 < x < l:

c
∂T

∂t
=

∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
+ L

∂v

∂t
+ f(x, t), (2.1)

где c = c1, λ = λ1 при T > T∗ и c = c2, λ = λ2 при T < T∗.

Доказательство данного утверждения по методике [10] приведено в ра-
ботах [8, 9]: в [8] — в случае одномерной области, когда правые части уравнений
(1.1), (1.2) равны нулю (f(x, t) = 0), в [9] — в случае двумерной области при
f(x, t) 6= 0.

Коэффициенты уравнения (2.1) как функции температуры терпят разры-
вы при T = T∗ и не определены в этой точке. Последний член правой части
объединим с левой частью, тогда эффективная теплоемкость c−L dv

dT имеет раз-
рывы в точках T = T∗ и T = T∗ + �. Исходя из сказанного, уравнение (2.1)
представим в виде

c̃
∂T

∂t
=

∂

∂x

(
λ̃
∂T

∂x

)
+ f, (2.2)

коэффициенты которого определены во всем диапазоне изменения температуры
следующим образом:

c̃ =





c2, если T ≤ T∗ −�,

c2 − L dv
dT , если T∗ −� < T ≤ T∗,

0.5(c1 + c2) − L dv
dT , если T = T∗,

c1, если T ≥ T∗,

(2.3)
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λ̃ =





λ1, если T ≤ T∗ −�,

(λ1 + λ2)/2 − (λ2 + λ1)(T − T∗)/2�, если T∗ −� ≤ T ≤ T∗ +�,

λ2, если T > T∗ +�.

(2.4)

Для коэффициента теплопроводности принята аппроксимация непрерыв-
ной функцией. Можно также доопределить его аналогично коэффициенту теп-
лоемкости. Так как температурное поле наиболее чувствительно к величине
коэффициента теплоемкости, он должен быть доопределен так, чтобы наиболее
точно соответствовать реальному процессу фазового перехода. Этим обуслов-
лен выбор функции c̃ в приведенном виде.

Таким образом, прямая задача (1.1)–(1.7) сводится к решению уравнения
(2.2) с граничными условиями (1.5), (1.6) и с начальным условием (1.7).

При выборе функции v(T ) необходимо учитывать направление хода процес-
са — фазовый переход происходит в результате понижения температуры или ее
повышения. Она должна быть выбрана отличной от нуля в области вновь об-
разующейся фазы.

Для численного решения рассматриваемой обратной задачи применяется
методика из [5, 7], которая заключается в сведении обратной задачи к краевой
задаче для нагруженного уравнения, в построении разностной схемы и сеточной
нелокальной задачи для ее численной реализации.

3. Сведение обратной задачи к краевой

задаче для нагруженного уравнения

Будем искать решение обратной задачи в виде

T (x, t) = θ(t)ψ(x) + ω(x, t), (3.1)

где

θ(t) =

t∫

0

η(s) ds. (3.2)

Подстановка (1.8), (1.9), (3.2) в (2.2) дает уравнение для ω(x, t):

c̃
∂ω

∂t
=

∂

∂x

(
λ̃
∂ω

∂x

)
+ θ(t)

∂

∂x

(
λ̃
∂ψ

∂x

)
. (3.3)

С учетом (3.2) условие (1.9) приводит к следующему представлению для неиз-
вестной θ(t):

θ(t) =
1

ψ(x∗)
(ϕ(t) − ω(x∗, t)). (3.4)

Подстановка (3.4) в (3.3) дает искомое нагруженное параболическое уравнение

c̃
∂ω

∂t
=

∂

∂x

(
λ̃
∂ω

∂x

)
+

1

ψ(x∗)

(
ϕ(t) − ω(x∗, t)

)
∂

∂x

(
λ̃
∂ψ

∂x

)
. (3.5)

Граничное условие с учетом наших предположений о правой части на гра-
нице области имеет вид

λ̃
∂w(0, t)

∂x
= α(w(0, t) + TC),

∂w(l, t)

∂x
= 0, 0 ≤ t ≤ t0. (3.6)

Как следует из (3.2), для вспомогательной функции θ(t) имеем

θ(0) = 0, (3.7)
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что позволяет использовать начальное условие

w(x, 0) = TC , 0 < x < l. (3.8)

Тем самым обратная задача (2.2), (1.5)–(1.7) формулируется как краевая
задача для нагруженного уравнения (3.5)–(3.8) с представлением (3.2), (3.4) для
неизвестной зависимости источника от времени.

4. Разностная схема

Будем считать, что по переменной x введена равномерная сетка ω с ша-
гом h. Через xi = ih, i = 0, 1, . . . , N , Nh = l, обозначим узлы сетки, и пусть
v = vi = v(xi). Для простоты будем считать, что точка наблюдения x = x∗

совпадает с внутренним узлом, отвечающим номеру i = k.
При переходе с одного временного слоя tj = jτ , j = 0, 1, . . . , j0, τ > 0,

на другой временной слой tj+1 будем использовать чисто неявную разностную
схему для уравнения (3.5). Во внутренних узлах сетки по пространству имеем

c̃
ωj+1 − ωj

τ
=

(
aωj+1

x̄

)
x

+
1

ψk

(
ϕj+1 − ωj+1

k

)
(aψx̄)x. (4.1)

Для задач с достаточно гладким коэффициентом λ̃ положим ai = λ̃ · 0, 5(xi +
xi−1). Аппроксимируя (3.6), (3.8), получим

λ̃
ωj+1

1 − ωj+1
0

h
= α

(
ωj+1

0 − TC
)
,

ωj+1
N − ωj+1

N−1

h
= 0, j = 0, 1, . . . , j0 − 1, (4.2)

ω0
i = TC , i = 1, 2, . . . , N − 1. (4.3)

Из решения разностной задачи (4.1)–(4.3) в соответствии с (3.4) определим

θj+1 =
1

ψk

(
ϕj+1 − ωj+1

k

)
, j = 0, 1, . . . , j0 − 1, (4.4)

дополнив эти соотношения условием (см. (3.7)) θ0 = 0. Принимая во внимание
(3.2), для искомой зависимости правой части от времени используем простей-
шую процедуру численного дифференцирования:

ηj+1 =
θj+1 − θj

τ
, j = 0, 1, . . . , j0 − 1. (4.5)

Есть необходимость отдельно остановиться на вопросе решения сеточной
задачи для реализации рассматриваемой неявной схемы.

5. Сеточная нелокальная задача

и программная реализация

Никаких особых проблем с вычислительной реализацией схемы (4.1)–(4.3),
несмотря на нестандартность (нелокальность) сеточной задачи на новом вре-
менном слое, не возникает. Следуя методике [5, 7], запишем уравнение (4.1) во
внутренних узлах в виде

c̃
ωj+1
i

τ
−

(
aωj+1

x̄

)
x,i

+
1

ψk
(aψx̄)x,iω

j+1
k = gji (5.1)
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с заданной правой частью gji и граничными условиями (4.2). Решение системы
(4.2), (5.1) ищется в виде

ωj+1
i = yi + ωj+1

k zi, i = 0, 1, . . . , N. (5.2)

Подстановка (5.2) в (5.1) позволяет сформулировать следующие сеточные зада-
чи для вспомогательных функций yi, zi:

c̃
yi
τ

− (ayx̄)x,i = gji , i = 1, 2, . . . , N − 1, (5.3)

λ̃
y1 − y0
h

= α(y0 − TC), λ̃
yN − yN−1

h
= 0, (5.4)

c̃
zi
τ

− (azx̄)x,i +
1

ψk
(aψx̄)x,i = 0, i = 1, 2, . . . , N − 1, (5.5)

λ̃
z1 − z0
h

= αz0, −λ̃ zN − zN−1

h
= 0. (5.6)

После этого с учетом представления (5.2) находится ωj+1
k :

ωj+1
k =

yk
1 − zk

. (5.7)

Корректность алгоритма обеспечивается необращением знаменателя (5.7)
в нуль. Для сеточной задачи (5.5), (5.6) на основе принципа максимума для
разностных схем устанавливается априорная оценка

max
0≤i≤N

|zi| ≤ τ max
0<i<N

∣∣∣∣
1

ψk

∣∣∣∣(aψx̄)x,i.

Поэтому |zi| < 1 при достаточно малых τ = O(1), т. е. необходимо использовать
малые шаги по времени.

Для численного решения рассматриваемой обратной задачи получен сле-
дующий алгоритм. На каждом временном шаге выполняются последовательно
вычисления.

1. По известному предыдущему распределению температуры выбирается
параметр � для сглаживания разрывных коэффициентов c̃ и λ̃ так, чтобы про-
межуток сглаживания (T∗ −�,T∗] содержал в себе значения температуры хотя
бы в двух соседних узлах сетки, между которыми находится граница фазового
перехода. Если в указанный интервал не попадает ни одно из узловых значе-
ний температуры, то температурное поле будет определено без учета выделения
теплоты фазового перехода.

2. Вводится функция распределенного источника v(T ), удовлетворяющая
условиям утверждения, и с помощью нее определяются согласно формулам
(2.3), (2.4) значения разрывных коэффициентов c̃ и λ̃.

3. Решаются вспомогательные сеточные задачи: для y — (5.3), (5.4), для
z — (5.5), (5.6).

4. Далее последовательно определяются значения ωj+1
k — по формуле (5.7),

ωj+1
i — по формуле (5.2), θj+1 — по формуле (4.4).

5. Восстановление неизвестной зависимости правой части от времени ηj+1

производится по формуле (4.5).
6. Распределение температурного поля для данного временного слоя нахо-

дится по формуле (3.1) и присваивается значению предыдущего распределения
температуры.
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7. Процесс итерации (пп. 1–6) продолжаем до выполнения условия

|Tδ(x, t) − T (x, t)| < δ,

где δ — уровень погрешности, T (x, t) — решение прямой задачи. Далее перехо-
дим на следующий временной слой.

По данному алгоритму проведены численные расчеты. В рамках концепции
квазиреального эксперимента рассматривается прямая задача (2.2), (1.5)–(1.7)
с некоторой заданной правой частью (1.8), где

η(t) =

{
t, если 0 < t < 0.6,

0, если t ≥ 0.6,
ψ(x) = sin

(
πx

l

)
.

Рассмотрены два варианта выбора функции v(T ):

1) v(T ) = 1 + T∗−T
� ,

2) v(T ) = exp(0.69(T∗ − T +�)/�) − 1.

Такая задача численно решается при следующих значениях параметров:
c1 = 2814 кДж/м3·К, λ1 = 6, 3 кДж/м·ч·К, c2 = 2016 кДж/м3·К, λ2 = 8.4 кДж/
м·ч·К, T∗ = 0◦ C, TC = −25◦ C, L = 0.4175·106 кДж/м3, α = 83, 5 кДж/м2·ч·K,
l = 0.1 м, N = 100, k = 40, τ = 0.0125.

Для решения обратной задачи (3.1)–(3.8) по значениям функции T (x, t) в
точке x∗ = 0.6, найденной решением прямой задачи, определяется функция
дополнительного наблюдения ϕ(t).

Для проверки корректности разработанного алгоритма результаты расче-
тов обратной задачи сопоставлены с результатами прямой задачи.

В табл. 1 приведены результаты расчетов в узлах сетки при j0 = 50 (t =
0.625 ч). В первых двух строках сопоставлены значения температуры, полу-
ченные решением прямой задачи (T1) и обратной задачи (T2) при первом виде
функции v(T ); в строках 3, 4 — результаты прямой задачи (T1) и обратной за-
дачи (T3) при втором виде функции v(T ); в строках 5, 6 — результаты прямой
задачи (T1) и обратной задачи (T4) при традиционном методе сглаживания.

Таблица 1

Узлы 0 5 10 20 30 40 50

1 T1,
◦C −0.210 1.481 3.007 5.611 7.445 8.481 8.805

2 T2,
◦C −0.262 1.589 3.178 5.701 7.376 8.411 8.814

3 T1,
◦C −0.210 1.584 3.070 5.632 7.450 8.482 8.806

4 T3,
◦C −0.261 1.593 3.184 5.711 7.385 8.416 8.816

5 T1,
◦C −0.312 1.404 2.961 5.598 7.441 8.480 8.805

6 T4,
◦C −0.262 1.587 3.174 5.694 7.368 8.403 8.799

Из таблицы видно, что значения температуры, полученные традиционным
методом сглаживания (строки 5 и 6), ниже значений, полученных предложен-
ным методом введения распределенного источника тепла. Это обусловлено вы-
бором величины объемной теплоемкости, которая при традиционном методе
сглаживания принимается большей, чем ее действительное значение.
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Рис. 1. Распределение температурного поля (δ = 0.5)

На рис. 1 представлено распределение температурного поля, полученное
решением обратной задачи при v(T ) = 1+ T∗−T

� в различные моменты времени,
δ — уровень погрешности.

Иллюстрацией корректности рассматриваемой обратной задачи и предла-
гаемого способа учета теплоты фазового перехода являются данные расчетов
при различном уровне погрешностей. На рис. 2 слева дано решение задачи при
δ = 0.75, справа — при δ = 0.25. При уменьшении уровня погрешности решение
восстанавливается более точно.
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Рис. 2. Распределения температуры при различном уровне погрешностей
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Математические заметки СВФУ
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УДК 517.956.4

ИССЛЕДОВАНИЕ КОНТАКТНЫХ

ПАРАБОЛИЧЕСКИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

В ГЁЛЬДЕРОВСКИХ ПРОСТРАНСТВАХ

С. В. Попов, Л. Ю. Ткаченко

Аннотация. Рассматриваются параболические уравнения второго порядка с меня-
ющимся направлением времени с условиями склеивания с переменными коэффи-
циентами по t ∈ [0, T ], связанными с применением теории сингулярных интеграль-
ных уравнений. Устанавливается разрешимость краевых задач в пространствах
Гёльдера. Показано, что гёльдеровские классы их решений зависят как от неце-
лого показателя Гёльдера, так и от знаков коэффициентов условий склеивания на
концах интервала [0, T ] при выполнении необходимых и достаточных условий на
входные данные задачи.

Ключевые слова: параболические уравнения с меняющимся направлением вре-
мени, условия склеивания, корректность, пространство Гёльдера, сингулярное ин-
тегральное уравнение

В работе [1] предлагается единообразный подход к построению моделей со-
пряжения различных физических процессов, таких как распространение тепла
в неоднородных средах (задачи типа дифракции), взаимодействие фильтраци-
онных и каналовых потоков жидкости (фильтрация в скважину), возвратные
течения в пограничном слое за точкой его отрыва и др. В [2–4] устанавливает-
ся разрешимость краевых задач в гёльдеровских пространствах для некоторых
классов уравнений параболического типа с меняющимся направлением времени
с границей раздела, имитирующей противоположные спутные потоки. В на-
стоящей работе мы рассматриваем общий случай границы раздела двух сред,
а именно параболические уравнения с меняющимся направлением времени с
условиями склеивания с переменными коэффициентами.

В области Q = �× (0, T ), � ≡ R, рассмотрим уравнение

g(x)ut = uxx, g(x) = sgnx. (1)

В пространстве ГёльдераH
p,p/2
x t (Q±), Q± = R

±×(0, T ), p = 2l+γ, 0 < γ < 1,
ищется решение уравнения (1), удовлетворяющее начальным условиям

u(x, 0) = ϕ1(x), x > 0, u(x, T ) = ϕ2(x), x < 0, (2)

и условиям склеивания

u(−0, t) = u(+0, t), a(t) · ux(−0, t) = ux(+0, t), (3)

Работа выполнена при поддержке Минобрнауки России в рамках государственного за-
дания на выполнение НИР на 2014–2016 гг. (проект № 3047).

c© 2014 Попов С. В., Ткаченко Л. Ю.
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где l ≥ 1 — целое число, ϕ1(x), ϕ2(x), a(t) — заданные функции, определенные
при x ∈ R, t ∈ [0, T ].

Для удобства вместо уравнения (1), будем рассматривать систему уравне-
ний

u1
t = u1

xx, −u2
t = u2

xx (4)

в области Q+. При этом начальные условия и условия склеивания имеют вид

u1(x, 0) = ϕ1(x), u2(x, T ) = ϕ2(x), x > 0, (5)

u1(0, t) = u2(0, t), u1
x(0, t) + a(t) · u2

x(0, t) = 0. (6)

Будем предполагать, что ϕi(x) ∈ Hp(R), i = 1, 2. Тогда функции

ω1(x, t) =
1

2
√
πt

∫

R

exp

(
− (x− ξ)2

4t

)
ϕ1(ξ) dξ

ω2(x, t) =
1

2
√
π(T − t)

∫

R

exp

(
− (x− ξ)2

4(T − t)

)
ϕ2(ξ) dξ,

(7)

являются решениями уравнений (4), удовлетворяющими условиям (5) в R. В си-
лу метода исследования будем пользоваться интегральным представлением ре-
шения для системы уравнений (4):

u1(x, t) =
1√
π

t∫

0

exp

(
− x2

4(t− τ)

)
(t− τ)−

1
2α(τ) dτ + ω1(x, t),

u2(x, t) =
1√
π

T∫

t

exp

(
− x2

4(τ − t)

)
(τ − t)−

1
2 β(τ) dτ + ω2(x, t).

(8)

Функции, представленные формулами (8), удовлетворяют начальным условиям
(5) и уравнениям (4) соответственно.

Согласно [5, 6] uk(x, t), k = 1, 2, принадлежат пространству H
p,p/2
x t (Q+), ес-

ли введенные нами неизвестные плотности α(t), β(t) принадлежат пространству
H(p−1)/2(0, T ), при этом

α(s)(0) = β(s)(T ) = 0, s = 0, . . . , l − 1. (9)

Из условий склеивания (6) получим систему уравнений относительно α(t),
β(t): 




t∫
0

α(τ)

(t−τ)
1
2
dτ =

T∫
t

β(τ)

(τ−t)
1
2
dτ + �0(t),

α(t) + a(t)β(t) = �1(t),

(10)

где
�0(t) =

√
π(ω2(0, t) − ω1(0, t)), �1(t) = a(t) · ω2x(0, t) + ω1x(0, t).

Если первое уравнение в (10) обратить при помощи известных формул об-
ращения оператора Абеля, то получим




α(t) − 1

π

T∫
0

( τt )1/2 β(τ)
τ−t dτ = d

dt

t∫
0

�0(τ)

(t−τ)
1
2
dτ,

α(t) + a(t)β(t) = �1(t).

(11)
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Введем обозначения: F s
1 (t) = �

(s)
1 (t) − �

(s)
1 (0),

F s
0 (t) =

t∫

0

�
(s+1)
0 (τ) − �

(s+1)
0 (0)

(t− τ)
1
2

dτ, s = 0, . . . , l − 1.

Легко видеть, что F l−1
0 (t), F l−1

1 (t) принадлежат пространству Гёльдера с пока-

зателем (1 + γ)/2, при этом F l−1
0 (t) = F l−1

1 (t) = O(t(1+γ)/2) для малых t.
Если предположить, что функции α(t), β(t) принадлежат пространству

H(p−1)/2(0, T ), то из системы (11) следует, что

T∫

0

β(τ)

τ1/2
dτ = −π�0(0), a(0)β(0) = �1(0). (12)

При выполнении (12) систему (11) можно переписать так:




α(t) − 1

π

T∫
0

(
t
τ

)1/2 β(τ)
τ−t dτ = 2�′

0(0)t1/2 + F 0
0 (t),

α(t) + a(t)β(t) − a(0)β(0) = F 0
1 (t).

(13)

Введем в системе (13) новые искомые функции β̄(t) = β(t)−β(0)T−t
T . Тогда

систему (13) представим в виде





α(t) − 1
π

T∫
0

(
t
τ

)1/2 β̄(τ)
τ−t dτ

= 2�′
0(0)t1/2 + F 0

0 (t) − 4
πβ(0)F

(
− 1

2 , 1,
3
2 ; t

T

)
( t
T )

1
2 ,

α(t) + a(t)β̄(t) = a(t)β(0) t
T − β(0)[a(t) − a(0)] + F 0

1 (t).

(14)

Если l > 1, то продифференцируем полученную систему уравнений (14):





α′(t) − 1
2π

(
t−

1
2

T∫
0

β̄(τ)
τ1/2(τ−t)

dτ + 2t
1
2

d
dt

T∫
0

β̄(τ)
τ1/2(τ−t)

dτ

)

= − 2
πβ(0)F

(
− 1

2 , 1,
1
2 ; t

T

)
(tT )−

1
2 + �′

0(0)t−
1
2 + 2�′′

0(0)t
1
2 + F 1

0 (t),

α′(t) + a(t)β̄′(t) = a′(t)
[
− β̄(t) + β(0) t

T − β(0)
]

+a(t)β(0) 1
T + �′

1(0) + F 1
1 (t).

(15)

Из этой системы следует, что

T∫

0

β̄(τ)

τ3/2
dτ =

4√
T
β(0) − 2π�′

0(0),

a(0)β′(0) + a′(0)β(0) = (a(t)β(t))′|t=0 = �′
1(0).

(16)

Систему (15) при выполнении (16) и условия β(T ) = 0 можно переписать в виде




α′(t) − 1

π

T∫
0

(
t
τ

)1/2 β′(τ)
τ−t dτ = 2�′′

0(0)t
1
2 + F 1

0 (t),

α′(t) + (a(t)β(t))′ − (a(t)β(t))′|t=0 = F 1
1 (t).

(17)
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Уравнения (17) имеют точно такой же вид, как уравнения (13). Легко
убедиться, что при выполнении условий





T∫
0

β(s)(τ)−β(s)(0)T−τ
T

τ3/2 dτ = 4√
T
β(s)(0) − 2π�

(s+1)
0 (0),

(a(t)β(t))(s+1)|t=0 = �
(s+1)
1 (0), β(s)(T ) = 0,

s = 1, . . . , l − 2, (18)

получим систему уравнений



α(l−1)(t) − 1

π

T∫
0

(
t
τ

)1/2 β(l−1)(τ)
τ−t dτ = 2�

(l)
0 (0)t

1
2 + F l−1

0 (t),

α(l−1)(t) + (a(t)β(t))(l−1) − (a(t)β(t))(l−1)|t=0 = F l−1
1 (t).

(19)

Введем новую искомую функцию β̃(l−1)(t) = β(l−1)(t) − β(l−1)(0)T−t
T . Тогда

систему (19) можно переписать в виде




α(l−1)(t) − 1
π

T∫
0

(
t
τ

)1/2 β̃(l−1)(τ)
τ−t dτ = 2�

(l)
0 (0)t1/2

+F l−1
0 (t) − 4

πβ
(l−1)(0)F

(
− 1

2 , 1,
3
2 ; t

T

)(
t
T

) 1
2 ,

α(l−1)(t) + a(t)β̃(l−1)(t) = −P (t) + P (0) + a(t)β(l−1)(0) t
T

+β(l−1)(0)(a(0) − a(t)) + F l−1
1 (t),

(20)

где

P (t) =

l−1∑

k=1

Ck
l−1a

(k)(t)β(l−1−k)(t).

Так как α(l−1)(t), β(l−1)(t) ∈ H(1+γ)/2(0, T ), необходимо выполнение условия

T∫

0

β̃(l−1)(τ)

τ3/2
dτ =

4√
T
β(l−1)(0) − 2π�

(l)
0 (0). (21)

Тогда придем к системе уравнений



α(l−1)(t) − 1

π

T∫
0

(
t
τ

)3/2 β̃(l−1)(τ)
τ−t dτ = F

l−1

0 (t),

α(l−1)(t) + a(t)β̃(l−1)(t) = F
l−1

1 (t),

(22)

где

F
l−1

0 (t) = F l−1
0 (t) − 4

π
β(l−1)(0)

[
F

(
− 1

2
, 1,

3

2
;
t

T

)
− 1

](
t

T

) 1
2

,

F
l
1(t) = F l−1

1 (t) − P (t) + P (0) − a(t)β(l−1)(0)
t

T

принадлежат пространству H(1+γ)/2(0, T ), причем

F
l−1

0 (t) = F
l−1

1 (t) = O(t(1+γ)/2)

для малых t.
Исключая α(l−1)(t) в системе (22), получим сингулярное уравнение относи-

тельно β̃(l−1)(t)

a(t)β̃(l−1)(t) +
1

π

T∫

0

(
t

τ

)3/2
β̃(l−1)(τ)

τ − t
dτ = Q(t), (23)
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где Q(t) = F
l−1

1 (t) − F
l−1

0 (t).
Сингулярное интегральное уравнение (23) будем рассматривать как уравне-

ние относительно β0(t) = β̃(l−1)(t) t−
3
2 . Найдем решения β0(t), неограниченные

при t = 0 (допускающие особенность меньше единицы) и ограниченные при
t = T . Для этого введем кусочно голоморфную функцию (см. [7, 8])

�(z) =
1

2πi

T∫

0

β0(τ)

τ − z
dτ.

В силу формул Сохоцкого — Племеля уравнение (23) эквивалентно решению
краевой задачи Римана

�+(t) =
a(t) − i

a(t) + i
�−(t) +

Q(t)

t
3
2 (a(t) + i)

, t ∈ (0, T ),

�+(t) = �−(t), t ∈ (−∞, 0) ∪ (0,+∞),

(24)

при дополнительном условии �(∞) = 0. Отметим, что G(t) = a(t)−i
a(t)+i и

lnG(t) =

{
2i arg(a(t) − i) = −2πiθ, a(t) > 0,

2i arg(|a(t)| + i) = 2πiθ, a(t) < 0,

где θ(t) = 1
π arctg 1

|a(t)| .

На концах контура интегрирования [0, T ] имеем представления

1

2πi

T∫

0

lnG(τ)

τ − z
dτ = − lnG(0)

2πi
ln z + γ0(z),

1

2πi

T∫

0

lnG(τ)

τ − z
dτ =

lnG(T )

2πi
ln(z − T ) + γT (z),

где γ0(z), γT (z) — функции, ограниченные в окрестности концов [0, T ].
Всего могут представиться 4 различных случая: 1) a(0) и a(T ) обе поло-

жительны; 2) a(0) и a(T ) обе отрицательны; 3) a(0) положительна, a(T ) отри-
цательна; 4) a(0) отрицательна, a(T ) положительна.

В случаях 1 и 2 положим, что функция a(t) не меняет знака при t ∈ [0, T ],
а в случаях 3 и 4 a(t) меняет знак лишь в одной точке t0 ∈ [0, T ].

Введем обозначения θ1 = θ(0), θ2 = θ(T ). Тогда в указанном выше классе
каноническая функция равна в случае 1 —

χ(z) = z−1(z − T ) exp


 −

T∫

0

θ(τ)

τ − z
dτ


 = z−1+θ1(z − T )1−θ2ω1(z), κ = 0,

в случае 2 —

χ(z) = exp




T∫

0

θ(τ)

τ − z
dτ


 = z−θ1(z − T )θ2ω2(z), κ = 0,
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в случае 3 —

χ(z) = z−1(z − t0) exp


 −

t0∫

0

θ(τ)

τ − z
dτ +

T∫

t0

θ(τ)

τ − z
dτ




= z−1+θ1(z − T )θ2ω3(z), κ = 0,

в случае 4 —

χ(z) = (z−T ) exp




t0∫

0

θ(τ)

τ − z
dτ−

T∫

t0

θ(τ)

τ − z
dτ


 = z−θ1(z−T )1−θ2ω4(z), κ = −1.

Отметим, что ωk(z) = exp(γ0(z)) вблизи z = 0 и ωk(z) = exp(γT (z)) вблизи
z = T .

Согласно общей теории [7, 8] решение (24) имеет вид

�(z) = χ(z)�(z), (25)

при этом в случае 4 (κ = −1) решение существует при выполнении дополни-
тельного условия

T∫

0

Q(τ)

τ
3
2χ(τ)

dτ = 0, (26)

где

�(z) =
1

2πi

T∫

0

Q(τ) dτ

τ
3
2χ(τ)(τ − z)

.

Тогда решение сингулярного интегрального уравнения (23) имеет вид

β̃(l−1)(t) = t
3
2 (�+(t)−�−(t)) =

a(t)Q(t)

1 + a2(t)
− t3/2χ(t)

π(1 + a2(t))

T∫

0

Q(τ) dτ

τ3/2χ(τ)(τ − t)
, (27)

т. е. в случае 1 имеем

β̃(l−1)(t) =
a(t)Q(t)

1 + a2(t)
+
t1/2+θ1(T − t)1−θ2ω1(t)

π(1 + a2(t))

T∫

0

Q(τ) dτ

τ1/2+θ1(T − τ)1−θ2ω1(τ)(τ − t)
,

(28)
в случае 2 —

β̃(l−1)(t) =
a(t)Q(t)

1 + a2(t)
+
t3/2−θ1(T − t)θ2ω2(t)

π(1 + a2(t))

T∫

0

Q(τ) dτ

τ3/2−θ1(T − τ)θ2ω2(τ)(τ − t)
,

(29)
в случае 3 —

β̃(l−1)(t) =
a(t)Q(t)

1 + a2(t)
+
t1/2+θ1(T − t)θ2ω3(t)

π(1 + a2(t))

T∫

0

Q(τ) dτ

τ1/2+θ1(T − τ)θ2ω3(τ)(τ − t)
,

(30)
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и в случае 4 —

β̃(l−1)(t) =
a(t)Q(t)

1 + a2(t)
+
t3/2−θ1(T − t)1−θ2(t− t0)ω4(t)

π(1 + a2(t))

×
T∫

0

Q(τ) dτ

τ3/2−θ1(T − τ)1−θ2(τ − t0)ω4(τ)(τ − t)
. (31)

Так как Q(t) принадлежит пространству H(1+γ)/2(0, T ), функция β̃(l−1)(t),
представленная формулами (28)–(31), удовлетворяет условию Гёльдера с по-

казателем 1+γ
2 во всех точках контура (0, T ), отличных от концов. Рассмот-

рим ее поведение на концах. Согласно формуле поведения интеграла типа Ко-
ши на концах контура интегрирования [8, c. 76] легко видеть, что β̃(l−1)(0) =

β̃(l−1)(T ) = 0.
Для дальнейшего исследования поведения их на концах контура восполь-

зуемся леммой Мусхелишвили — Терсенова [8, c. 82–86; 2, c. 14–17]. В силу этой
леммы в случае 1 получаем, что если θ1 + θ2 ≥ 1

2 , то в формуле (28) функция

β̃(l−1)(t) удовлетворяет условию Гёльдера с показателем 1+γ
2 при 0 < γ < 1−2θ2,

условию Гёльдера с показателем 1−θ2 при 1−2θ2 < γ < 1 и условию Гёльдера с
показателем 1−θ2−ε при γ = 1−2θ2. Кроме того, если θ1 +θ2 <

1
2 , то функция

β̃(l−1)(t) удовлетворяет условию Гёльдера с показателем 1+γ
2 при 0 < γ < 2θ1, с

показателем 1
2 + θ1 при 2θ1 < γ < 1 и с показателем 1

2 + θ1 − ε при γ = 2θ1.

В случаях 2 и 3 из неравенства θ2 <
1+γ
2 в формулах (29) и (30) функция

β̃(l−1)(t) удовлетворяет условию Гёльдера с показателем θ2. Если потребуем
дополнительно

T∫

0

Q(τ)

τ
3
2 (T − τ)χ(τ)

dτ = 0, (32)

то функция β̃(l−1)(t) удовлетворяет условию Гёльдера с показателем 1+γ
2 при

всех 0 < γ < 1.
В случае 4 в формуле (31) функция β̃(l−1)(t) удовлетворяет условию Гёль-

дера с показателем 1+γ
2 при 0 < γ < 1 − 2θ2, с показателем 1− θ2 при 1 − 2θ2 <

γ < 1 и с показателем 1 − θ2 − ε при γ = 1 − 2θ2.
Таким образом, при выполнении условий (12), (16), (18), (21), имеющих вид





T∫
0

β(τ)
τ1/2 dτ = −π�0(0),

T∫
0

β(s)(τ)−β(s)(0)T−τ
T

τ3/2 dτ = 4√
T
β(s)(0) − 2π�

(s+1)
0 (0),

s = 0, 1, . . . , l− 1, β(k)(T ) = 0, k = 0, 1, . . . , l − 2,

(33)

получим функцию β(t) из пространства Гёльдера, удовлетворяющую условиям

(a(t)β(t))(s)|t=0 = �
(s)
1 (0), s = 0, 1, . . . , l − 1, β(l−1)(T ) = 0. (34)

В формулах (33) значения β(s)(0) определяются однозначно из (34), а значения
β(s)(t) определяются по формуле Тейлора

β(s)(t) =

l−2∑

k=s

β(k)(0)

(k − s)!
tk−s+

1

(l − 2 − s)!

t∫

0

(t−τ)l−2−sβ(l−1)(τ) dτ, s = 0, 1, . . . , l−2.
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Тогда для выполнения условий β(k)(T ) = 0 при k = 0, 1, . . . , l − 2 необходимо и
достаточно, чтобы

0 =

l−2∑

k=s

β(k)(0)

(k − s)!
T k−s +

1

(l − 2 − s)!

T∫

0

(T − τ)l−2−sβ(l−1)(τ) dτ, s = 0, 1, . . . , l−2.

(35)
Подставив найденные значения функций β(s)(t) в первые l условий из (33), по-
лучим





1
(l−2)!

T∫
0

τ l−3/2 dτ
1∫
0

(1 − σ)l−2β(l−1)(στ) dσ = −
l−2∑
k=0

β(k)(0)Tk+1/2

k!(k−1/2) − π�0(0),

1
(l−2−s)!

T∫
0

τ l−s−5/2 dτ
1∫
0

(1 − σ)l−2−sβ(l−1)(στ) dσ =

−
l−2∑
k=s

β(k)(0)Tk−s−1/2

(k−s)!(k−s−1/2) − 2π�
(s+1)
0 (0), s = 0, . . . , l − 1.

(36)
Отметим, что функцию β(l−1)(t) можно найти по формуле (27).

Таким образом, доказаны следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ Hp, p = 2l+γ, a(t) ∈ C l−1([0, T ]) и a(t) > 0 при

t ∈ [0, T ]. Тогда при выполнении 2l условий (35), (36) существует единственное

решение уравнения (1), удовлетворяющее условиям (2), (3) из пространства

1) H
p,
x

p/2
t , если 0 < γ < min{2θ1, 1 − 2θ2};

2) H
q,
x

q/2
t , q = 2l + min{2θ1, 1 − 2θ2}, если min{2θ1, 1 − 2θ2} < γ < 1;

3) H
q−ε,
x

(q−ε)/2
t , если γ = min{2θ1, 1 − 2θ2}, где ε — сколь угодно малая

положительная постоянная.

Теорема 2. Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ Hp, p = 2l + γ, a(t) ∈ C l−1([0, T ]) и a(0) < 0,

a(T ) > 0 и a(t) меняет знак в одной точке. Тогда при выполнении 2l+1 условий

(26), (35), (36) существует хотя бы одно решение уравнения (1), удовлетворяю-

щее условиям (2), (3) из пространства

1) H
p,
x

p/2
t , если 0 < γ < 1 − 2θ2;

2) H
q,
x

q/2
t , q = 2l + 1 − 2θ2, если 1 − 2θ2 < γ < 1;

3) H
q−ε,
x

(q−ε)/2
t , если γ = 1−2θ2, где ε — сколь угодно малая положительная

постоянная.

Теорема 3. Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ Hp, p = 2l + γ, a(t) ∈ C l−1([0, T ]) и a(t) < 0
при t ∈ [0, T ] или a(0) > 0, a(T ) < 0 и a(t) меняет знак в одной точке. Тогда

при выполнении 2l+1 условий (32), (35), (36) существует хотя бы одно решение

уравнения (1), удовлетворяющее условиям (2), (3) из пространства H
p,
x

p/2
t .

Замечание 1. В случае выполнения 2l условий (35) и (36) в теореме 3
решение краевой задачи (1)–(3) принадлежит более широкому пространству

H
p−1,
x

(p−1)/2
t (Q±).

Замечание 2. Полученные решения краевых задач (1)–(3) в теоремах 1–3
зависят от индекса κ краевой задачи Римана (24) при условии, что функция
a(t) меняет знак в произвольном количестве точек при t ∈ [0, T ].
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ЗАДАЧА О РАВНОВЕСИИ ВЯЗКОУПРУГОГО

ТЕЛА С ТОНКИМ ЖЕСТКИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

Т. С. Попова

Аннотация. Рассматривается задача о равновесии двумерного вязкоупругого те-
ла, имеющего тонкое жесткое включение. Дифференциальная постановка задачи
содержит интегральное условие, учитывающее воздействие внешних нагрузок на
жесткую часть. Приводится эквивалентная вариационная постановка, с помощью
которой доказана однозначная разрешимость исходной задачи. Получены допол-
нительные свойства решений, позволяющие упростить интерпретацию указанного
интегрального условия.

Ключевые слова: вязкоупругое тело, тонкое жесткое включение, вариационный
метод, квазистатическая задача.

Пусть вязкоупругое двумерное тело занимает в естественном недеформи-
рованном состоянии область � ⊂ R

2 с гладкой границей � и вектор u = (u1, u2)
задает перемещения точек этого тела.

Введем соотношения для компонент тензоров малых деформаций и напря-
жений по формулам

εij(u) =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, σij = aijklεkl(u), i, j = 1, 2.

Здесь и далее предполагается, что по повторяющимся индексам производится
суммирование. Коэффициенты aijkl, i, j, k, l = 1, 2, — компоненты тензора мо-
дулей упругости, обладающего свойствами симметрии и положительной опре-
деленности:

aijkl = ajikl = aklij ,

aijklξklξij ≥ c0|ξ|2, ξij = ξji, c0 = const > 0.

Для формулировки квазистатической задачи с уравнениями, описывающими
вязкоупругую среду, введем следующие обозначения:

w(t, x) = u(t, x) +

t∫

0

u(τ, x) dτ, t ∈ (0, T ). (1)

При подстановке (1) в формулы для εij(w(t, x)) можно получить соотношения
для σij(t, x) вида

σij(t, x) = aijkl(x)εkl(w(t, x)) = aijkl(x)εkl(u(t, x)) +

t∫

0

aijkl(x)εkl(u(τ, x)) dτ.

c© 2014 Попова Т. С.
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Таким образом, в точках x ∈ � выполнено

σij(t) = aijklεkl(t) +

t∫

0

aijklεkl(τ) dτ, t ∈ (0, T ).

Полученные уравнения соответствуют закону, характеризующему вязкоупругое
состояние тела:

σ̇ = Aε̇+Aε,

где v̇ обозначает дифференцирование по временной переменной.
Соотношения (1) будем использовать и в уравнениях равновесия:

−∂σij(t, x)
∂xj

= fi(t, x), i = 1, 2,

где f = (f1, f2) — вектор, задающий внешние нагрузки, а σij(t, x) находится из
формул, указанных выше.

Следовательно, в отличие от уравнений равновесия, используемых вместе с
законом Гука (упругое состояние), в рассматриваемой задаче величины компо-
нент тензоров деформаций и напряжений не могут быть вычислены локально
по t, а зависят от полной истории нагружения.

Квазистационарные краевые задачи, в уравнениях которых использованы
соотношения, аналогичные (1), исследованы в работах [1–4].

Рассматриваемое вязкоупругое тело имеет тонкое жесткое включение, фор-
ма которого задана кривой γ ⊂ �. Кривая γ гладкая, незамкнутая, без самопе-
ресечений. Пусть ν = (ν1, ν2) — единичный вектор нормали к γ и �γ = � \ γ̄.

Пусть кривую γ можно продолжить до пересечения с � таким образом, что
область �γ разбита на две подобласти �1 и �2 с липшицевыми границами и при
этом mes(� ∩ ∂�i) 6= 0, i = 1, 2.

Понятие «жесткое включение» в рамках данной модели описывается сле-
дующим образом. Введем так называемое пространство жестких инфинитези-
мальных перемещений R(γ) следующего вида [5]:

R(γ) = {ρ = (ρ1, ρ2) | ρ(x) = Bx+ C, x ∈ γ},

где B =

(
0 b

−b 0

)
, C = (c1, c2), b, c1, c2 = const. Также введем пространство

Rγ = {ρ ∈ L2(0, T ;R(γ)) | ρ(t, x) = B(t)x + C(t) на γ × (0, T )},
где B(t) — кососимметрическая матрица, элементами которой являются функ-

ции, не зависящие от x: B(t) =

(
0 b(t)

−b(t) 0

)
и C(t) = (c1(t), c2(t)).

Будем говорить, что вязкоупругое тело содержит тонкое жесткое вклю-

чение, если функции u на γ × (0, T ) совпадают с некоторым элементом про-
странства Rγ :

u = ρ0 на γ × (0, T ), ρ0 ∈ Rγ .

Рассмотрим дифференциальную постановку задачи о равновесии двумер-
ного вязкоупругого тела с тонким жестким включением без отслоения.

В цилиндре Q = �× (0, T ) найти функции u такие, что u = ρ0 на γ× (0, T ),
ρ0 ∈ Rγ , и одновременно в цилиндре Qγ = �γ × (0, T ) найти функции σij ,
i, j = 1, 2, для которых выполняются условия:

−∂σij(t, x)
∂xj

= fi(t, x), i = 1, 2, в Qγ , (2)
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σij(t, x) = aijkl(x)εkl(w(t, x)), i, j = 1, 2, в Q, (3)

u(t, x) = 0 на � × (0, T ), (4)
∫

γ

[σij(t, x)νj ]ρ̄i(x) dγ = 0, ρ̄ ∈ R(γ), при п. в. t ∈ (0, T ). (5)

Уравнения (2) суть уравнения равновесия при заданных внешних нагруз-
ках f , соотношения (3) — уравнения, описывающие вязкоупругое состояние.
В данных уравнениях компоненты тензоров σ и ε зависят от w, т. е. содержат

интегралы вида
t∫
0

u(τ, x)dτ . Краевое условие (4) задает закрепление тела на

границе. Условие (5) учитывает вектор поверхностных сил на кривой жесткого
включения.

Исследование разрешимости задач о жестких включениях в упругих телах,
а также свойств их решений проводились в [5–10].

Рассмотрим билинейную форму вида

b(u, ū) =

∫

�

aijklεkl(u)εij(ū) d�

и функциональное пространство Hγ = {v = (v1, v2) ∈ L2(0, T ;H1(�)) | v =
0 на � × (0, T ), v = ρ на γ × (0, T ), ρ ∈ Rγ}.

Обозначим через V пространство, сопряженное к Hγ . Введем также линей-
ный оператор � : Hγ → V такой, что

(�u, ū) =

T∫

0

b(w, ū) dt, ū ∈ Hγ .

Отметим, что в принятых обозначениях

b(w, ū) = b


u+

t∫

0

u dτ, ū


 =

∫

�

aijkl(x)εkl


u(t, x)+

t∫

0

u(τ, x) dτ


εij(ū(t, x)) d�.

Теорема 1. Пусть f(t, x) ∈ H1(0, T ;L2(�)), aijkl(x) ∈ L∞(�), i, j, k, l = 1, 2.

Тогда задача (2)–(5) имеет единственное решение u(t, x) ∈ Hγ , σij(t, x) ∈ L2(Qγ)
такое, что ut(t, x) ∈ L2(0, T ;H1(�)).

Для доказательства теоремы сначала докажем лемму о существовании
единственного решения вариационной задачи с уравнением Эйлера для опе-
ратора �. Далее покажем, что указанная вариационная задача является экви-
валентной формулировкой задачи (2)–(5). Тем самым будет доказана однознач-
ная разрешимость поставленной краевой задачи. Отметим, что в [11–16] можно
найти описание вариационных методов и их применение в теории упругости и
вязкоупругости.

Лемма 1. Существует единственное решение u(t, x) вариационной задачи

u ∈ Hγ , (�u, v) =

T∫

0

∫

�

fv d�dt, v ∈ Hγ . (6)
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Доказательство. Прежде всего заметим, что в силу неравенства Корна
[17] ∫

�

εij(v)εij(v) d� ≥ c1‖v‖2
H1

0(�), v ∈ H1
0 (�),

с постоянной c1, не зависящей от v, имеем

b(u, u) ≥ c2‖u‖2
H1

0(�), u ∈ H1
0 (�). (7)

Вычислим

(�u, u) =

T∫

0

b (w, u) dt =

T∫

0

b


u+

t∫

0

u dτ, u


 dt

=

T∫

0

b(u, u) dt+
1

2
b




T∫

0

u dt,

T∫

0

u dt


.

Тогда ввиду (7) получим

(�u, u) ≥ ‖u‖2
Hγ
. (8)

Следовательно,
(�u, u)

‖u‖Hγ

→ +∞, ‖u‖Hγ → +∞,

т. е. � — коэрцитивный оператор. Учитывая его монотонность и непрерыв-
ность, можно сделать вывод, что � псевдомонотонен. Отсюда следует [16], что
решение задачи (6) существует. В силу строгой монотонности оператора реше-
ние единственно. Лемма 1 доказана.

Далее выведем дополнительное свойство решений задачи (6), а именно су-
ществование производной ut(t, x) в �. Это свойство позволит рассматривать
задачу (6) на сечениях цилиндра Q при фиксированном значении t ∈ (0, T ).
При этом интегрирование по τ от 0 до текущего момента времени t сохраняется
и в формулировке на сечениях.

Лемма 2. Пусть f ∈ H1(0, T ;L2(�)). Тогда существует производная ut ∈
L2(0, T ;H1(�)) решения задачи (6).

Доказательство. Запишем уравнение (6) в виде

T∫

0

∫

�

aijklεkl(w(t))εij(v(t)) d�dt =

T∫

0

∫

�

f(t) v(t) d�dt, v ∈ Hγ . (9)

При доказательстве данной леммы для удобства в формулах не указана зави-
симость функций от x.

Обозначим

H1,0
γ (�) = {v ∈ H1(�) | v = 0 на � , v = ρ на γ, ρ ∈ R(γ)}.

Пусть α > 0. Рассмотрим следующую функцию:

v(θ) =

{
v̄ − u(t), θ ∈ (t− α, t+ α),

0, θ 6∈ (t− α, t+ α),
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где v̄ ∈ H1,0
γ (�) — некоторый фиксированный элемент. Подставим v(θ) в (9),

разделим полученное равенство на 2α и получим

1

2α

t+α∫

t−α

∫

�

aijklεkl(w(t))εij(v̄ − u(t)) d�dt =
1

2α

t+α∫

t−α

∫

�

f(t)(v̄ − u(t)) d�dt.

Отсюда при α→ 0 имеем
∫

�

aijklεkl(w(t))εij(v̄ − u(t)) d� =

∫

�

f(t)(v̄ − u(t)) d� при п.в. t ∈ (0, T ). (10)

Таким образом,

b(w(t), v̄ − u(t)) =

∫

�

f(t)(v̄ − u(t)) d�. (11)

Пусть v̄ = u(t+ h), тогда

b(w(t), u(t+ h) − u(t)) =

∫

�

f(t)(u(t+ h) − u(t)) d�. (12)

Теперь запишем (11) в точке t + h, а в качестве v̄ возьмем u(t). В результате
получим

b(w(t + h), u(t) − u(t+ h)) =

∫

�

f(t+ h)(u(t) − u(t+ h)) d�. (13)

Введем обозначения:

dhv(t) =
v(t+ h) − v(t)

h
, dτhv(t) =

1

h

t+h∫

t

v(τ)dτ, h > 0.

Сложив (12) и (13), можем записать

b
(
dhu(t) + dτhu(t), dhu(t)

)
=

∫

�

dhf(t) dhu(t) d�.

Отсюда

b(dhu(t), dhu(t)) =

∫

�

dhf(t) dhu(t) d�− b
(
dτhu(t), dhu(t)

)
. (14)

Отметим, что
b(dhu(t), dhu(t)) ≥ c3‖dhu(t)‖2

H1
0 (�). (15)

Значит, из (14) следует, что

c3‖dhu(t)‖2
H1

0 (�) ≤
1

λ
‖dhf(t)‖2

L2(�) + λ‖dhu(t)‖2
L2(�)

+
1

λ

∥∥dτhu(t)
∥∥2

H1
0 (�)

+ λ‖dhu(t)‖2
H1

0 (�).

При достаточно малых λ > 0 существует постоянная c4 > 0 такая, что

‖dhu(t)‖2
H1

0(�) ≤ c4
(
‖dhf(t)‖2

L2(�) +
∥∥dτhu(t)

∥∥2

H1
0 (�)

)
. (16)
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Проинтегрируем (16) по t от 0 до T − h:

T−h∫

0

‖dhu(t)‖2
H1

0 (�) dt ≤ c4




T−h∫

0

‖dhf(t)‖2
L2(�) dt+

T−h∫

0

∥∥dτhu(t)
∥∥2

H1
0 (�)

dt


. (17)

Заметим, что для любых гладких функций v(t, x) выполняется

T−h∫

0

∥∥dτhv(t)
∥∥2

L2(�)
dt ≤

T∫

0

‖v(t)‖2
L2(�) dt. (18)

Тогда из (17) с учетом (18) получим

T−h∫

0

∥∥dτhu(t)
∥∥2

H1
0 (�)

dt ≤ c4




T−h∫

0

‖dhf(t)‖2
L2(�) dt+

T∫

0

‖u(t)‖2
H1

0(�) dt


. (19)

Поскольку ft(t) ∈ L2(Q), (18) можно записать для v = ft:

T−h∫

0

∥∥dτhft(t)
∥∥2

L2(�)
dt ≤

T∫

0

‖ft(t)‖2
L2(�) dt.

Тогда

T−h∫

0

‖dhf(t)‖2
L2(�) dt =

T−h∫

0

∥∥∥∥
f(t+ h) − f(t)

h

∥∥∥∥
2

L2(�)

dt

=

T−h∫

0

∥∥∥∥∥∥
1

h

t+h∫

t

fτ (τ) dτ

∥∥∥∥∥∥

2

L2(�)

dt =

T−h∫

0

∥∥dτhft(t)
∥∥2

L2(�)
dt ≤

T∫

0

‖ft(t)‖2
L2(�) dt.

Следовательно, из (19) имеем

T−h∫

0

‖dhu(t)‖2
H1

0(�) dt ≤ c4




T∫

0

‖ft(t)‖2
L2(�) dt+

T∫

0

‖u(t)‖2
H1

0(�) dt


.

Пусть h0 достаточно мало, но h0 ≥ h. Тогда

T−h0∫

0

‖dhu(t)‖2
H1

0 (�) dt ≤ c4




T∫

0

‖ft(t)‖2
L2(�) dt+

T∫

0

‖u(t)‖2
H1

0 (�) dt


.

Переходя к пределу h→ 0, имеем

T−h0∫

0

‖ut(t)‖2
H1

0 (�) dt ≤ c4




T∫

0

‖ft(t)‖2
L2(�) dt+

T∫

0

‖u(t)‖2
H1

0(�) dt


.

Из произвольности h0 ≥ 0 следует, что

‖ut(t)‖2
L2(0,T ;H1(�)) ≤ c4(‖ft(t)‖2

L2(Q) + ‖u(t)‖2
L2(0,T ;H1(�))). (20)



Задача о равновесии вязкоупругого тела 53

Таким образом, производная ut(t, x) существует, более того, взяв в (9) v = u,
получим

T∫

0

∫

�

aijklεkl(w(t))εij(u(t)) d�dt =

T∫

0

∫

�

f(t)u(t) d�dt.

С учетом (7) имеем

‖u(t)‖2
L2(0,T ;H1,0

γ (�))
≤ 1

λ
‖f(t)‖2

L2(Q) + λ‖u(t)‖2
L2(0,T ;H1,0

γ (�))

или при малых λ > 0

‖u(t)‖2
L2(0,T ;H1,0

γ (�))
≤ c5‖f(t)‖2

L2(Q).

Тогда из (20) следует, что

‖ut(t)‖2
L2(0,T ;H1(�)) ≤ c(‖ft(t)‖2

L2(Q) + ‖f(t)‖2
L2(Q)).

Отсюда вытекает утверждение леммы. Лемма 2 доказана.

Для завершения доказательства теоремы покажем, что задача (2)–(5) эк-
вивалентна задаче (6).

Доказательство теоремы 1. Согласно лемме 2 можем рассматривать
задачу (6) при фиксированном t ∈ (0, T ):

b(w, v) =

∫

�

fv d�,

где w = w(t, x), v = v(t, x), f = f(t, x). Запишем последнее уравнение в виде
∫

�

σijεij(v) d� =

∫

�

fv d�. (21)

Здесь, как и ранее, σij находится по формулам (1), т. е. содержит интегри-
рование от 0 до t. Подставим v ∈ C∞

0 (�), v = ρ на γ, ρ ∈ R(γ) в (21) и
проинтегрируем по частям. Тогда при данном t ∈ (0, T ) выполнены уравнения

−∂σij(t, x)
∂xj

= fi(t, x)

в смысле распределений.
Возьмем v ∈ H1,0

γ (�). Из (21) интегрированием по частям получим

∫

γ

[σijνj ] vi dγ = 0, v ∈ H1,0
γ (�).

т. е. v = ρ̄ на γ, ρ̄(x) ∈ R(γ) при фиксированном t ∈ (0, T ). Можем записать
∫

γ

[σij(t, x)νj ]ρ̄i(x) dγ = 0, ρ̄ ∈ R(γ), при п.в. t ∈ (0, T ).

Обратно, умножая уравнение (2) на v ∈ H1,0
γ (�) и интегрируя по частям, с

учетом (5) получим уравнение (6).
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Таким образом, при достаточной гладкости решений задачи (2)–(5) и (6) эк-
вивалентны. Покажем, что условию (5) можно придать точный смысл, несмот-
ря на то, что функции σijνj не определяются на γ в поточечном смысле.

Продолжив кривую γ до пересечения с � , как это указано в начале работы,
обозначим продолженную кривую через �, тогда γ ⊂ �.

Будем использовать формулы Грина [5, 18]

−
〈
∂σij
∂xj

, ūi

〉

D

= 〈σij , εij(ū)〉D − 〈σijnj , ūi〉 1
2 ,∂D

, (22)

справедливые для любых функций σij(x),
∂σij(x)
∂xj

∈ L2(D), i, j = 1, 2, ū ∈ H1(D),

гдеD — область с липшицевой границей, n = (n1, n2) — единичный вектор внеш-
ней нормали к ∂D, скобки 〈·, ·〉 1

2 ,∂D
обозначают двойственность пространств

H
1
2 (∂D) и его сопряженного H− 1

2 (∂D).

Отметим, что формула (22) справедлива в каждом из случаев D = �i,
i = 1, 2, при внешней нормали ni =

(
ni

1, n
i
2

)
к ∂�i.

Введем в рассмотрение пространство H
1
2
00(�) с нормой

‖v‖00
1
2 ,�

=

(
‖v‖2

1
2 ,�

+

∫

�

v2

r
d�

) 1
2

,

где ‖v‖2
1
2 ,�

— норма в пространстве H
1
2 (�), r(x) = dist(x, ∂�).

Пусть v определена на �. Обозначим через v̄ продолжение нулем функции
v на всю ∂�i:

v̄ =

{
v на �,

0 на ∂�i \ �.

Тогда v̄ ∈ H
1
2 (∂�i) в том и только том случае, когда v ∈ H

1
2
00(�).

Зафиксируем t ∈ (0, T ). Из (21) с помощью (22) получим

−
〈
∂σij
∂xj

, vi

〉

�1

+
〈
σijn

1
j , vi

〉
1
2 ,∂∂�1

−
〈
∂σij
∂xj

, vi

〉

�2

+
〈
σijn

2
j , vi

〉
1
2 ,∂�2

= 〈f, v〉�.

С учетом (2) отсюда выводим

〈
σijn

1
j , vi

〉
1
2 ,∂�1

+
〈
σijn

2
j , vi

〉
1
2 ,∂�2

= 0.

Обозначив через H
− 1

2
00 (�) пространство, сопряженное к H

1
2
00(�), полученное со-

отношение можно записать в виде

〈[σijνj ], vi〉001
2 ,�

= 0, v ∈ H1,0
γ (�), (23)

где скобки 〈·, ·〉001
2 ,�

обозначают двойственность пространств H
− 1

2
00 (�) и H

1
2
00(�).

В результате получили, что условие (5) выполнено при п. в. t ∈ (0, T ) в
смысле (23).

Теорема доказана.
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ВИДОИЗМЕНЕННАЯ КРАЕВАЯ

ЗАДАЧА ДЛЯ СИЛЬНО

ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ НЕКЛАССИЧЕСКИХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Н. Р. Спиридонова

Аннотация. Показано, что для сильно вырождающихся неклассических диффе-
ренциальных уравнений высокого порядка вида

2p∑

k=0

αk(t)D2p−k
t u(x, t) −Au(x, t) = f(x, t)

корректной будет задача с освобождением части границы от несения краевых усло-
вий.

Ключевые слова: краевая задача, неклассические дифференциальные уравне-
ния, вырождающиеся уравнения, эллиптический оператор.

Пусть � — ограниченная область пространства R
n с гладкой (для про-

стоты бесконечно дифференцируемой) границей � , Q — цилиндр � × (0, T ),
0 < T < +∞, aij(x), i, j = 1, 2, . . . , n, a0(x), α

k(t), k = 0, 1, . . . , 2p, f(x, t) —
заданные функции, определенные при x ∈ �, t ∈ [0, T ], p > 1 — заданное целое
число. Обозначим черезDl

t производную ∂l/∂tl, и пустьA, L— дифференциаль-
ные операторы, действия которых на заданной функции v(x, t) определяются
равенствами

Av =
∂

∂xi
(aij(x)vxj ) + a0(x)v

(здесь и далее по повторяющимся индексам ведется суммирование в пределах
от 1 до n),

Lv =

2p∑

k=0

αk(t)D
2p−k
t v −Av,

при этом оператор A в дальнейшем будет предполагаться эллиптическим на
множестве �.

Рассмотрим в Q уравнение

Lu = f(x, t) (1)

относительно неизвестной функции u(x, t). Для таких уравнений в [1–3] пред-
ложены постановки краевых задач и доказаны теоремы существования и един-
ственности обобщенных и регулярных решений. Основным условием при этом
является

(−1)p−1[2α2p−1(t) + (1 − 2p)α′
2p(t)] ≥ δ0 > 0 при t ∈ [0, T ].

c© 2014 Спиридонова Н. Р.
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В настоящей работе рассмотрена ситуация, когда это условие не выполня-
ется, и показано, что в некоторых случаях постановка из [1–3] должна меняться,
а именно, от части граничных условий необходимо будет отказаться.

Проведем все рассуждения и построения для случая p = 2.
Рассмотрим уравнение

Lu = α0(t)D
4
t u+ α1(t)D

3
t u+ α2(t)D

2
t u+ α3(t)Dtu−Au = f(x, t). (2)

Краевая задача I. В области Q найти решение u(x, t) уравнения (2), удо-

влетворяющее условиям

u(x, t)|S = 0, (3)

Dk
t u

∣∣
t=0

= 0, k = 0, 1, 2. (4)

Краевая задача II. В области Q найти решение u(x, t) уравнения (2)
удовлетворяющее условиям (3), (4), а также условию

Dtu|t=T = 0. (5)

Определим анизотропное пространство Соболева

V =
{
v(x, t) : v(x, t) ∈ L2(0, T ;W 2

2 (�)), Dk
t v ∈ L2(Q), k = 1, 4

}
.

Введем обозначения:

h1(t) =
3

2
α′

0(t) − α1(t), h2(t) = −1

2
α′′′

0 (t) +
1

2
α′′

1 (t) − 1

2
α′

2(t) + α3(t),

h3(t) =
3

2
α′′

0 (t) − α′
1(t) +

1

2
α2(t), hT = α′′

0(T ) − α′
1(T ) + α2(T ),

h̃1(t) = h1(t)(λ − t) − 3

2
α0(t), h̃2(t) = h2(t)(λ − t) + h3(t).

Лемма 1. Пусть u(x, t) — решение из пространства V задачи I, и пусть

выполняются условия

f(x, t), ft(x, t) ∈ L2(Q), (6)

aij(x) ∈ C2(�), i, j = 1, . . . , n, a0(x) ∈ C(�), (7)

aij(x) = aji(x), i, j = 1, . . . , n, aij(x)ξiξj ≥ k0|ξ|2 при x ∈ �, k0 > 0, ξ ∈ R
n,
(8)

a0(x) ≤ −a0 < 0, (9)

α0(t), α3(t) ∈ C3([0, T ]), α1(t), α2(t) ∈ C2([0, T ]), (10)

α0(t) < 0 при t ∈ [0, T ), (11)

α0(T ) = α′
0(T ) = α1(T ) = 0, hT ≥ 0, (12)

h1(t) ≥ 0, h2(t) ≥ 0, h3(t) ≥ 0, t ∈ [0, T ]. (13)

Тогда имеют место оценки

∫

Q

h̃1(t)
(
D2

tu
)2
dxdt+

∫

Q

h̃2(t)(Dtu)
2 dxdt+

∫

Q

u2 dxdt+
n∑

i=1

∫

Q

u2
xi
dxdt ≤M1, (14)

n∑

i=1

∫

Q

[
h̃1(t)

(
D2

t uxi

)2
+ h̃2(Dtuxi)

2
]
dxdt+

∫

Q

(Au)2 dxdt ≤M2, (15)
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где постоянные M1, M2 определяются функциями f(x, t), α0(t)–α3(t), a
ij(x),

i, j = 1, 2, . . . , n, a0(x), а также числом T .

Доказательство. Для получения первой оценки умножим уравнение (2)
на (λ− t)Dtu, λ > T , и проинтегрируем по цилиндру Q. Получим

∫

Q

Lu(λ− t)Dtu dxdt =

∫

Q

α0(t)D
4
t u(λ− t)Dtu dxdt+

∫

Q

α1(t)D
3
t u(λ− t)Dtu dxdt

+

∫

Q

α2(t)D
2
tu(λ− t)Dtu dxdt+

∫

Q

α3(t)Dtu(λ− t)Dtu dxdt

+

∫

Q

Au(λ− t)Dtu dxdt =

∫

Q

f(λ− t)Dtu dxdt.

Проинтегрировав, с учетом условий (3), (4) и (12) придем к равенству

∫

Q

[(
3

2
α′

0(t) − α1(t)

)
(λ− t) − 3

2
α0(t)

](
D2

tu
)2
dxdt

+

∫

Q

[(
− 1

2
α′′′

0 (t) +
1

2
α′′

1 (t) − 1

2
α′

2(t) + α3(t)

)
(λ − t) +

3

2
α′′

0 (t) − α′
1(t)

+
1

2
α2(t)

]
(Dtu)

2 dxdt− 1

2

∫

Q

a0(x)u
2 dxdt

+
1

2

∫

Q

aij(x)uxiuxj dxdt+
λ− T

2

∫

�

[α′′
0 (T ) − α′

1(T ) + α2(T )](Dtu(x, T ))2 dx

+ (λ− T )

∫

�

aij(x)uxj (x, T )uxi(x, T ) dx− λ− T

2

∫

�

a0(x)(u(x, T ))2 dx

=

∫

Q

f(λ− t)Dtu dxdt.

Применяя неравенство Юнга и используя введенные обозначения, получим
∫

Q

[
h1(t)(λ − t) − 3

2
α0(t)

](
D2

tu
)2
dxdt+

∫

Q

[h2(t)(λ − t) + h3(t)](Dtu)
2 dxdt

− 1

2

∫

Q

a0(x)u
2 dxdt +

1

2

∫

Q

aij(x)uxiuxj dxdt+
(λ− T )hT

2

∫

�

(Dtu(x, T ))2 dx

+ (λ − T )

∫

�

aij(x)uxj (x, T )uxi(x, T ) dx− λ− T

2

∫

�

a0(x)u
2(x, T ) dx

≤ δ̃21
2

∫

Q

u2 dxdt+
1

2δ̃21

∫

Q

(λ − t)2(Dtf)2 dxdt +
δ̃22
2

∫

Q

u2 dxdt+
1

2δ̃22

∫

Q

f2 dxdt

+
(λ− T )δ̃23

2

∫

�

u2(x, T ) dx+
1

2δ̃23

∫

�

f2(x, T, ) dx,
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где δ̃1, δ̃2, δ̃3 — произвольные положительные числа. Подбирая эти числа ма-
лыми и используя (6)–(13), приходим к искомой оценке (14).

Чтобы получить вторую оценку, умножим уравнение (2) на −(λ − t)Aut,
λ > T , и проинтегрируем по цилиндру Q:

−
∫

Q

Lu(λ− t)Aut dxdt = −
∫

Q

α0(t)D
4
t u(λ− t)Aut dxdt

−
∫

Q

α1(t)D
3
t u(λ− t)Aut dxdt −

∫

Q

α2(t)D
2
t u(λ− t)Aut dxdt

−
∫

Q

α3(t)Dtu(λ− t)Aut dxdt +

∫

Q

Au(λ− t)Aut dxdt = −
∫

Q

f(λ− t)Aut dxdt.

Интегрируя по частям, учитывая (3), (4) и (12), применяя неравенство Юн-
га и используя введенные обозначения, придем к неравенству∫

Q

[
h1(t)(λ − t) − 3

2
α0(t)

](
D2

tuxi

)2
dxdt+

∫

Q

[h2(t)(λ − t) + h3(t)](Dtuxi)
2 dxdt

+
1

2

∫

Q

(Au)2 dxdt +
(λ − T )

2

∫

∂Q

(Au(x, T ))2 ds

≤ δ̃24
2

∫

Q

(Au)2 dxdt+
1

2δ̃24

∫

Q

(λ− t)2f2
t dxdt+

δ̃25
2

∫

Q

(Au)2 dxdt+
1

2δ̃25

∫

Q

f2 dxdt

+
(λ− T )δ̃26

2

∫

∂Q

(Au(x, T ))2 ds+
1

2δ̃26

∫

∂Q

f2(x, T ) ds,

где δ̃4, δ̃5, δ̃6 — произвольные положительные числа. Подбирая эти числа ма-
лыми, получим вторую оценку (15).

Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть u(x, t) — решение из пространства V задачи I, и пусть

выполняются все условия леммы 1, а также условия

α4
3(t) ≤ K1α

2
2(t), α4

2(t) ≤ K2α
2
3(t)α

2
1(t), (α′

2(t))
2 ≤ K3α

2
3(t),

α4
1(t) ≤ K4α

2
2(t)α

2
0(t), (α′

1(t))
2 ≤ K5α

2
2(t), Ki ≥ 0, i = 1, . . . , 5.

(16)

Тогда имеет место оценка ∫

Q

α2
0(t)

(
D4

tu
)2
dxdt ≤M3, (17)

где постоянная M3 определяется лишь функцией f(x, t) и числами K1–K5.

Доказательство. Умножив уравнение (2) на α0(t)D
4
t u, получим∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt =

∫

Q

f(x, t)α0(t)D
4
tu dxdt+

∫

Q

Auα0(t)D
4
t u dxdt

−
∫

Q

α1(t)D
3
tuα0(t)D

4
t u dxdt−

∫

Q

α2(t)D
2
t uα0(t)D

4
tu dxdt

−
∫

Q

α3(t)Dtuα0(t)D
4
t u dxdt.
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Оценим слагаемые в правой части с помощью неравенства Юнга:

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt ≤ δ20

2

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt+

1

2δ20

∫

Q

f2(x, t) dxdt

+
δ20
2

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt+

1

2δ20

∫

Q

[Au]2 dxdt +
δ21
2

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

t u
]2
dxdt

+
1

2δ21

∫

Q

α2
1(t)

[
D3

tu
]2
dxdt +

δ22
2

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt+

1

2δ22

∫

Q

α2
2(t)

[
D2

tu
]2
dxdt

+
δ23
2

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt+

1

2δ23

∫

Q

α2
3(t)

[
Dtu

]2
dxdt,

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt ≤ δ20

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt +

1

2δ20

∫

Q

f2(x, t) dxdt

+
1

2δ20

∫

Q

[Au]2 dxdt +
δ21 + δ22 + δ23

2

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt

+
1

2δ21
I1 +

1

2δ22
I2 +

1

2δ23
I3. (18)

Оценим интеграл I3:

I3 =

∫

Q

α2
3(t)[Dtu]

2 dxdt = −
∫

Q

α2
3(t)uD

2
tu dxdt− 2

∫

Q

α3(t)α
′
3(t)uDtu dxdt

≤ δ24
2

∫

Q

α4
3(t)

[
D2

tu
]2
dxdt+

1

2δ24

∫

Q

u2 dxdt + δ25

∫

Q

α2
3(t)[Dtu]

2 dxdt

+
1

δ25

∫

Q

[α′
3(t)]

2u2 dxdt,

(
1 − δ25

) ∫

Q

α2
3(t)[Dtu]

2 dxdt ≤ δ24

∫

Q

α4
3(t)

[
D2

tu
]2
dxdt

+

(
1

δ24

∫

Q

u2 dxdt+
2

δ25

∫

Q

[α′
3(t)]

2u2 dxdt

)
.

Фиксируем δ25 = 1
2 . По условию (16) получим

∫

Q

α2
3(t)[Dtu]

2 dxdt ≤ δ24K1

∫

Q

α2
2(t)

[
D2

tu
]2
dxdt + C(δ4), (19)

где постоянная C(δ4) определяется помимо числа δ4 функциями α3(t), u(x, t).
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Оцениваем I2:

I2 =

∫

Q

α2
2(t)

[
D2

tu
]2
dxdt = −

∫

Q

α2
2(t)D

3
t uDtu dxdt−2

∫

Q

α2(t)α
′
2(t)D

2
tuDtu dxdt

= −
∫

Q

α2
1(t)D

3
t u
α2

2(t)

α2
1(t)

Dtu dxdt− 2

∫

Q

α2(t)D
2
t uα

′
2(t)Dtu dxdt

≤ δ26
2

∫

Q

α2
1(t)

[
D3

tu
]2
dxdt+

1

2δ26

∫

Q

α4
2(t)

α2
1(t)

[Dtu]
2 dxdt

+
δ27
2

∫

Q

α2
2(t)

[
D2

tu
]2
dxdt +

1

2δ27

∫

Q

[α′
2(t)]

2[Dtu]
2 dxdt,

(
2 − δ27

) ∫

Q

α2
2(t)

[
D2

t u
]2
dxdt ≤ δ26

∫

Q

α2
1(t)

[
D3

tu
]2
dxdt

+
1

δ26(t)

∫

Q

α4
2(t)

α2
1(t)

[Dtu]
2 dxdt+

1

δ27

∫

Q

[α′
2(t)]

2[Dtu]
2 dxdt.

Положим δ7 = 1. В силу условия (16) имеем

∫

Q

α2
2(t)

[
D2

tu
]2
dxdt ≤ δ26

∫

Q

α2
1(t)

[
D3

tu
]2
dxdt

+
K2

δ26

∫

Q

α2
3(t)[Dtu]

2 dxdt+K3

∫

Q

α2
3(t)[Dtu]

2 dxdt.

Воспользуемся неравенством (19). Тогда

∫

Q

α2
2(t)

[
D2

tu
]2
dxdt ≤ δ26

∫

Q

α2
1(t)

[
D3

tu
]2
dxdt

+
K2

δ26

[
δ24K1

∫

Q

α2
2(t)

[
D2

t u
]2
dxdt+ C(δ4)

]

+K3

[
δ24K1

∫

Q

α2
2(t)

[
D2

tu
]2
dxdt+ C(δ4)

]

или

∫

Q

α2
2(t)

[
D2

tu
]2
dxdt ≤ δ26

∫

Q

α2
1(t)

[
D3

tu
]2
dxdt

+

(
K2

δ26
+K3

)
K1δ

2
4

∫

Q

α2
2(t)

[
D2

t u
]2
dxdt+ C1(δ4, δ6). (20)
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Оценим I1:

I1 =

∫

Q

α2
1(t)

[
D3

tu
]2
dxdt = −

∫

Q

α2
1(t)D

4
t uD

2
tu dxdt

− 2

∫

Q

α1(t)α
′
1(t)D

3
t uD

2
tu dxdt = −

∫

Q

α0(t)D
4
t u
α2

1(t)

α0(t)
D2

tu dxdt

− 2

∫

Q

α1(t)D
3
t uα

′
1(t)D

2
t u dxdt,

∫

Q

α2
1(t)

[
D3

tu
]2
dxdt ≤ δ28

2

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt+

1

2δ28

∫

Q

α4
1(t)

α2
0(t)

[
D2

tu
]2
dxdt

+ δ29

∫

Q

α2
1(t)

[
D3

tu
]2
dxdt+

1

δ29

∫

Q

[α′
1(t)]

2
[
D2

tu
]2
dxdt,

(
1 − δ29

) ∫

Q

α2
1(t)

[
D3

t u
]2
dxdt ≤ δ28

2

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt

+
1

2δ28

∫

Q

α4
1(t)

α2
0(t)

[
D2

tu
]2
dxdt+

1

δ29

∫

Q

[α′
1(t)]

2
[
D2

tu
]2
dxdt.

Фиксируем δ29 = 1
2 . В силу (16) имеем

∫

Q

α2
1(t)

[
D3

tu
]2
dxdt ≤ δ28

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

t u
]2
dxdt+

(
K4

δ28
+ 4K5

) ∫

Q

α2
2(t)

[
D2

t u
]2
dxdt.

(21)
Оценивая далее первое слагаемое в правой части (20) с помощью (21), при-

дем к неравенству
∫

Q

α2
2(t)

[
D2

tu
]2
dxdt ≤ δ26

[
δ28

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt

+

(
K4

δ28
+ 4K5

) ∫

Q

α2
2(t)

[
D2

t u
]2
dxdt

]
+

(
K2

δ26
+K3

)
K1δ

2
4

∫

Q

α2
2(t)

[
D2

tu
]2
dxdt

+ C1(δ4, δ6) = δ26δ
2
8

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt +

[(
K4

δ28
+ 4K5

)
δ26

+

(
K2

δ26
+K3

)
K1δ

2
4

]∫

Q

α2
2(t)

[
D2

tu
]2
dxdt + C1(δ4, δ6),

(
1 − (K4 + 4K5δ

2
8)δ46 + (K2 +K3δ

2
6)K1δ

2
4δ

2
8

δ26δ
2
8

) ∫

Q

α2
2(t)

[
D2

tu
]2
dxdt

≤ δ26δ
2
8

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt + C1(δ4, δ6),
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∫

Q

α2
2(t)

[
D2

tu
]2
dxdt

≤
(

δ46δ
4
8

δ26δ
2
8 − (K4 + 4K5δ28)δ46 − (K2 +K3δ26)K1δ24δ

2
8

) ∫

Q

α2
0(t)

[
D4

t u
]2
dxdt

+ C2(δ4, δ6, δ8). (22)

С помощью неравенства (22) оценим (21):
∫

Q

α2
1(t)

[
D3

tu
]2
dxdt ≤ δ28

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt +

(
K4

δ28
+ 4K5

)

×
[(

δ46δ
4
8

δ26δ
2
8 − (K4 + 4K5δ28)δ

4
6 − (K2 +K3δ26)K1δ24δ

2
8

) ∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt

+ C2(δ4, δ6, δ8)

]
,

∫

Q

α2
1(t)

[
D3

tu
]2
dxdt

≤
(
δ28 +

(K4 + 4K5δ
2
8)δ46δ

2
8

δ26δ
2
8 − (K4 + 4K5δ28)δ

4
6 − (K2 +K3δ26)K1δ24δ

2
8

) ∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt

+ C3(δ4, δ6, δ8). (23)

Далее с помощью (22) оценим (19):
∫

Q

α2
3(t)[Dtu]

2 dxdt

≤
(

K1δ
2
4δ

4
6δ

4
8

δ26δ
2
8 − (K4 + 4K5δ28)δ46 − (K2 +K3δ26)K1δ24δ

2
8

) ∫

Q

α2
0(t)

[
D4

t u
]2
dxdt

+ C4(δ4, δ6, δ8). (24)

Вернемся к (18) и воспользуемся неравенствами (22)–(24):
∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt ≤ δ20

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt

+
1

2δ20

∫

Q

f2(x, t) dxdt +
1

2δ20

∫

Q

(Au)2 dxdt+
δ21 + δ22 + δ23

2

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

t u
]2
dxdt

+
1

2δ21

[(
δ28 +

(K4 + 4K5δ
2
8)δ

4
6δ

2
8

δ26δ
2
8 − (K4 + 4K5δ28)δ46 − (K2 +K3δ26)K1δ24δ

2
8

) ∫

Q

α2
0(t)

[
D4

t u
]2
dxdt

+ C3(δ4, δ6, δ8)

]
+

1

2δ22

[(
δ46δ

4
8

δ26δ
2
8 − (K4 + 4K5δ28)δ46 − (K2 +K3δ26)K1δ24δ

2
8

)

×
∫

Q

α2
0(t)

[
D4

t u
]2
dxdt+ C2(δ4, δ6, δ8)

]
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+
1

2δ23

[(
K1δ

2
4δ

4
6δ

4
8

δ26δ
2
8 − (K4 + 4K5δ28)δ

4
6 − (K2 +K3δ26)K1δ24δ

2
8

) ∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt

+ C4(δ4, δ6, δ8)

]
.

Пусть δ1 = δ2 = δ3, δ6 = δ28 и δ4 = δ48 . Тогда
∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt ≤ δ20

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt +

3δ21
2

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt

+
1

2δ21

[
δ28 +

(K4 + 4K5δ
2
8)δ

10
8 + δ128 +K1δ

20
8

δ68 − (K4 + 4K5δ28)δ
8
8 − (K2 +K3δ48)K1δ108

] ∫

Q

α2
0(t)

[
D4

t u
]2
dxdt

+
1

2δ21
[C2(δ8) + C3(δ8) + C4(δ8)] +

1

2δ20

∫

Q

f2(x, t) dxdt +
1

2δ20

∫

Q

(Au)2 dxdt. (25)

Положим δ8 настолько малым, что выполняется неравенство

1 − (K1K2 +K4)δ
2
8 >

1

2
. (26)

Имеем
1

δ68(1 − (K4 + 4K5δ28)δ28 − (K2 +K3δ48)K1δ48)
<

2

δ68
.

Таким образом,

δ28 +
(K4 + 4K5δ

2
8)δ108 + δ128 +K1δ

20
8

δ68 − (K4 + 4K5δ28)δ
8
8 − (K2 +K3δ48)K1δ108

< δ28 +
2(δ108 + δ128 + δ208 )

δ68
< 7δ28 .

Фиксируем δ20 = 1
6 и δ21 = 1

9 . Из неравенств (25) и (26) получим

δ8 = min

{
1

3
√

21
;

1√
2(K1K2 +K4)

}
.

Обозначим C0(δ8) =
(

1
3 + 63

2 δ
2
8

)
. Тогда∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt ≤ C0(δ8)

∫

Q

α2
0(t)

[
D4

tu
]2
dxdt+

9

2
[C2(δ8) + C3(δ8) + C4(δ8)]

+ 3

∫

Q

f2(x, t) dxdt + 3

∫

Q

(Au)2 dxdt.

Поскольку C0(δ8) < 1, в силу (15) получим искомую оценку (17).
Лемма доказана.

Следствие. При выполнении условий леммы 2 для решения u(x, t) из про-

странства V задачи I имеют место оценки∫

Q

[
α2

1(t)
(
D3

t u
)2

+ α2
2(t)

(
D2

tu
)2

+ α2
3(t)(Dtu)

2
]
dxdt ≤M4, (27)

n∑

i,j=1

∫

Q

u2
xixj

dxdt ≤M5, (28)

где постоянные M4, M5 определяются функцией f(x, t) и числами K1–K5.

Определим пространство Соболева

V0 =
{
v(x, t) : v(x, t) ∈ L2

(
0, T ;W 2

2 (�)
)
, |αk(t)|D4−k

t v ∈ L2(Q), k = 1, 3
}
.
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Теорема 1. Пусть выполняются все условия леммы 2. Тогда существует

решение u(x, t) задачи I, принадлежащее пространству V0.

Доказательство. Пусть ε — положительное число, Lεu — оператор вида

Lεu = (α0(t) − ε)D4
tu+ α1(t)D

3
t u+ α2(t)D

2
t u+ α3(t)Dtu−Au− εAut.

Рассмотрим семейство задач: найти функцию u(x, t), являющуюся решением

уравнения

Lεu = f(x, t)

и такую, что для нее выполняются условия (3), (4), а также условие

Dtu|t=T = 0, x ∈ �.

Из [1–3] следует, что эта задача имеет решение uε(x, t), принадлежащее
пространству V . Для семейства функций {uε(x, t)} имеют место оценки

∫

Q

(
h̃1(t) +

3

2
ε

)(
D2

tu
)2
dxdt+

∫

Q

h̃2(t)(Dtu)
2 dxdt+

∫

Q

u2 dxdt

+ (1 + ε)
n∑

i=1

∫

Q

u2
xi
dxdt ≤M6, (14ε)

n∑

i=1

∫

Q

[(
h̃1(t) +

3

2
ε

)(
D2

t uxi

)2
+ h̃2(Dtuxi)

2

]
dxdt+

∫

Q

(Au)2 dxdt

+ ε

∫

Q

(λ− t)(Aut)
2 dxdt ≤M7, (15ε)

∫

Q

α2
0(t)

(
D4

t u
)2
dxdt + ε

∫

Q

α0(t)
(
D4

t u
)2
dxdt + ε2

∫

Q

(Aut)
2 dxdt ≤ M8, (16ε)

∫

Q

[
α2

1(t)
(
D3

t u
)2

+ α2
2(t)

(
D2

tu
)2

+ α2
3(t)(Dtu)

2
]
dxdt ≤M9, (27ε)

n∑

i,j=1

∫

Q

u2
xixj

dxdt ≤M10. (28ε)

Доказательство справедливости этих оценок проводится так же, как доказы-
вались леммы 1 и 2 (а также следствие к лемме 2). Из полученных оценок и
свойств рефлексивности гильбертова пространства [4] следует, что существу-
ют последовательность {ml} натуральных чисел и функция u(x, t) такие, что
u(x, t) ∈ V0 и при l → ∞ имеют место сходимости:

ml → ∞,

uεml (x, t) → u(x, t), u
εml
xi (x, t) → uxi(x, t), u

εml
xixj (x, t) → uxixj(x, t), i, j = 1, n,

|αk(t)|D4−k
t u

εml
t (x, t) → |αk(t)|D4−k

t ut(x, t), k = 1, 3,

εml
D4

tu
ml(x, t) → 0, εml

Auml
t (x, t) → 0
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слабо в пространстве L2(Q). Из этих сходимостей вытекает, что функция u(x, t)
будет решением задачи (2)–(4) из пространства V0.

Теорема доказана.

Пусть αk(t), k = 0, 3, — функции (T − t)pk , pk ≥ 0 — целые. Нетрудно
подобрать числа pk так, чтобы выполнялись все условия леммы 2, но при этом
не выполнялось условие из [1–3].

Введем обозначения:

ϕ1(t) = (α0(t)α1(t))
′ + 2α0(t)α2(t), ϕ2(t) = (α0(t)α2(t))

′′ + 3(α0(t)α3(t))
′,

ϕ3(t) = (α0(t)α3(t))
′′′.

Лемма 3. Пусть u(x, t) — решение из пространства V задачи I, и пусть

выполняются условия леммы 1, а также условия

ϕ1(t) ≤ 0, ϕ2(t) ≥ 0, ϕ3(t) ≤ 0, α1(0) ≥ 0, α′′
0 (T )α3(T ) ≥ 0. (29)

Тогда имеет место оценка∫

Q

α2
0(t)

(
D4

t u
)2
dxdt +

∫

Q

|ϕ1(t)|
(
D3

tu
)2
dxdt+

+

∫

Q

ϕ2(t)
(
D2

tu
)2
dxdt+

∫

Q

|ϕ3(t)|(Dtu)
2 dxdt ≤M11, (30)

где постоянная M11 определяется функциями f(x, t), α0(t)–α3(t).

Доказательство. Умножив уравнение (2) на α0(t)D
4
tu, получим равен-

ство∫

Q

α2
0(t)

(
D4

t u
)2
dxdt +

∫

Q

α0(t)α1(t)D
3
t uD

4
tu dxdt+

∫

Q

α0(t)α2(t)D
2
t uD

4
tu dxdt

+

∫

Q

α0(t)α3(t)DtuD
4
tu dxdt−

∫

Q

α0(t)AuD
4
tu dxdt =

∫

Q

f(x, t)α0(t)D
4
t u dxdt.

Интегрируя по частям, в силу неравенства Юнга и условий леммы 1 придем к
неравенству∫

Q

α2
0(t)

(
D4

t u
)2
dxdt − 1

2

∫

Q

[(α0(t)α1(t))
′ + 2α0(t)α2(t)]

(
D3

t u
)2
dxdt

+
1

2

∫

Q

[(α0(t)α2(t))
′′ + 3(α0(t)α3(t))

′]
(
D2

t u
)2
dxdt− 1

2

∫

Q

(α0(t)α3(t))
′′′(Dtu)

2 dxdt

− 1

2

∫

�

α0(0)α1(0)
(
D3

tu(x, 0)
)2
dx+

1

2

∫

�

α′′
0 (T )α3(T )(Dtu(x, T ))2 dx

≤ δ20
2

∫

Q

α2
0(t)

(
D4

tu
)2
dxdt+

1

2δ20

∫

Q

(Au)2 dxdt

+
δ21
2

∫

Q

α2
0(t)

(
D4

tu
)2
dxdt+

1

2δ21

∫

Q

f2(x, t) dxdt,

где δ0, δ1 — произвольные положительные числа. Подбирая эти числа малыми
и учитывая (15), получим искомую оценку (30). Лемма доказана.
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Теорема 2. Пусть выполняются все условия леммы 3. Тогда существует

решение u(x, t) задачи I, принадлежащее пространству V0.

Доказательство теоремы проводится методом ε-регуляризации анало-
гично доказательству теоремы 1.

Перейдем к анализу разрешимости краевой задачи II. Пусть теперь выпол-
няется условие

α0(t) ≤ 0 при t ∈ (0, T ), α0(0) < 0, α0(T ) < 0. (31)

Лемма 4. Пусть u(x, t) — решение из пространства V задачи II, и пусть

выполняются условия (6)–(10), (13) и (31). Тогда имеют место оценки (14)
и (15).

Доказательство аналогично доказательству леммы 1.

Лемма 5. Пусть u(x, t) — решение из пространства V задачи II, и пусть

выполняются условия леммы 4, а также условия

|ϕ1(t)| ≤ C1α
2
1(t), ϕ2(t) ≤ C2α

2
2(t), |ϕ3(t)| ≤ C3α

2
3(t), Ci ≥ 0, i = 1, 3,

α0(T )α1(T )ξ2 − 2α0(T )α2(T )ξη − [(α0(T )α2(T ))′ + α0(T )α3(T )]η2 ≥ 0,

α0(0) ≥ 0, (ξ, η) ∈ R
2.

(32)

Тогда имеет место оценка∫

Q

α2
0(t)

(
D4

t u
)2
dxdt +

∫

Q

α2
1(t)

(
D3

tu
)2
dxdt

+

∫

Q

α2
2(t)

(
D2

tu
)2
dxdt+

∫

Q

α2
3(t)(Dtu)

2 dxdt ≤M12, (33)

где M12 определяется функциями f(x, t), α0(t)–α3(t) и числами C1–C3.

Доказательство. Умножим уравнение (2) на α0(t)D
4
t u. Интегрируя по

частям и используя неравенство Юнга, придем к неравенству∫

Q

α2
0(t)

(
D4

t u
)2
dxdt − 1

2

∫

Q

[(α0(t)α1(t))
′ + 2α0(t)α2(t)]

(
D3

t u
)2
dxdt

+
1

2

∫

Q

[(α0(t)α2(t))
′′ + 3(α0(t)α3(t))

′]
(
D2

t u
)2
dxdt− 1

2

∫

Q

(α0(t)α3(t))
′′′(Dtu)

2 dxdt

+
1

2

∫

�

α0(T )α1(T )
(
D3

tu(x, T )
)2
dx − 1

2

∫

�

α0(0)α1(0)
(
D3

tu(x, 0)
)2
dx

−
∫

�

α0(T )α2(T )D2
tu(x, T )D3

tu(x, T ) dx− 1

2

∫

�

(α0(T )α2(T ))′
(
D2

tu(x, T )
)2
dx

− 1

2

∫

�

α0(T )α3(T )
(
D2

tu(x, T )
)2
dx ≤ δ20

2

∫

Q

α2
0(t)

(
D4

tu
)2
dxdt

+
1

2δ20

∫

Q

(Au)2 dxdt+
δ21
2

∫

Q

α2
0(t)

(
D4

tu
)2
dxdt+

1

2δ21

∫

Q

f2(x, t) dxdt,

где δ0, δ1 — произвольные положительные числа. Подбирая эти числа малыми,
с учетом оценки (15) и условия (32) получим искомую оценку (33).

Лемма доказана.
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Теорема 3. Пусть выполняются все условия леммы 5. Тогда существует

решение u(x, t) задачи II, принадлежащее пространству V0.

Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 1.
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О НЕКОТОРЫХ НЕЛОКАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ

ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

С КРАТНЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

А. Р. Хашимов, А. М. Тургинов

Аннотация. Рассматриваются две краевые задачи для уравнения третьего по-
рядка с кратными характеристиками и нелокальным условием по времени. При
доказательстве единственности решений используется метод интегралов энергии.
Для доказательства разрешимости задачи методом потенциалов построена функ-
ция Грина. Далее, с помощью функции Грина доказывается однозначная разре-

шимость исследуемых задач. При этом изучается влияние граничных условий на
класс гладкости решений.

Ключевые слова: уравнение третьего порядка с кратными характеристиками,
функция Грина, метод интегралов энергии, краевая задача, нелокальные условия,
интегральное уравнение.

1. Введение

В работе [1] разработан метод построения фундаментальных решений урав-
нения с кратными характеристиками и построены фундаментальные решения
уравнений

Lu ≡ ∂3u

∂x3
− ∂u

∂t
= 0, (1)

Lu ≡ ∂3u

∂x3
− ∂2u

∂t2
= 0. (2)

В начале 60-х гг. Каттабрига, развивая работу Дель Веккьо [1], построил тео-
рию потенциалов для вышеуказанных уравнений [2, 3]. В дальнейшем исследо-
вателями был рассмотрен ряд краевых задач для уравнений (1), (2) с локаль-
ными и нелокальными граничными условиями [2–13].

В данной работе рассматривается следующие задачи.
I. В области � = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t ≤ T } найти регулярное решение

u(x, t) ∈ Ku уравнения (1), удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = µu(x, T ), µ = const, 0 ≤ x ≤ 1, (3)

u(0, t) = ϕ1(t), ux(0, t) = ϕ2(t), ux(1, t) = ψ(t), 0 ≤ t ≤ T. (4)

Здесь Ku =
{
u(x, t) : u(x, t) ∈ C3,1

x,t (�) ∩ C2,0
x,t (�), uxt ∈ C(�)

}
.

II. В области � = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t ≤ T } найти регулярное решение
u(x, t) ∈ Ku уравнения (1), удовлетворяющее условиям

u(x, 0) = µu(x, T ), µ = const, 0 ≤ x ≤ 1, (5)

uxx(0, t) = ϕ1(t), ux(0, t) = ϕ2(t), ux(1, t) = ψ(t), 0 ≤ t ≤ T. (6)

c© 2014 Хашимов А. Р., Тургинов А. М.
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Здесь K̃u =
{
u(x, t) : u(x, t) ∈ C4,1

x,t (�) ∩ C3,1
x,t (�), uxt ∈ C(�)

}
.

Отметим, что нелокальная задача для уравнения

Lu ≡ ∂3u

∂x3
+
∂u

∂t
+ γu = 0

исследована с другими граничными условиями в [14], где для доказательства
разрешимости задачи использован метод параболической регуляризации и ме-
тод продолжения по параметру.

В данной работе разрешимость задачи доказывается методом потенциалов.
Фундаментальные решения уравнения (1) имеют вид (см. [3])

U(x− ξ; t− τ) = (t− τ)−
1
3 f

(
x− ξ

(t− τ)
1
3

)
, x 6= ξ, t > τ, (7)

V (x− ξ; t− τ) = (t− τ)−
1
3ϕ

(
x− ξ

(t− τ)
1
3

)
, x > ξ, t > τ. (8)

Здесь

f(z) =

∞∫

0

cos(λ3 − λz) dλ, −∞ < z <∞,

ϕ(z) =

∞∫

0

(exp(−λ3 − λz) + sin(λ3 − λz)) dλ, z > 0,

z = (x − ξ)(t− τ)−
1
3 .

Для функций U(x−ξ; t−τ), V (x−ξ; t−τ), f(z), ϕ(z) справедливы следующие
соотношения (см. [3]):

f ′′(z) +
1

3
zf(z) = 0, ϕ′′(z) +

1

3
zϕ(z) = 0, (9)

∞∫

−∞

f(z) = π,

0∫

−∞

f(z) =
π

3
,

∞∫

0

f(z) =
2π

3
,

∞∫

0

ϕ(z) = 0, (10)

lim
(x,t)→(a−0,t)

t∫

τ

Uξξ(x− a; t− τ)α(ξ, τ) dτ =
π

3
α(t), (11)

lim
(x,t)→(a+0,t)

t∫

τ

Uξξ(x − a; t− τ)α(ξ, τ) dτ = −2π

3
α(t), (12)

lim
(x,t)→(a+0,t)

t∫

τ

Vξξ(x− a; t− τ)α(ξ, τ) dτ = 0, (13)

fn(z) ∼ c+n z
2n−1

4 sin

(
2

3
z

3
2

)
, z → ∞, (14)

ϕn(z) ∼ c+n z
2n−1

4 sin

(
2

3
z

3
2

)
, z → ∞, (15)

fn(z) ∼ c−n |z|
2n−1

4 exp

(
− 2

3
|z| 32

)
, z → −∞. (16)
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2. Основные результаты

Теорема 1. Пусть 0 ≤ µ2 ≤ exp{−T }. Тогда задачи I и II имеют не более

одного решения.

Доказательство. Сначала докажем, что задача I имеет единственное
решение. Пусть задача I имеет два решения u1(x, t), u2(x, t). Тогда, полагая
v(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t), получим следующую задачу относительно функции
v(x, t):

Lv ≡ ∂3v

∂x3
− ∂v

∂t
= 0, (x, t) ∈ �, (17)

v(x, 0) = µv(x, T ), 0 ≤ x ≤ 1, (18)

v(0, t) = 0, vx(0, t) = 0, vx(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T. (19)

Рассмотрим тождество

1∫

0

T∫

0

Lv vxt exp{−t} dxdt = 0. (20)

Интегрируя (20) по частям и учитывая однородные граничные условия (18),
(19), получаем

− 1

2

1∫

0

T∫

0

v2
xx(x, t) exp{−t} dxdt− 1

2

T∫

0

v2
t (1, t) exp{−t}dt

− 1

2

1∫

0

v2
xx(x, T ){exp{−T } − µ2} dx = 0. (21)

Отсюда vxx(x, t) = 0 в �, vt(1, t) = 0 для t ∈ [0, T ].
Пусть µ2 < exp{−T }. Тогда vxx(x, T ) = 0, стало быть, vx(x, T ) = const,

x ∈ [0, 1]. Так как
vx(0, t) = vx(1, t) = 0, t ∈ [0, T ]

имеем
vx(0, 0) = vx(0, T ) = 0.

Следовательно, vx(x, T ) = const = 0 при x ∈ [0, 1].
Далее,

vx(x, T ) = 0 ⇒ v(x, T ) = const ⇒ v(x, 0) = const, x ∈ [0, 1].

Поскольку v(0, t) = 0 ⇒ v(0, 0) = 0, то v(x, 0) = const = 0 при x ∈ [0, 1]. В силу
того, что vt(1, t) = 0, t ∈ [0, T ] ⇒ v(1, t) = const, t ∈ [0, T ], и v(0, 0) = 0, имеем
v(1, t) = 0, t ∈ [0, T ].

Таким образом получаем хорошо известную первую краевую задачу отно-
сительно функции v(x, t):

Lv ≡ ∂3v

∂x3
− ∂v

∂t
= 0, (x, t) ∈ �,

v(x, 0) = 0, x ∈ [0, 1], v(0, t) = 0, vx(0, t) = 0, v(1, t) = 0, t ∈ [0, T ].

В силу [3] эта задача имеет единственное решение.
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Рассмотрим случай µ2 = exp{−T }. Из (20) получаем vxx(x, t) = 0, откуда
vx(x, t) = δ1(t) при t ∈ [0, T ]. Так как vx(0, t) = vx(1, t) = 0 при t ∈ [0, T ], то
δ1(t) = 0 при t ∈ [0, T ].

Из vx(x, t) = 0 вытекает, что v(x, t) = δ2(t) при t ∈ [0, T ]. Поскольку
v(0, t) = 0 при t ∈ [0, T ], то δ2(t) = 0 при t ∈ [0, T ].

В силу непрерывности функции v(x, t) = 0 получаем, что v(x, t) = 0 в �.

Рассмотрим задачу II. Пусть задача II имеет два решения u1(x, t), u2(x, t).
Тогда, полагая v(x, t) = u1(x, t) − u2(x, t), получим однородную задачу типа II
относительно функции v(x, t). Введем обозначение ω(x, t) = υx(x, t). Диффе-
ренцируя уравнение (1), имеем

Lω ≡ ∂3ω

∂x3
− ∂ω

∂t
= 0, (x, t) ∈ �,

ω(x, 0) = µω(x, T ), 0 ≤ x ≤ 1,

ω(0, t) = 0, ωx(0, t) = 0, ω(1, t) = 0, 0 ≤ t ≤ T.

Интегрируя тождество

1∫

0

T∫

0

Lω ω exp{−t} dxdt = 0,

получаем ω(x, t) = 0, (x, t) ∈ �, ωx(1, t) = 0 для всех t ∈ [0, T ], ω(x, T ) = 0 для
всех x ∈ [0, 1].

Интегрируя тождество

1∫

0

T∫

0

Lω ω exp{−x} dxdt = 0,

имеем ωx(x, t) = 0 для всех (x, t) ∈ �. Тогда υx(x, t) = 0, υxx(x, t) = 0 для всех
(x, t) ∈ �.

Рассмотрим тождество

1∫

0

T∫

0

Lυ υ exp{−t} dxdt = 0.

Интегрируя это тождество, получаем υ(x, t) = 0 для всех (x, t) ∈ �.
Теперь докажем теорему существования для задачи I.

Теорема 2. Пусть 0 ≤ µ2 ≤ exp{−T }, ψ(t) ∈ C1([0, T ]), ϕ2(t) ∈ C1([0, T ]),
ϕ1(t) ∈ C2([0, T ]). Тогда существует решение задачи (1), (3), (4).

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную задачу.
Найти функцию u(x, t) ∈ Ku, которая является регулярным решением урав-

нения

Lu ≡ ∂3u

∂x3
− ∂u

∂t
= 0 (22)

в области � = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t ≤ T } и удовлетворяет условиям

u(x, 0) = τ(x), (23)

u(0, t) = ϕ1(t), ux(0, t) = ϕ2(t), ux(1, t) = ψ(t). (24)
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В [4] разработан метод построения функции Грина для задачи (22)–(24).
Если применить его к задаче (22)–(24), то с учетом (9)–(13) получим решение
задачи в следующем виде:

πu(x, t) = −
t∫

0

Gξ(x− 1; t− τ)ψ(τ) dτ −
t∫

0

Gξξ(x− 0; t− τ)ϕ1(τ) dτ

+

t∫

0

Gξ(x − 0; t− τ)ϕ2(τ) dτ +

1∫

0

G(x − ξ; t− 0)τ(ξ) dξ, (25)

где G(x−ξ; t−τ) = U(x−ξ; t−τ)−W (x−ξ; t−τ). Здесь W (x−ξ; t−τ) является
решением задачи

M(W ) ≡ −∂
3W

∂x3
− ∂W

∂t
= 0,

U |ξ=1 = W |ξ=1, Uξξ|ξ=1 = Wξξ|ξ=1, U |ξ=0 = W |ξ=0,

W |τ=T = 0.

Обозначим u(x, T ) = α(x). Переходя к пределу при t→ T , из (25) имеем

πα(x) = −
T∫

0

Gξ(x− 1;T − τ)ψ(τ) dτ −
T∫

0

Gξξ(x− 0;T − τ)ϕ1(τ) dτ

+

T∫

0

Gξ(x− 0;T − τ)ϕ2(τ) dτ + µ

1∫

0

{G(x− ξ;T − 0)α(ξ) dξ. (26)

Итак, получено интегральное уравнение Фредгольма второго рода относи-
тельно функции α(x):

α(x) =

1∫

0

K(x, ξ)α(ξ)dξ + F (x), (27)

где
K(x, ξ) ≡ µG(x − ξ;T − 0),

F (x) ≡ −
T∫

0

Gξ(x− 1;T − τ)ψ(τ) dτ −
T∫

0

Gξξ(x− 0;T − τ)ϕ1(τ) dτ

+

T∫

0

Gξ(x − 0;T − τ)ϕ2(τ) dτ .

С учетом (14)–(16) легко показать справедливость соотношений для функ-
ций K(x, ξ), F (x):

|K(x, ξ)| < C

|x− ξ| 14
, F (x) ∈ C3([0, 1]).

В силу единственности решения задачи (1), (3), (4) интегральное уравнение
(27) имеет единственное решение.

Аналогично можно доказать следующую теорему существования для зада-
чи II.

Теорема 3. Пусть 0 ≤ µ2 ≤ exp{−T }, ψ(t) ∈ C1([0, T ]), ϕ2(t) ∈ C2([0, T ]),
ϕ1(t) ∈ C2([0, T ]). Тогда существует решение задачи (1), (5), (6).
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О РАЗРЕШИМОСТИ НЕКОТОРЫХ

ЗАДАЧ СОПРЯЖЕНИЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА

Н. Н. Шадрина

Аннотация. Исследуется общая краевая задача нахождения решения для линей-
ного эллиптического уравнения. Доказываются теоремы существования и един-
ственности решения при выполнении соответствующих граничных условий и усло-
вий сопряжения на границе раздела двух сред.

Ключевые слова: краевая задача, условия сопряжения, уравнения эллиптиче-
ского типа.

Пусть � — ограниченная область пространства R
n с гладкой (для просто-

ты, бесконечно дифференцируемой) границей � , Q — цилиндр � × (−1, 1), Q−

и Q+ — цилиндры Q− = � × (−1, 0), Q+ = � × (0, 1). Далее, пусть p(x, y),
c(x, y), f(x, y), αi(x), βi(x) (i = (1, 4)) — заданные функции, определенные
при x ∈ �, y ∈ [−1, 1], при этом p(x, y) строго положительна при (x, y) ∈
Q и может иметь разрыв первого рода при переходе через плоскость y = 0,
(α1(x), α2(x), α3(x), α4(x)), (β1(x), β2(x), β3(x), β4(x)) — некоторые линейно не-
зависимые при каждом фиксированном x ∈ � вектор-функции, B1 и B2 — ли-
нейные операторы, ставящие в соответствие функции u(x, y) функцию (Biu)(x)
(свойства которых будут описаны позже). Пусть L — дифференциальный опе-
ратор, действие которого на заданной функции v(x, y) определяется равенством

Lv ≡ �xv +
∂

∂y
(p(x, y)vy) + c(x, y)v,

где �x =
n∑

i=1

∂2

∂x2
i
.

Задача сопряжения. Найти функцию u(x, y), являющуюся в цилиндрах

Q− и Q+ решением уравнения

Lu = f(x, y) (1)

и такую, что для нее выполняются граничные условия на боковой поверхности

S = � × (−1, 1):
u(x, y)|S = 0, (2)

на основаниях:

u(x,−1) = 0, u(x, 1) = 0, x ∈ �, (3)

а также условия сопряжения на границе раздела областей Q− и Q+:

α1(x)u(x,−0) + α2(x)u(x,+0) + α3(x)uy(x,−0) + α4(x)uy(x,+0) +B1u = 0, (4)

c© 2014 Шадрина Н. Н.
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β1(x)u(x,−0) + β2(x)u(x,+0) + β3(x)uy(x,−0) + β4(x)uy(x,+0) +B2u = 0, (5)

где x ∈ �.

Задача (1)–(5) в частном случае совпадает с хорошо изученной классиче-
ской задачей дифракции (см., например, [1–3]). В общем же виде, рассматри-
ваемом в настоящей работе, ранее такие задачи не изучались. Заметим, что
задачи сопряжения (дифракции) возникают при математическом моделирова-
нии многих процессов механики, физики, биологии и т. п. в ситуациях, когда
те или иные процессы изучаются в двух и более соприкасающихся субстанци-
ях с различными физическими характеристиками (из многочисленных работ
последнего времени укажем лишь работы [4, 5]).

Условие линейной независимости векторов (αi(x)), (βi(x)) (i = (1, 4)) озна-
чает, что в каждой точке x из � один из миноров второго порядка матрицы

(
α1(x) α2(x) α3(x) α4(x)
β1(x) β2(x) β3(x) β4(x)

)

отличен от нуля.
В дальнейшем будем рассматривать случай, когда отличным от нуля явля-

ется один из миноров

�1(x) = α3(x)β4(x) − α4(x)β3(x), �2(x) = α1(x)β2(x) − α2(x)β1(x),

�3(x) = α1(x)β4(x) − α4(x)β1(x), �4(x) = α2(x)β3(x) − α3(x)β2(x).

Более того, будем считать, что выполняется следующее

Условие А. Если существует точка x0 из � такая, что �i(x0) 6= 0 для

одного из чисел i = 1, 2, 3, 4, то �i(x) 6= 0 для всех x из � и того же числа i.

При выполнении условия А задача сопряжения (1)–(5) может быть пере-
формулирована как одна из следующих задач.

Задача I. Найти функцию u(x, y), являющуюся решением уравнения (1)
в цилиндрах Q− и Q+ и такую, что выполняются условия (2), (3), а также

условия

uy(x,−0) = a1(x)u(x,−0) + a2(x)u(x,+0) + a3(x)B1u+ a4(x)B2u, x ∈ �,

uy(x,+0) = b1(x)u(x,−0) + b2(x)u(x,+0) + b3(x)B1u+ b4(x)B2u, x ∈ �.

Задача II. Найти функцию u(x, y), являющуюся решением уравнения (1)
в цилиндрах Q− и Q+ и такую, что выполняются условия (2), (3), а также

условия

u(x,−0) = a1(x)uy(x,−0) + a2(x)uy(x,+0) + a3(x)B1u+ a4(x)B2u, x ∈ �,

u(x,+0) = b1(x)uy(x,−0) + b2(x)uy(x,+0) + b3(x)B1u+ b4(x)B2u, x ∈ �.

Задача III. Найти функцию u(x, y), являющуюся решением уравнения

(1) в цилиндрах Q− и Q+ и такую, что выполняются условия (2), (3), а также

условия

u(x,−0) = a1(x)u(x,+0) + a2(x)uy(x,−0) + a3(x)B1u+ a4(x)B2u, x ∈ �,

uy(x,+0) = b1(x)u(x,+0) + b2(x)uy(x,−0) + b3(x)B1u+ b4(x)B2u, x ∈ �.
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Задача IV. Найти функцию u(x, y), являющуюся решением уравнения (1)
в цилиндрах Q− и Q+ и такую, что выполняются условия (2), (3), а также

условия

u(x,+0) = a1(x)u(x,−0) + a2(x)uy(x,+0) + a3(x)B1u+ a4(x)B2u, x ∈ �,

uy(x,−0) = b1(x)u(x,−0) + b2(x)uy(x,+0) + b3(x)B1u+ b4(x)B2u, x ∈ �.

Уточним, что здесь функции a1(x), a2(x), a3(x), a4(x), b1(x), b2(x), b3(x),
b4(x) для каждой из задач вполне определенно вычисляются через исходные
функции αi(x), βi(x), i = 1, 4. Очевидно, что задачи III и IV однотипные. Да-
лее будет рассмотрена только одна из них, а именно задача III. Кроме того,
в данных задачах предполагается, что функция a1(x)b2(x) − a2(x)b1(x) может
обращаться в нуль, в том числе и тождественно, при x ∈ �.

В заключение постановки задачи определим требуемое пространство. Имен-
но, обозначим через V следующее множество функций:

V =
{
v(x, y) : v(x, y) ∈ W 2

2 (Q−) ∪W 2
2 (Q+)

}
.

Прежде чем сформулировать теорему 1, введем некоторые дополнительные обо-
значения. Пусть

ā3 = max
�

(p(x,+0)|a3(x)|), ā4 = max
�

(p(x,−0)|a4(x)|),

b̄3 = max
�

(p(x,+0)|b3(x)|), b̄4 = max
�

(p(x,−0)|b4(x)|),

A1 =
γ0(m11b̄3 +m12b̄4) +m11ā3 +m12ā4

2δ20
+
δ20γ0(b̄3 + b̄4)

2
,

A2 =
γ0(m21b̄3 +m22b̄4) +m21ā3 +m22ā4

2δ20
+
δ20(ā3 + ā4)

2
,

A3 =
γ0(m31b̄3 +m32b̄4) +m31ā3 +m32ā4

2
,

A4 =
γ0(m41b̄3 +m42b̄4) +m41ā3 +m42ā4

2
,

�(ξ, η) = [γ0b2(x)p(x,+0) −A1]ξ
2 + [γ0b1(x)p(x,+0) − a2(x)p(x,−0)]ξη

− [a1(x)p(x,−0) +A2]η
2

(здесь γ0 и δ0 — положительные постоянные, точное значение которых будет
указано ниже).

Обсудим вначале вопрос единственности решений задач сопряжения I–III.

Теорема 1. Пусть выполняются условия:

p(x, y) ∈ C1(Q−), p(x, y) ≥ p1 > 0, (x, y) ∈ Q−, (6)

p(x, y) ∈ C1(Q+), p(x, y) ≥ p2 > 0, (x, y) ∈ Q+, (7)

‖Biv‖2
L2(�) ≤ m1i‖v(x,+0)‖2

L2(�) +m2i‖v(x,−0)‖2
L2(�)

+m3i‖v‖2
L2(Q−) +m4i‖v‖2

L2(Q+), v(x, y) ∈ V, i = 1, 2, (8)

c(x, y) ≤ −c0 ≤ 0, (x, y) ∈ Q
±
, (9)
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∃γ0 > 0 ∃δ0 > 0 : �(ξ, η) ≥ 0, (η, ξ) ∈ R
2,

c(x, y) +A3/δ
2
0 ≤ 0, c(x, y) +A4/δ

2
0 ≤ 0, x ∈ �, y ∈ [−1, 1]. (10)

Тогда задача I в пространстве V не может иметь более одного решения.

Доказательство. Достаточно показать, что если правая часть исходного
уравнения (1) тождественно равна нулю, то u(x, y) ≡ 0.

Рассмотрим равенство

−
∫

Q−

uLu dxdy − γ0

∫

Q+

uLu dxdy = 0

и выделим в нем неотрицательно определенные слагаемые.

Применяя формулу интегрирования по частям, получим

−
∫

Q−

uLu dxdy − γ0

∫

Q+

uLu dxdy

=

n∑

i=1

∫

Q−

u2
xi
dxdy + γ0

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xi
dxdy −

∫

Q−

c(x, y)u2 dxdy

− γ0

∫

Q+

c(x, y)u2 dxdy +

∫

Q−

p(x, y)u2
y dxdy + γ0

∫

Q+

p(x, y)u2
y dxdy

+

∫

∂Q−

p(x, y)u · uyνy dS + γ0

∫

∂Q+

p(x, y)u · uyνy dS. (11)

Используя условия сопряжения, преобразуем два последних слагаемых равен-
ства (11):

∫

∂Q−

p(x, y)u · uyνy dS + γ0

∫

∂Q+

p(x, y)u · uyνy dS

= −
∫

�

p(x,−0)u(x,−0)uy(x,−0) dx+ γ0

∫

�

p(x,+0)u(x,+0)uy(x,+0) dx

=

∫

�

γ0b2(x)p(x,+0)u2(x,+0) dx

+

∫

�

[γ0b1(x)p(x,+0) − a2(x)p(x,−0)]u(x,+0)u(x,−0) dx

−
∫

�

p(x,−0)a1(x)u
2(x,−0)] dx

+

∫

�

[γ0b3(x)p(x,+0)u(x,+0) − a3(x)p(x,−0)u(x,−0)]B1u dx

+

∫

�

[γ0b4(x)p(x,+0)u(x,+0) − a4(x)p(x,−0)u(x,−0)]B2u dx.
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Применяя введенные ранее обозначения, а также учитывая условие (8), полу-
чим

n∑

i=1

∫

Q−

u2
xi
dxdy + γ0

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xi
dxdy

+

∫

Q−

p(x, y)u2
y dxdy + γ0

∫

Q+

p(x, y)u2
y dxdy +

∫

�

[γ0b2(x)p(x,+0) +A1]u
2(x,+0) dx

+

∫

�

[γ0b1(x)p(x,+0) − a2(x)p(x,−0)]u(x,+0)u(x,−0) dx

−
∫

�

[p(x,−0)a1(x) −A2]u
2(x,−0) dx−

∫

Q−

[c(x, y) −A3/δ
2
0]u

2(x, y) dxdy

− γ0

∫

Q+

[c(x, y) −A4/δ
2
0 ]u

2(x, y) dxdy ≤ 0.

Следовательно, выполняется неравенство

n∑

i=1

∫

Q−

u2
xi
dxdy + γ0

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xi
dxdy

+

∫

Q−

p(x, y)u2
y dxdy + γ0

∫

Q+

p(x, y)u2
y dxdy

−
∫

Q−

c(x, y)u2 dxdy − γ0

∫

Q+

c(x, y)u2 dxdy ≤ 0. (12)

Отсюда очевидным образом получаем u(x, y) ≡ 0 в Q. Теорема доказана.

Для формулировки теоремы 2 введем дополнительные обозначения:

A11 =
γ0(b̄3 + b̄4)

2
, A21 =

ā3 + ā4

2
,

A5 =
γ0(m11b̄3 +m12b̄4) +m11ā3 +m12ā4

2
,

A6 =
γ0(m21b̄3 +m22b̄4) +m21ā3 +m22ā4

2
,

�1(ξ, η) =
[
γ0b2(x)p(x,+0) −A11δ

2
1

]
ξ2 + [γ0b1(x)p(x,+0) − a2(x)p(x,−0)]ξη

−
[
a1(x)p(x,−0) +A21δ

2
1

]
η2.

Теорема 2. Пусть выполняются условия (6)–(9), а также условия

∃γ0 > 0 ∃δ1 > 0 : �1(η, ξ) ≥ 0, (η, ξ) ∈ R
2,

p1 −A5/δ
2
1 > 0, p2 −A6/δ

2
1 > 0,

c(x, y) +A3/δ
2
1 ≤ 0, c(x, y) +A4/δ

2
1 ≤ 0, x ∈ �, y ∈ [−1, 1].
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Тогда задача II в пространстве V не может иметь более одного решения.

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1, в данном случае
достаточно показать, что если правая часть исходного уравнения (1) тожде-
ственно равна нулю, то u(x, y) ≡ 0. Используя условия сопряжения, учитывая
условие (8) и применяя очевидные неравенства

∫

�

u2(x,−0) dx ≤
∫

Q−

u2
y(x, y) dxdy,

∫

�

u2(x,+0) dx ≤
∫

Q+

u2
y(x, y) dxdy, (13)

получим

n∑

i=1

∫

Q−

u2
xi
dxdy + γ0

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xi
dxdy

+

∫

Q−

[
p(x, y) +A5/δ

2
1

]
u2
y dxdy + γ0

∫

Q+

[
p(x, y) +A6/δ

2
1

]
u2
y dxdy

+

∫

�

[
γ0b2(x)p(x,+0)+A11δ

2
1

]
u2
y(x,+0) dx−

∫

�

[
p(x,−0)a1(x)+A21δ

2
1

]
u2
y(x,−0) dx

−
∫

�

[γ0b1(x)p(x,+0) − a2(x)p(x,−0)]u(x,+0)uy(x,−0) dx

−
∫

Q−

[
c(x, y) +A3/δ

2
1

]
u2(x, y) dxdy − γ0

∫

Q+

[
c(x, y) +A4/δ

2
1

]
u2(x, y) dxdy ≤ 0.

Следовательно, выполняется неравенство (12). Отсюда очевидным образом по-
лучаем u(x, y) ≡ 0 в Q. Теорема доказана.

Введем обозначение

�2(ξ, η) =
[
γ0b2(x)p(x,+0) −A11δ

2
2

]
ξ2 + [γ0b1(x)p(x,+0) − a2(x)p(x,−0)]ξη

−
[
a1(x)p(x,−0) +A21δ

2
2

]
η2.

Теорема 3. Пусть выполняются условия (6)–(9), а также условия

∃γ0 > 0 ∃δ2 > 0 : �2(η, ξ) ≥ 0, (η, ξ) ∈ R
2,

p1 −A5/δ
2
2 > 0, p2 −A6/δ

2
2 > 0,

c(x, y) +A3/δ
2
2 ≤ 0, c(x, y) +A4/δ

2
2 ≤ 0, x ∈ �, y ∈ [−1, 1].

Тогда задача III в пространстве V не может иметь более одного решения.

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 1 c учетом усло-
вия (8) получим

n∑

i=1

∫

Q−

u2
xi
dxdy + γ0

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xi
dxdy

+

∫

Q−

[
p(x, y) +A5/δ

2
2

]
u2
y dxdy + γ0

∫

Q+

[
p(x, y) +A6/δ

2
2

]
u2
y dxdy
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+

∫

�

[
γ0b2(x)p(x,+0)+A11δ

2
2

]
u2
y(x,+0) dx−

∫

�

[
p(x,−0)a1(x)+A21δ

2
2

]
u2
y(x,−0) dx

−
∫

�

[
γ0b1(x)p(x,+0) − a2(x)p(x,−0)

]
u(x,+0)uy(x,−0) dx

−
∫

Q−

[
c(x, y) +A3/δ

2
2

]
u2(x, y) dxdy − γ0

∫

Q+

[
c(x, y) +A4/δ

2
2

]
u2(x, y) dxdy ≤ 0.

Следовательно, выполняется неравенство (12). Отсюда очевидным образом по-
лучаем u(x, y) ≡ 0 в Q. Теорема доказана.

Прежде чем сформулировать следующую теорему, введем дополнительные
обозначения:

ã3 = max
�

(|a3(x)|), ã4 = max
�

(|a4(x)|), b̃3 = max
�

(|b3(x)|), b̃4 = max
�

(|b4(x)|).

Теорема 4 (теорема существования). Пусть выполняются условия (6)–
(10), а также следующие условия:

c(x, y) ∈ (Q), ai(x) ∈ C2(�), i = 1, 2, (14)

существуют операторы B̃i такие, что для всех v(x, y) ∈ V выполняется

∂

∂xj
(Biv) = Bivxj + B̃iv,

‖B̃iv‖2
L2(�) ≤ m̃1i‖v(x,+0)‖2

L2(�) + m̃2i‖v(x,−0)‖2
L2(�)

+ m̃3i‖v‖2
L2(Q−) + m̃4i‖v‖2

L2(Q+), v(x, y) ∈ V, i = 1, 2, (15)

существуют положительные числа δ01–δ04 такие, что верны неравенства

2 −
(
1 + ã2

3

)
δ201 −

(
1 + ã2

4

)
δ202 − m̃21

(
ã2
3

δ201
+
γ0b̃

2
3

δ203

)
− m̃32

(
ã2
4

δ202
+
γ0b̃

2
4

δ04

)
> 0,

2 −
(
1 + b̃23

)
δ203 −

(
1 + b̃24

)
δ204 − m̃12

(
ã2
4

δ202
+
γ0b̃

2
4

δ204

)
− m̃11

(
ã2
3

δ201
+
γ0b̃

2
3

δ01

)
> 0.

(16)

Тогда для любой функции f(x, y) из пространства L2(Q) существует функция

u(x, y), принадлежащая пространству V и являющаяся решением задачи I.

Доказательство. Воспользуемся методом продолжения по параметру.
Пусть λ — число из отрезка [0, 1]. Рассмотрим семейство краевых задач.

Задача Iλ. Найти функцию u(x, y), являющуюся решением уравнения (1)
в цилиндрах Q− и Q+ и такую, что выполняются условия (2), (3), а также

условия

uy(x,−0) = λ[a1(x)u(x,−0) + a2(x)u(x,+0) + a3(x)B1u+ a4(x)B2u],

uy(x,+0) = λ[b1(x)u(x,−0) + b2(x)u(x,+0) + b3(x)B1u+ b4(x)B2u].
(17)

Обозначим через � множество тех чисел λ из отрезка [0, 1], для которых
задача Iλ разрешима в пространстве V . Согласно теореме о методе продол-
жения по параметру [6] множество � совпадает со всем отрезком [0, 1], если
оно непустое, открытое и замкнутое (в топологии метрического пространства
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X = [0, 1]). Совпадение множества � с отрезком [0, 1] будет означать, что задача
I1, т. е. исходная задача I, разрешима в пространстве V .

Непустота � очевидна, так как число 0 принадлежит ему [7].
Открытость и замкнутость множества � имеет место, если для всевозмож-

ных решений задачи Iλ из пространства V выполняется априорная оценка

‖u‖V ≤ R0

с постоянной K, не зависящей от функции u(x, y) и от λ. Покажем, что требу-
емая оценка имеет место.

Рассмотрим равенство

−
∫

Q−

uLu dxdy − γ0

∫

Q+

uLu dxdy = −
∫

Q−

uf(x, y) dxdy − γ0

∫

Q+

uf(x, y) dxdy. (18)

Интегрируя по частям, имеем

n∑

i=0

∫

Q−

u2
xi
dxdy + γ0

n∑

i=0

∫

Q+

u2
xi
dxdy −

∫

Q−

c(x, y)u2 dxdy − γ0

∫

Q+

c(x, y)u2 dxdy

+

∫

Q−

p(x, y)u2
y dxdy + γ0

∫

Q+

p(x, y)u2
y dxdy +

∫

∂Q−

p(x, y)u · uyυy dS

+ γ0

∫

∂Q+

p(x, y)u · uyυy dS = −
∫

Q−

uf(x, y) dxdy − γ0

∫

Q+

uf(x, y) dxdy.

С учетом неравенств
∫

Q−

u2(x, y) dxdy ≤
∫

Q−

u2
y(x, y) dxdy,

∫

Q+

u2(x, y) dxdy ≤
∫

Q+

u2
y(x, y) dxdy,

применяя к правой части неравенство Юнга и используя условия (16) задачи Iλ
и условия теоремы, получим

n∑

i=1

∫

Q−

u2
xi
dxdy + γ0

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xi
dxdy +

∫

Q−

p(x, y)u2
y dxdy

+ γ0

∫

Q+

p(x, y)u2
y dxdy + λ

∫

�

[γ0b2(x)p(x,+0) +A1]u
2(x,+0) dx

+ λ

∫

�

[γ0b1(x)p(x,+0) − a2(x)p(x,−0)]u(x,+0)u(x,−0) dx

− λ

∫

�

[p(x,−0)a1(x) −A2]u
2(x,−0) dx

−
∫

Q−

[
c(x, y) +A3/δ

2
0

]
u2(x, y) dxdy − γ0

∫

Q+

[
c(x, y) +A4/δ

2
0

]
u2(x, y) dxdy

≤ 1

2δ2

∫

Q−

f2 dxdy +
γ0

2δ2

∫

Q+

f2 dxdy +
δ2

2

∫

Q−

u2
y dxdy +

γ0δ
2

2

∫

Q+

u2
y dxdy.
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Ввиду условий (6)–(9) имеем

k

{
n∑

i=1

∫

Q−

u2
xi
dxdy +

∫

Q−

u2
y dxdy +

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xi
dxdy +

∫

Q+

u2
y dxdy

}

≤ K

(∫

Q−

f2(x, y) dxdy +

∫

Q+

f2(x, y) dxdy

)
,

в котором k = min
(
1, p0

2 , γ,
γ0p0

2

)
> 0, K = max

(
1

2p0
, γ0

2p0

)
.

Тем самым первая оценка имеет вид

‖u‖2
W 1

2 (Q−) + ‖u‖2
W 1

2 (Q+) ≤ K1

( ∫

Q−

f2(x, y) dxdy +

∫

Q+

f2(x, y) dxdy

)
. (19)

Для получения второй априорной оценки рассмотрим равенство
∫

Q−

uyyLu dxdy + γ0

∫

Q+

uyyLu dxdy =

∫

Q−

uyyf(x, y) dxdy + γ0

∫

Q+

uyyf(x, y) dxdy.

(20)
Интегрируя по частям, получим

n∑

i=1

∫

Q−

u2
xiy dxdy + γ0

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xiy dxdy −

n∑

i=1

∫

�

uxiy(x,−0)uxi(x,−0) dx

+ γ0

n∑

i=1

∫

�

uxiy(x,+0)uxi(x,+0) dx+

∫

Q−

pu2
yy dxdy + γ0

∫

Q+

pu2
yy dxdy

=

∫

Q−

f(x, y)uyy dxdy + γ0

∫

Q+

f(x, y)uyy dxdy −
∫

Q−

pyuyuyy dxdy

− γ0

∫

Q+

pyuyuyy dxdy −
∫

Q−

c(x, y)uuyy dxdy − γ0

∫

Q+

c(x, y)uuyy dxdy. (21)

Преобразуем отдельно третье и четвертое слагаемые левой части (21), ис-
пользуя условия сопряжения (17):

−
∫

�

uxiy(x,−0)uxi(x,−0) dx+ γ0

∫

�

uxiy(x,+0)uxi(x,+0) dx

= λ

∫

�

[
γ0b2(x)u

2
xi

(x,+0) + [γ0b1(x) − a2(x)]uxi(x,−0)uxi(x,+0)

− a1(x)u
2
xi

(x,−0) − (uxi(x,−0)u(x,−0)a1xi(x) − uxi(x,−0)u(x,+0)a2xi(x)
]
dx

− λ

∫

�

(
uxi(x,−0)

∂

∂xi
(B1u)a3(x) − uxi(x,−0)B1ua3xi(x)

− uxi(x,−0)
∂

∂xi
(B2u)a4(x) − uxi(x,−0)B2ua4xi(x)

+ γ0

(
uxi(x,+0)u(x,−0)b1xi(x) + uxi(x,+0)u(x,+0)b2xi(x)
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+ uxi(x,+0)
∂

∂xi
(B1u)b3(x) + uxi(x,+0)B1ub3xi(x)

+ uxi(x,+0)
∂

∂xi
(B2u)b4(x) + uxi(x,+0)B2ub4xi(x)

))
dx.

Все слагаемые правой части данного равенства, кроме первого, оценива-
ются с помощью неравенства Юнга, неравенств (13), примененных для произ-
водных uxi(x,−0), uxi(x,+0), и условий (8), (15) на операторы B1, B2. Далее,
слагаемые в правой части (20) оцениваются сверху с помощью неравенства Юн-
га и первой оценки. В результате получим

∫

�

(
γ0u

2
xi

(x,+0)b2(x)+uxi(x,−0)uxi(x,+0)[γ0b1(x)−a2(x)]−u2
xi

(x,−0)a1(x)
)
dx

+
p1

2

∫

Q−

u2
yy dxdy +

γ0p2

2

∫

Q+

u2
yy dxdy +

n∑

i=1

∫

Q−

u2
xiy

(
1 − (1 + ã2

3)δ
2
01

2
− (1 + ã2

4)δ
2
02

2

− m̃21

[
ã2
3

δ201
+
γ0b̃

2
3

δ203

]
− m̃32

[
ã2
4

δ202
+
γ0b̃

2
4

δ04

])
dxdy +

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xiy

(
1 − (1 + b̃23)δ

2
03

2

− (1 + b̃24)δ
2
04

2
− m̃12

[
ã2
4

δ202
+
γ0b̃

2
4

δ204

]
− m̃11

[
ã2
3

δ201
+
γ0 − b̃23
δ01

])
dxdy

≤ δ

[ ∫

Q−

u2
yy dxdy + γ0

∫

Q+

u2
yy dxdy

]
+M.

Отсюда и из условий (16) следует, что
∫

Q−

u2
yy dxdy +

n∑

i=1

∫

Q−

u2
xiy dxdy + γ0

∫

Q+

u2
yy dxdy + γ0

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xiy dxdy ≤M1.

Третья априорная оценка
n∑

i,j=1

∫

Q−

u2
xixj

dxdy + γ0

n∑

i,j=1

∫

Q+

u2
xixj

dxdy ≤M2

очевидным образом вытекает из первых двух и второго основного неравенства
для эллиптических операторов [7]. Из полученных трех оценок следует искомая
оценка

‖u‖V ≤ R0. (22)

Оценка (22) означает, что задача Iλ разрешима в пространстве V для всех λ
из отрезка [0, 1], т. е. и для λ = 1. Но тогда и искомая задача I разрешима в
пространстве V . Теорема доказана.

Замечание. Для решения u(x, y) задачи I имеют место включения
uxiy(x,−0) ∈ L2(�), uxiy(x,+0) ∈ L2(�), i = 1, . . . , n. Это следует из выполне-
ния условий сопряжения и того, что в условиях сопряжения каждое слагаемое
в правой части имеет обобщенную производную по переменной xi.

Для x из � и переменных ξ и η определим квадратичную по (ξ, η) форму

�3(x, ξ, η) = −a1(x)ξ
2 + [γ1b1(x) − a2(x)]ξη + γ1b2(x)η

2,

где γ1 — положительное число, роль которого будет пояснена ниже.
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Теорема 5 (теорема существования). Пусть выполняются условия (6)–(9),
(14), (15), а также следующие условия:

a1(x) ≤ 0, b2(x) ≥ 0, a1(x)b2(x) − a2(x)b1(x) ≤ 0, x ∈ �,

∃γ1 > 0 : �3(x, ξ, η) ≥ ϕ1(x)ξ
2 + ϕ2(x)η

2, ϕ1(x) ≥ 0, ϕ2(x) ≥ 0, x ∈ �,

|a2xi(x)| ≤ C
√
ϕ1(x), |b1xi(x)| ≤ C

√
ϕ2(x), C = const, x ∈ �, i = 1, . . . , n,

а также существуют положительные числа δ01–δ04 такие, что верны неравенства

2 −
(
1 + ã2

3

)
δ201 −

(
1 + ã2

4

)
δ202 − m̃21

(
ã2
3

δ201
+
γ1b̃

2
3

δ203

)
− m̃32

(
ã2
4

δ202
+
γ1b̃

2
4

δ04

)
> 0,

2 −
(
1 + b̃23

)
δ203 −

(
1 + b̃24

)
δ204 − m̃12

(
ã2
4

δ202
+
γ1b̃

2
4

δ204

)
− m̃11

(
ã2
3

δ201
+
γ1b̃

2
3

δ01

)
> 0.

Тогда для любой функции f(x, y) из пространства L2(Q) существует функция

u(x, y), принадлежащая пространству V и являющаяся решением задачи II.

Доказательство. Рассмотрим вначале случай aj(x) ≡ 0, bj(x) ≡ 0, j =
3, 4. Пусть ε — положительное число. Обозначим

a1ε(x) = a1(x) − ε, b2ε(x) = b2(x) + ε.

Рассмотрим задачу: найти функцию u(x, y), являющуюся в цилиндрах Q−

и Q+ решением уравнения (1) и такую, что выполняются условия (2), (3), а

также условия

u(x,−0) = a1ε(x)uy(x,−0) + a2(x)uy(x,+0), x ∈ �,

u(x,+0) = b1(x)uy(x,−0) + b2ε(x)uy(x,+0), x ∈ �.
(23)

Поскольку функция a1ε(x)b2ε(x) − a2(x)b1(x) строго отрицательна в �, от
(22), (23) можно перейти к соотношениям

uy(x,−0) = ã1ε(x)u(x,−0) + ã2ε(x)u(x,+0), x ∈ �,

uy(x,+0) = b̃2ε(x)u(x,−0) + b̃2ε(x)u(x,+0), x ∈ �,
(24)

т. е. к условиям задачи I. Согласно теореме 4 рассматриваемая задача имеет
решение uε(x, y), принадлежащее пространству V . Покажем, что для семейства
{uε(x, y)} имеют место оценки, которые позволят перейти к пределу при ε→ 0.
При получении оценок индекс ε у решения опустим.

Для решений задачи (1)–(3), (23) имеет место оценка (19) (что показывается
дословным повторением доказательства той же оценки в теореме 4). Далее,
преобразовав равенство (20) к виду (21), рассмотрим отдельно его третье и
четвертое слагаемые. Используя условия сопряжения (23), получим

−
n∑

i=1

∫

�

uxiy(x,−0)uxi(x,−0) dx+ γ1

n∑

i=1

∫

�

uxiy(x,+0)uxi(x,+0) dx

=

n∑

i=1

∫

�

[
γ1b2(x)u

2
xi,y(x,+0) + [γ1b1(x) − a2(x)]uxi,y(x,−0)uxi,y(x,+0)

− a1(x)u
2
xi,y(x,−0)

]
dx+

∫

�

[
1

2
�a1(x)u

2
y(x,−0) − 1

2
γ1�b2(x)u

2
y(x,+0)
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−
n∑

i=1

a2xi(x)uy(x,+0)uxiy(x,−0) + γ1

n∑

i=1

b1xi(x)uy(x,−0)uxiy(x,+0)

+ ε
n∑

i=1

(
u2
xiy(x,−0) + γ1u

2
xiy(x,+0)

)
]
dx.

В результате придем к равенству

n∑

i=1

∫

�

[
b2(x)γ1u

2
xiy(x,+0) + [γ1b1(x) − a2(x)]uxiy(x,−0)uxiy(x,+0)

− a1(x)u
2
xiy(x,−0)

]
dx+

p1

2

∫

Q−

u2
yy dxdy +

γ1p2

2

∫

Q+

u2
yy dxdy

+
n∑

i=1

∫

Q−

u2
xiy dxdy + γ1

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xiy dxdy + ε

n∑

i=1

∫

�

[
u2
xiy(x,−0) + γ1u

2
xiy(x,+0)

]
dx

=

∫

�

[
− 1

2
�xa1(x)u

2
y(x,−0) +

1

2
�xb1(x)u

2
y(x,+0)

]
dx

+

n∑

i=1

∫

�

[
a2xiuy(x,+0)uxiy(x,−0) + γ1b1xiuy(x,+0)uxiy(x,−0)

]
dx

+

∫

Q−

c(x, y)uyyu dxdy − γ1

∫

Q+

c(x, y)uyyu dxdy.

Применяя неравенство Юнга и используя условия теоремы и интегральные
неравенства типа (13), получим оценку

∫

Q−

u2
yy dxdy +

n∑

i=1

∫

Q−

u2
xiy dxdy +

∫

Q+

u2
yy dxdy +

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xiy dxdy

+ ε
n∑

i=1

∫

�

(
u2
xiy(x,−0) + u2

xiy(x,+0)
)
dx ≤M3. (25)

Третья априорная оценка

n∑

i,j=1

∫

Q−

u2
xixj

dxdy +
n∑

i,j=1

∫

Q+

u2
xixj

dxdy ≤M4 (26)

очевидным образом вытекает из первых двух и второго основного неравенства
для эллиптических операторов [7].

Из оценок (19), (25) и (26), свойств рефлексивности гильбертова простран-
ства и теорем вложения (см. [7, 8]) следует, что существуют числовая последо-
вательность {εm}, функциональная последовательность {um(x, y)} (um(x, y) =
uεm(x, y)) функций из семейства {uε(x, y)} и функция u(x, y) такие, что при
m → ∞ имеют место сходимости εm → 0, um(x, y) → u(x, y) слабо в простран-
ствах W 2

2 (Q−) и W 2
2 (Q+),

um(x,−0) → u(x,−0), um(x,+0) → u(x,+0), umy(x,−0) → uy(x,−0),
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umy(x,+0) → uy(x,+0), εmumy(x,−0) → 0,

εmumy(x,+0) → 0 почти всюду в �.

Из этих сходимостей вытекает, что для предельной функции u(x, y) в об-
ластях Q− и Q+ будут выполняться уравнение (1), условия (2), (3), а также
требуемые условия сопряжения задачи II.

В случае ненулевых функций a3(x), b3(x), a4(x) и b4(x) доказательство про-
водится вполне аналогично вышеприведенному (лишь с более громоздкими вы-
кладками). Теорема доказана.

Для x ∈ � и переменных ξ, η определим квадратичную по (ξ, η) форму
�4(x, ξ, η):

�4(x, ξ, η) = −a2(x)ξ
2 + [γ2b2(x) − a1(x)]ξη + γ2b1(x)η

2,

где γ2 — положительное число, роль которого будет пояснена ниже.

Теорема 6 (теорема существования). Пусть выполняются условия (6)–(9),
(14), (17), а также следующие условия:

a2(x) ≤ 0, x ∈ �,

∃γ2 > 0 : �4(x, ξ, η) ≥ ψ1(x)ξ
2 + ψ2(x)η

2, ψ1(x) ≥ 0, ψ2(x) ≥ 0, x ∈ �̄,

|a1xi(x)| ≤ C
√
ψ1(x), |b1xi(x)| ≤ C

√
ψ2(x), C = const, x ∈ �, i = 1, . . . , n,

существуют положительные числа δ01–δ04 такие, что верны неравенства

2 −
(
1 + ã2

3

)
δ201 −

(
1 + ã2

4

)
δ202 − m̃21

(
ã2
3

δ201
+
γ2b̃

2
3

δ203

)
− m̃32

(
ã2
4

δ202
+
γ2b̃

2
4

δ04

)
> 0,

2 −
(
1 + b̃23

)
δ203 −

(
1 + b̃24

)
δ204 − m̃12

(
ã2
4

δ202
+
γ2b̃

2
4

δ204

)
− m̃11

(
ã2
3

δ201
+
γ2b̃

2
3

δ01

)
> 0.

Тогда для любой функции f(x, y) из пространства L2(Q) существует функция

u(x, y), принадлежащая пространству V и являющаяся решением задачи III.

Доказательство. Как при доказательстве теоремы 5, сначала изучим
случай aj(x) ≡ 0, bj(x) ≡ 0, j = 3, 4. Обозначим

a2ε(x) = a2(x) − ε, ε > 0.

Рассматривая задачу нахождения решения уравнения (1), удовлетворяющего
условиям (2), (3), а также условиям

u(x,−0) = a1(x)uy(x,+0) + a2ε(x)uy(x,−0), x ∈ �,

uy(x,+0) = b1(x)uy(x,+0) + b2(x)uy(x,−0), x ∈ �,
(27)

переходим к соотношениям вида (24), выражающим условия задачи I. Данная
задача имеет решение uε(x, y), принадлежащее пространству V , и для функций
uε(x, y) имеет место первая априорная оценка (19).

Для получения следующих оценок рассмотрим соотношение (21). Исполь-
зуя условия сопряжения (27), получим

n∑

i=1

∫

�

[
γ2b1(x)u

2
xi

(x,+0) + [γ2b2(x) − a1(x)]uxiy(x,−0)uxi(x,+0)
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− a2(x)u
2
xiy(x,−0)

]
dx+

p1

2

∫

Q−

u2
yy dxdy +

γ2p2

2

∫

Q+

u2
yy dxdy

+

n∑

i=1

∫

Q−

u2
xiy dxdy +

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xiy dxdy + ε

n∑

i=1

∫

�

u2
xiy(x,−0) dx

=

∫

�

[
− 1

2
�xa2(x)u

2
y(x,−0) +

1

2
�xb1(x)u

2
y(x,+0)

]
dx

+

n∑

i=1

∫

�

[a1xiu(x,+0)uxiy(x,−0) + γ2b2xiuy(x,−0)uxiy(x,+0)] dx

+

∫

Q−

c(x, y)uyyu dxdy − γ2

∫

Q+

c(x, y)uyyu dxdy.

Применяя неравенство Юнга и используя условия теоремы и интегральные
неравенства типа (13), приходим к оценке

∫

Q−

u2
yy dxdy +

n∑

i=1

∫

Q−

u2
xiy dxdy +

∫

Q+

u2
yy dxdy +

n∑

i=1

∫

Q+

u2
xiy dxdy

+ ε
n∑

i=1

∫

�

u2
xiy(x,−0) dx ≤M5. (28)

Третья априорная оценка
n∑

i,j=1

∫

Q−

u2
xixj

dxdy +
n∑

i,j=1

∫

Q+

u2
xixj

dxdy ≤M6 (29)

очевидным образом вытекает из первых двух и второго основного неравенства
для эллиптических операторов [7].

Из оценок (19), (28), (29) следует, что вновь можно осуществить всю схему
выбора сходящихся последовательностей {εm} и {um(x, y)} и что существует
функция u(x, y), которая является решением уравнения (1) и удовлетворяет
условиям (2), (3) и условиям сопряжения задачи III. Теорема доказана.

Примерами операторов B1 и B2, обладающих нужными свойствами, явля-
ются интегральные операторы, действия которых на функции υ(x, y) определя-
ются равенствами

(Biυ)(x) =

∫

�

K1i(x, ξ)υ(ξ,+0) dξ +

∫

�

K2i(x, ξ)υ(ξ,−0) dξ

+

∫

Q−

N1i(x, ξ, η)υ(ξ, η) dξdη +

∫

Q+

N2i(x, ξ, η)υ(ξ, η) dξ

с заданными ядрами K1i(x, ξ), K2i(x, ξ), N1i(x, ξ, η), N2i(x, ξ, η), i = 1, 2.
Условия на эти ядра, достаточные для выполнения условий теорем 1–6,

нетрудно найти с помощью неравенств Гёльдера.

Замечание. Оператор �x, участвующий в рассматриваемой задаче, мож-
но заменить общим эллиптическим оператором порядка 2m (m > 0 целое), дей-
ствующим по переменным x1, . . . , xn (с соответствующим дополнением гранич-
ных условий на S).
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МОДЕЛИРОВАНИЕ КРАЕВОГО

ЭФФЕКТА В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ

ОБОЛОЧКЕ В УСЛОВИЯХ ПОЛЗУЧЕСТИ

Ю. М. Волчков

Аннотация. Исследуется распределение скоростей деформаций и напряжений в
окрестности торцов оболочки (краевой эффект). Используется двухслойная мо-
дель оболочки Ю. Н. Работнова. Для решения системы обыкновенных дифферен-
циальных уравнений применяется итерационная процедура. Проведено сравнение
решений для оболочки конечной длины и полубесконечной оболочки.

Ключевые слова: краевой эффект, цилиндрическая оболочка, ползучесть, ите-
рационная процедура.

Введение

В работе [1] Ю. Н. Работновым для решения задач упругопластического
деформирования предложена двухслойная модель оболочки. В [2, 3] модель
обобщена на случай деформирования оболочек в условиях ползучести. В [3]
указан также класс оболочек, для которых применение двухслойной модели не
может вносить больших погрешностей при решении конкретных задач. Этот
класс оболочек описывается так называемой технической теорией оболочек, ко-
торая включает теорию осесимметричной деформации круговой цилиндриче-
ской оболочки, теорию длинных цилиндрических оболочек и теорию чистого
изгиба криволинейной трубы. Применение двухслойной модели оболочки позво-
лило разработать эффективный численный метод решения задач о напряженно-
деформированном состоянии оболочек в условиях ползучести. Под ползучестью
материала в механике деформируемого твердого тела понимается его свойство,
заключающееся в том, что в таком материале деформации могут увеличиваться
со временем даже при постоянных напряжениях. Обобщение двухслойной мо-
дели на случай подкрепленных ребрами оболочек дано в [4, 5]. В данной работе
исследуется распределение скоростей деформаций и напряжений в окрестности
торцов оболочки (краевой эффект). Информация о распределении скоростей
деформаций и напряжений в зоне краевого эффекта позволяет выбирать под-
ходящим образом пробные функции при решении задач о критическом времени
с использованием вариационного принципа [6].

1. Двухслойная модель оболочки Работнова

При построении упрощенной теории оболочек реальная оболочка толщи-
ной 2H заменяется двухслойной моделью — оболочкой, состоящей из двух слоев
толщиной δ каждый, расстояние между серединами которых равно 2h (рис. 1).
Слои считаются связанными между собой таким образом, что связь передает

c© 2014 Волчков Ю. М.
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сдвигающее усилие, но не воспринимает растягивающих усилий и изгибающих
моментов. Таким образом, деформация слоев происходит в соответствии с гипо-
тезой Кирхгофа — Лява. За отсчетную поверхность принимается поверхность,
находящаяся посередине между слоями. В силу малости толщины несущих
слоев изменением деформаций в пределах их толщин можно пренебречь. Вы-
полнение условия δ ≪ h можно обеспечить соответствующим выбором констант
в законах ползучести для реальной оболочки и двухслойной модели [3].

Рис. 1. Двухслойная модель оболочки

Зависимость между параметрами модели δ, h и толщиной реальной обо-
лочки 2H устанавливается на основании требования, чтобы поведение модели и
реальной оболочки совпадало в двух случаях: при безмоментном напряженном
состоянии и при цилиндрическом изгибе. Так, для случая степенного закона
ползучести с показателем, равным n, эти зависимости следующие [2]:

h = H, δ =

(
n

1 + 2n

) n
n+1

H. (1)

При изменении n от 1 до ∞ величина h изменяется в интервале 1 ≤ h ≤ H/
√

3.
Значение n = ∞ соответствует случаю идеальной пластичности.

В случае осесимметричного выпучивания круговой цилиндрической обо-
лочки под действием внутреннего давления и сжимающей осевой силы задача
сводится к решению следующей системы дифференциальных уравнений, запи-
санной в безразмерных переменных:

m′′ − u

(
1

ω+
+

1

ω+

)
− 2√

3
τ + 2p = 0, (2)

u′′ + (m+ τ)ω+ − (m+ τ)ω− = 0, (3)

(ω±)
2n
n−1 = u2 +m2(ω±)2, (4)

где

ω± =
σ∗v±

ε∗s±
, u =

ε2
ε∗
, m =

√
3

4

M11

hδσ∗
, p = − qnR

2δσ∗
, τ =

√
3

4

T11

δσ∗
,

ε2 — скорость окружной деформации ползучести, M11 — продольный изгиба-
ющий момент, qn — внутреннее давление, T11 — продольная сжимающая сила,
v+, s+ и v−, s− — интенсивности скоростей ползучести и напряжений в верх-
нем и нижнем несущих слоях соответственно, ε∗, σ∗ — характерные величи-
ны, имеющие размерности скорости ползучести и напряжения соответственно;
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штрихи обозначают дифференцирование по безразмерной продольной коорди-
нате ξ = x/b, b2 = 4/(

√
3Rh), R — радиус цилиндрической оболочки.

Соотношение (4) определяет величины ω± как функции u и m.
При независимом варьировании величин u и m уравнения (2)–(4) являются

уравнениями Эйлера для функционала

N =

l∫

0

[
u′m′+

1

2
ψ(ω+)+

1

2
ψ(ω−)−(m+τ)2ω+−(m−τ)2ω−+2

(
τ√
3
−p

)
u

]
dξ, (5)

где

ψ(ω) =
1

ε2∗

∫
d(v2)

ω
,

l = L/b — безразмерная длина оболочки (для упругой оболочки b — величина
зоны краевого эффекта).

2. Итерационная процедура решения

краевой задачи о деформировании

цилиндрической оболочки при ползучести

Уравнения (2)–(4) должны быть дополнены краевыми условиями, вид кото-
рых зависит от способа закрепления торцов оболочки. Если оба торца оболочки
имеют жесткую заделку, то краевые условия имеют следующий вид:

u(0) = u′(0) = u(l) = u′(l) = 0. (6)

Если оба торца оболочки имеют шарнирное закрепление, то краевые условия
соответствуют равенству на них нулю смещения и момента:

u(0) = m(0) = u(l) = m(l) = 0. (7)

Возможны и другие виды краевых условий. Запишем еще условия для полубес-
конечной оболочки. На левом краю оболочки можно поставить условия (6) или
(7). На бесконечности оболочка находится в безмоментном состоянии. Следо-
вательно, m(∞) = 0, u(∞) = u∞. Введем обозначения ω+(∞) = ω−(∞) = ω∞.
Из уравнения (4) имеем

2u∞
ω∞

= 2

(
p− τ√

3

)
, (ω∞)2n/(n−1) = u2

∞ + (τω∞)2.

Следовательно,

u∞ =

(
p− τ√

3

)
ω∞ =

[(
p− τ√

3

)
+ τ2

]2n/(n−1)

. (8)

Перепишем уравнения системы (2) и (3) в следующем виде:

m′′ − 2
u

ω∞
=
ω∞ − ω+

ω+ω∞
u+

ω∞ − ω−

ω−ω∞
u+ 2

(
τ√
3
− p

)
, (9)

u′′ + 2mω∞ = m(ω∞ − ω+) +m(ω∞ − ω−) − τ(ω+ − ω−). (10)

Считая правые части уравнений (9) и (10) известными функциями перемен-
ной ξ и интегрируя систему при соответствующих краевых условиях, получим

u = [A− J1(ξ)]δ(ξ) + [J2(ξ) −B]γ(ξ) + [C − J3(ξ)]β(ξ)

+ [D + J4(ξ)]α(ξ) − τ√
3
ω∞ + pω∞, (11)
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m =
1

ω∞
{[[A−J1(ξ)]γ(ξ)−[J2(ξ)−B]δ(ξ)−[C−J3(ξ)]α(ξ)+[D+J4(ξ)]β(ξ)]}, (12)

где

J1(ξ) =

ξ∫

0

[F+α(ξ) + F−β(ξ)] dξ, J2(ξ) =

ξ∫

0

[F+β(ξ) − F−α(ξ)] dξ,

J3(ξ) =

ξ∫

0

[F+γ(ξ) − F−β(ξ)] dξ, J4(ξ) =

ξ∫

0

[F+δ(ξ) + F−γ(ξ)] dξ,

F± =
1

4

{[
ω∞ − ω+

ω+
+
ω∞ − ω−

ω−

]
u± (ω+ − ω∞)(m+ τ) ± (ω− − ω∞)(m− τ)

}
,

α(ξ) = exp(−ξ) sin ξ, β(ξ) = exp(−ξ) cos ξ, γ(ξ) = exp(ξ) sin ξ, δ(ξ) = exp(ξ) cos ξ.

Константы A, B, C, D зависят от вида краевых условий. Для краевых условий
(6) константы определяются следующим образом:

B = −D, A = −r − c, C =
(β(ξ) − δ(ξ))�1(ξ) − (α(ξ) − γ(ξ))�2(ξ)

δ(ξ)
,

D =
(β(ξ) − δ(ξ))�2(ξ) + (α(ξ) + γ(ξ))�1(ξ)

δ(ξ)
,

δ(ξ) = (β(ξ) − δ(ξ))2 + (α(ξ) + γ(ξ))2,

�1(ξ) = r(δ − 1) + J1(l)δ − J2(l)γ + J3(l)β − J4(l)α,

�2(ξ) = rγ + J1(l)γ + J2(l)δ − J3(l)α− J4(l)β, r =

(
p− τ√

3

)
ω∞.

Для полубесконечной оболочки с шарнирно закрепленным левым торцом
имеем следующие выражения для констант:

A = J1(∞), B = J2(∞), C = −J1(∞) − r, D = −J2(∞).

Для полубесконечной оболочки интегралы J1(∞) и J2(∞) имеют смысл, если
|u− u∞| → 0 и |m| → 0 не медленнее, чем exp(−ξ) при ξ → ∞.

Решение уравнений (11), (12) находится методом итераций. В качестве ну-
левого приближения для функций u иm берем выражения, которые получаются
из (11), (12), если в правых частях положить ω± = ω∞, u = u∞, m = 0. Затем
из уравнения (4) находится нулевое приближение для функций ω±. Для нахож-
дения корня уравнения (4) используется метод последовательных приближений
Ньютона. Подставляя нулевое приближение для функций u и m в правые части
уравнений (11), (12), находим первое приближение. Далее процесс повторяется.

3. Краевой эффект в полубесконечной

цилиндрической оболочке,

нагруженной внутренним давлением

Пусть круглая цилиндрическая оболочка нагружена внутренним давлением
p, τ = 0. Края оболочки при ξ = 0 считаем защемленными. Поскольку τ = 0,
из (4) следует, что

ω+ = ω− = ω (13)
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и функция ω определяется из уравнения

ω2n/(n−1) = u2 +m2ω2. (14)

Уравнения (9) и (10) принимают следующий вид:

m′′ − 2
u

ω∞
= 2

ω∞ − ω

ωω∞
u− 2p, (15)

u′′ + 2mω∞ = 2m(ω∞ − ω), (16)

где ω∞ = pn−1.
После замены переменных

u = pnū, m = pm, ω = pn−1ω

уравнения (14)–(16) приводятся к виду

ω2n/(n−1) = ū2 +m2ω2, (18)

m′′ − 2
ū

ω∞
= 2

ω∞ − ω

ωω∞
ū− 2, (19)

ū′′ + 2mω∞ = 2m(ω∞ − ω), (20)

В новых переменных ω∞ = ū∞ = 1 и единственным параметром задачи остается
показатель ползучести n.

Уравнения (19), (20) заменим интегральными уравнениями (11), (12), в
которых нужно провести упрощение согласно (13) и вместо pω∞ подставить
единицу. Функции F± будут иметь вид

F± =
ω∞ − ω

2

(
ū

ω
±m

)
.

Для функций в нулевом приближения получаем следующие выражения:

ū0 = 1 − exp(−ξ)(cos ξ − sin ξ), m0 = − exp(−ξ)(cos ξ − sin ξ).

Для определения величины ω используется метод последовательных приближе-
ний Ньютона:

ωk+1 = ωk +
(1/4)ū2

k +m2
kω

2
k − ω

2n/(n−1)
k

(2n/(n− 1))ω
(n+1)/(n−1)
k − 2m2

kω
2
k

.

Эти формулы используются для определения ω в точках рассматриваемого ин-
тервала по заданным значениям ū и m. При ξ = 0 из (14) можно найти значение
ω через m:

ω(0) = (m(0))n−1.

В последующих точках интервала в качестве нулевых приближений для ω бе-
рем решение уравнения (14) в предыдущей точке. Процесс последователь-
ных приближений продолжается до тех пор, пока не выполнится неравенство
|ωk+1 − ωk| ≤ 0, 00001. Поскольку нулевое приближение в каждой точке мало
отличается от точного значения, для выполнения последнего неравенства ока-
зывается достаточным трех-четырех приближений. При вычислении интегра-
лов J1(∞) и J2(∞) полубесконечный интервал заменяется интервалом ξ ∈ [0, 7].
При этом значения величин ū,m, ω отличаются от их значений на бесконечности
не более, чем на 0,0001. Интервал интегрирования разбивается на промежутки
�ξ = 0, 05. Интегралы вычисляются по формуле трапеций. Различие значений
искомых функций в четвертом и пятом приближениях заключается в третьем
знаке после запятой, между значениями в шестом и седьмом приближениях —
в пятом, между значениями в одиннадцатом и двенадцатом приближениях —
в восьмом.
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4. Результаты численного моделирования

На рис. 2 представлены зависимости безразмерного момента m и безраз-
мерной скорости окружной деформации ū от координаты ξ для показателей
ползучести n = 1, 3, 5. Из приведенных графиков следует, что с ростом показа-
теля ползучести n зона краевого эффекта несколько увеличивается и одновре-
менно наблюдается более плавный характер изменения момента в зоне краевого
эффекта. Из проведенных расчетов следует, что момент m в заделке не меняет-
ся с изменением показателя ползучести n и фактически равен единице. Такой
же результат получен в монографии [3] с использованием вариационного прин-
ципа (функционал (5)). Этот факт естествен. Например, если используется
критерий текучести Мизеса, то в предельном состоянии оболочки при n = ∞
момент также равен единице. Действительно, при ξ = 0 скорость окружной
деформации равна нулю. Поэтому σ2 = (1/2)σ1, и из критерия Мизеса

σ2
1 − σ1σ2 + σ2

2 = s2∞

следует, что σ1 = (2/
√

3)s∞. Таким образом, M1(0) = (4/
√

3)δhs∞ или m = 1,
так как предельное состояние достигается при p = 1.

Рис. 2. Распределение прогиба и момента

в полубесконечной цилиндрической оболочке

Для исходной оболочки толщиной H получаем следующее выражение для
изгибающего момента:

3M1

2qHa
= −

(
n

1 + 2n

)n/(n+1)√
3m.

Последняя формула получается, если воспользоваться определением величины
m и формулами (1), дающими зависимость параметров модели от толщины
моделируемой и показателя ползучести.

На рис. 3 представлено сравнение зависимостей поперечной скорости де-
формации от координаты ξ для конечной и бесконечной оболочек.

Продольные и окружные напряжения выражаются через величины m и ū
по следующим формулам [3]:

1

p

σ±
1

σ∗
= ± 2√

3
m,

1

p

σ±
2

σ∗
=
ū

ω
± m√

3
.

Из этих формул следует, что p — значение окружного напряжения на бесконеч-
ности (σ2(∞)/σ∗) = p.
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Рис. 3. Распределение прогиба

в конечной и бесконечной цилиндрических оболочках

Рис. 4. Распределение напряжений в зоне краевого эффекта

На рис. 4 представлена зависимость окружных напряжений от безразмер-
ной координаты ξ. Напряжению (1/p)(σ+

2 /σ∗) соответствуют пунктирные ли-
нии, напряжению в нижнем слое (1/p)(σ−

2 )/σ∗) — сплошные.
Особый интерес представляет оценка максимального растягивающего на-

пряжения, поскольку большие растягивающие напряжения могут привести к
образованию трещин в конструкции. Максимальным растягивающим напряже-
нием является продольное напряжение на внутренней стороне оболочки. Мак-
симальное растягивающее напряжение в моделируемой оболочке будет отлич-
ным от максимального напряжения в модели и может быть найдено через ве-
личину изгибающего момента в заделке:

(σ1)max =
M1(0)

Wn
, Wn =

In
hν
, In =

h

1 + 1/ν
, ν =

1

n
.

Назовем коэффициентом концентрации отношение максимального растя-
гивающего напряжения к величине окружного напряжения на бесконечности.
Из последнего равенства получаем

(σ1)max

σ2(∞)
= (ν + 2)ν/(1+ν) 2√

3
m(0).
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При n = 1 максимальное растягивающее напряжение в заделке в два раза пре-
вышает окружное растягивающее напряжение на бесконечности. Из результа-
тов вычислений следует, что коэффициент концентрации уменьшается с ростом
показателя ползучести. Однако его величина остается еще достаточно большой
для показателей ползучести для материалов, широко используемых в технике.
Вследствие этого необходим учет краевого эффекта при расчете конструкций.

Заключение. С использованием двухслойной модели оболочки выполнено
моделирование распределения напряжений и скоростей деформаций в зоне кра-
евого эффекта в цилиндрической оболочке конечной длины и полубесконечной
оболочке.
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РАЗЛИЧНЫЕ ПОДХОДЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ

НАВЕДЕННЫХ ТОКОВ В ЛИНИИ ПЕРЕДАЧ

Ю. М. Григорьев, М. Н. Борисова

Аннотация. Сравниваются расчеты токов и напряжений, наведенных в воздуш-
ной линии передачи при близком разряде молнии, по двум различным математи-
ческим моделям. Первая модель описывает электростатическую компоненту на-
веденных токов, вторая — электромагнитную компоненту. Показано, что пиковые
значения обоих компонент по величине сравнимы между собой. Показано, что в
условиях многолетней мерзлоты пиковые значения электростатической компонен-
ты наведенных токов и напряжений могут быть на порядки больше, а значит, и
опаснее, чем в регионах без мерзлоты.

Ключевые слова: молния, линия передачи, многолетняя мерзлота, индуцирован-
ное напряжение, наведенные токи.

Проблема электромагнитной совместимости технических сооружений с ат-
мосферным электричеством в условиях многолетней мерзлоты имеет особую
актуальность в силу плохой проводимости грунта. Одним из аспектов этой
проблемы являются вопросы повышения эффективности электрозащиты ма-
гистральных линий передач. Магистральные линии передач включают в себя
трубопроводы, линии электропередачи и проводные линии связи. С физической
точки зрения магистральные линии представляют собой длинные проводящие
линии, находящиеся в слоистой среде (воздух, проводящая земля и многолетняя
мерзлота) и подверженные электрическим наводкам как во время гроз, так и во
время интенсивных геомагнитных возмущений. На магистральных линиях пе-
редач токи и напряжения возникают и в отсутствие, и прямого попадания мол-
нии. Такие токи и напряжения называются индуцированными (наведенными).
Имеется два вида индуцированных токов и напряжений. Во-первых, электро-
магнитной природы, т. е. возникающие вследствие влияния электромагнитного
поля от внешних возмущений. Во-вторых, электростатической природы, ко-
гда под действием электростатического поля грозового облака на проводниках
магистральных линий индуцируются электрические заряды. При быстром раз-
ряде грозового облака эти заряды «высвобождаются» и, растекаясь по линии
передач, образуют волну тока и напряжения (ВТН). Многолетняя практика
эксплуатации магистральных линий электропередачи и проводных линий связи
на территории РС(Я) показывает, что многие аварийные явления на них вызы-
ваются наведенными токами и напряжениями. Некоторые эксплуатационные
параметры электрозащиты таких линий зачастую не отвечают нормативным
показателям.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта ДВ №12–05–98528–а) и Государственного задания МОиН РФ (проект
№1626).

c© 2014 Григорьев Ю. М., Борисова М. Н.
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Для выработки рекомендаций по защите линий передач от воздействия
атмосферного электричества необходимо, в первую очередь, провести анализ
возникающих при этом процессов, в частности, оценить величины наведенных
токов и напряжений. Общепринятые методы приближенного расчета индуци-
рованных перенапряжений в воздушных линиях основаны на вычислении элек-
тромагнитного поля, излучаемого каналом молнии. Практически во всех опуб-
ликованных работах при расчете наведенных токов и напряжений учитывают
только электромагнитную наводку, а электростатическую часть не учитывают.
Однако, по нашему мнению, в регионах с высоким удельным электрическим
сопротивлением грунта, к которым относятся и регионы с многолетней мерз-
лотой, необходимо учитывать электростатическую компоненту (т. е. ВТН) при
вычислениях наведенных токов и напряжений. Авторам известно небольшое
количество работ по расчетам ВТН.

Приведем некоторые основные положения, используемые в дальнейшем.
В результате основных процессов при электризации грозовых облаков в боль-
шинстве случаев (до 90 %) молнии бывают отрицательными, т. е. переносят
на землю отрицательный заряд. В средних широтах землю поражают 30–40 %
общего числа молний, остальные 60–70 % составляют разряды между облака-
ми или между разноименно заряженными частями облаков. В большинстве
случаев молния состоит из нескольких отдельных последовательных разрядов
(до 14). Такая многокомпонентная молния может длиться до 1 с. Чаще все-
го длительность удара молнии не превышает 0, 1 с. Аварии в магистральных
линиях происходят в основном от близко расположенного к линиям разряда
молнии.

В работах [1–7] рассматриваются математические модели электромагнит-
ного влияния на магистральную линию разрядов молний на землю или между
облаками. Попытка построения математической модели ВТН в линии электро-
передач представлена в работе Е. Ф. Цапенко [8]. В его работе при моделирова-
нии начального потенциала облака без обоснования была использована квадра-
тичная функция. Наиболее адекватные модели ВТН в коаксиальном кабеле в
условиях многолетней мерзлоты представлены в [9–12]. В наших работах [13–20]
построены, аналитически и численно решены математические модели ВТН, ин-
дуцированных в линиях передач грозовыми разрядами в условиях многолетней
мерзлоты.

В этой статье сравниваются расчеты токов и напряжений, наведенных в
ЛЭП, по нашей модели, описанной в [13–20], и по модели, описанной в [3].

Приведем краткое описание нашей модели ВТН. Эта модель построена при
предположении о мгновенном характере разряда молнии. Для простоты рас-
смотрим линию передач с одним бесконечно тонким проводником (рис. 1), ко-
торая характеризуется распределенными параметрами R, C, L, G — сопротив-
лением, емкостью, индуктивностью и коэффициентом утечки, рассчитанными
на единицу длины.

Введем декартову систему координат x, y, z. Пусть область z < l заня-
та проводящей землей, параметр l характеризует толщину многолетнемерзло-
го слоя. Линия передачи направлена по оси x. Грозовое облако моделируем
точечным зарядом Q, расположенным в точке с координатами (xоб, yоб, zоб).
Следовательно, линия находится в поле заряда Q и его электростатического
изображения −Q. Проводник считаем заземленным в бесконечно удаленной
точке, а потенциал Земли v — равным 0, т. е. индуцированные на линии заря-
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Рис. 1. Разряд молнии вблизи линии передачи

ды создают потенциал, который компенсирует потенциал, создаваемый двумя
точечными зарядами Q и −Q.

В момент времени t = 0 заряд Q мгновенно исчезает (облако разряжается),
тогда вдоль линии при t > 0 пойдет волна тока («разбегание» индуцирован-
ных зарядов), которая описывается системой телеграфных уравнений. Таким
образом, для определения силы тока i(x, t) и напряжения u(x, t) в линии после
разряда грозового облака получаем следующую задачу:





ux + Lit +Ri = 0,

it + Cut +Gu = 0,

i(x, 0) = 0,

u(x, 0) = f(x),

−∞ < x <∞, t > 0. (1)

Начальная функция f(x) получается из предыдущих рассуждений:

f(x) =
1

4πε0

(
Q√

z2
об + (x− xоб)2 + y2

об

− Q√
(2l + zоб)2 + (x− xоб)2 + y2

об

)

— потенциал, который до момента t = 0 компенсировал потенциал зарядов Q и
−Q. Второе начальное условие i(x, 0) = 0 очевидно.

Решением нашей задачи являются напряжение

u(x, t) =
1

2
eλt(f(x+ at) + f(x− at))

+
1

2
eλt

x+at∫

x−at

(
µ

a
I0(k

√
a2t2 − (x− y)2) + kta

I1(k
√
a2t2 − (x− y)2)√

a2t2 + (x− y)2

)
f(y) dy (2)

и сила тока

i(x, t) = −
√
C

L

eλt

2

x+at∫

x−at

I0(k
√
a2t2 − (x− y)2)fy(y) dy, (3)

где I0(z) и I1(z) — модифицированные функции Бесселя.
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В случае выполнения условия отсутствия искажения

RC = LG (4)

решение задачи упрощается и принимает вид

u(x, t) =
1

2
e−

R
L t(f(x− at) + f(x+ at)), (5)

i(x, t) =
1

2

√
C

L
e−

R
L t(f(x− at) − f(x+ at)). (6)

В расчетно-экспериментальной работе [3] изучено влияние конечной прово-
димости грунта на наведенные токи в ЛЭП, причем учитывается только элек-
тромагнитная компонента наведенных токов. Вначале рассчитывается электро-
магнитное поле канала молнии несколькими способами. Определяется горизон-
тальная компонента электрического поля близи ЛЭП, граничные условия на
проводах ЛЭП не ставятся. Затем напряженность этого поля подставляется в
правую часть телеграфных уравнений в качестве сторонней э.д.с. и решается
соответствующая начально-краевая задача для системы телеграфных уравне-
ний. В [3] рассмотрена ЛЭП в виде одного провода с радиусом b = 0.005 м,
подвешенного на высоте l = 10 м, при этом C = 2πε0

ln( 2l
b )

= 6.7 · 10−12 Ф/м —

погонная емкость проводника, R = ρ l
πb2 = 3.4 · 10−4 Ом/м — погонное сопро-

тивление проводника, L = µ0

2π ln
(

2l
b

)
= 1.6·10−6 Гн/м — погонная индуктивность

проводника.
Коэффициент утечки G вычисляется по формуле

G =
σ0

ε0
C,

где σ0 — проводимость воздуха. Обоснование этой формулы можно получить
при электродинамическом выводе системы телеграфных уравнений [21].

Вертикальная молния ударяет вблизи ЛЭП на расстоянии r = 50 м от ее
центра (рис. 2).

Рис. 2. Расчетная геометрия молнии в [13]
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При расчете горизонтальной компоненты электрического поля вблизи ЛЭП
считается, что ток молнии на основании канала молнии выражается следующей
зависимостью:

I(t) = I0(e
−αt − e−βt), (7)

где I0 = 12 кА, α = 3 · 104 с−1, β = 107 с−1. График такого импульса приведен
на рис. 3. Скорость распространения тока молнии принимается равной v =
1.3 · 108 м/с.

Рис. 3. Импульс тока молнии

Результаты расчетов в [3] показывают, что пиковые значения напряжения
в ЛЭП достигают величины 60 кВ. Вид импульса индуцированного перенапря-
жения в ЛЭП приведен на рис. 4.

Рис. 4. Напряжение в ЛЭП, индуцированное

электромагнитным полем тока молнии

Теперь найдем расчетные параметры для нашей модели ВТН с мгновенным
характером разряда молнии по исходным данным схемы работы [3]. Суммарный
заряд, переносимый током молнии вида (7), будет для нашей модели зарядом
Q облака:

Q =

∞∫

0

I(t) dt = 0.33 Кл.
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Для длительности импульса тока молнии около 11,5 мкс, при заданной скоро-
сти тока получаем для высоты молнии величину порядка H = 1500 м. Таким
образом, выражение для начального потенциала в нашей модели найдено:

f(x) =
1

4πε0

(
Q√

(H − l)2 + x2
− Q√

(H + l)2 + x2

)
.

Результаты расчетов ВТН для длинной ЛЭП с вышеприведенными параметра-
ми, когда молния ударяет в землю на расстоянии 50 м от ЛЭП, показаны на
рис. 5.

Рис. 5. Волна напряжения в ЛЭП по нашей модели

с мгновенным характером разряда молнии

Расчеты показывают, что пиковое значение величин ВТН — напряжение
60 кВ по порядку совпадает с результатами из [3].

В предыдущих работах авторов построены математические модели ВТН в
линии передач в условиях многолетней мерзлоты [13–20]. Если в данную за-
дачу добавим слой многолетней мерзлоты lp = 250 м, то получим расчетные
результаты, приведенные на рис. 6. Начальный потенциал с учетом многолет-
ней мерзлоты имеет вид

f(x) =
1

4πε0

(
Q√

(H − lp)2 + x2
− Q√

(H + lp)2 + x2

)
.

Рис. 6. Волна напряжения в ЛЭП в условиях многолетней мерзлоты

с учетом мгновенного характера разряда молнии
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Как видно, в условиях многолетней мерзлоты индуцированные напряжения
могут быть в десятки раз опаснее.

Выводы

• Пиковые значения электростатической компоненты наведенных напряже-
ний (ВТН) сравнимы со значениями электромагнитной компоненты.

• В условиях многолетней мерзлоты пиковые значения электростатической
компоненты наведенных напряжений (ВТН) могут быть на порядки больше, а
значит, и опаснее, чем в регионах без мерзлоты.
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

ПРОЦЕССА ОТСАДКИ

Л. В. Никифорова, А. И. Матвеев,

Е. С. Слепцова, Б. В. Яковлев

Аннотация. Представлена математическая модель процесса отсадки. Использу-
ются статистический подход для описания процесса и теория броуновского движе-
ния. Получено уравнение типа Фоккера — Планка для фракций, помещенных в
отсадочной машине. Рассчитаны распределения исследуемых зерен в различных
случаях.

Ключевые слова: отсадка, распределение, уравнение Фоккера — Планка, диф-
фузия, вероятность, модель.

Метод гравитационного обогащения полезных ископаемых, основанный на
расслоении зернистых фракций породы по плотности и крупности, которое про-
исходит под воздействием вибрирующей среды в гравитационном поле Земли,
называется отсадкой. В данной работе рассматривается разработка математи-
ческой модели процесса отсадки.

Для описания процесса отсадки используется статистический подход, в ко-
тором рассматриваются не только детерминированные механические процессы,
но и стохастические. В известных работах [1–4] должным образом не показа-
но, какими предпосылками и допущениями получается уравнение Фоккера —
Планка и как оно решается. В работе предлагается физическая модель процесса
отсадки, на основе которой получено соотношение типа уравнения Фоккера —
Планка. При решении этого уравнения используется модель движения броунов-
ской частицы в поле Земли [5]. Полученное решение можно распространить
на случай, когда имеется множество невзаимодействующих частиц. Уравнение
имеет неизвестные параметры, которые могут быть определены из физической
модели и уточнены в результате проведения физического моделирования.

Рассмотрим следующую задачу.
В отсадочную постель помещены N одинаковых шаров с плотностью ρ1

радиуса r0. Шары находятся в некоторой среде с плотностью ρv и вязкостью
ηv. На определенной высоте h находится шар такого же размера, но с боль-
шей плотностью ρ0 > ρ1 (рис. 1). Емкость (отсадочная постель) приводится
в колебательное движение с определенной частотой ω0 и амплитудой a0. При
этом пробная частица должна диффундировать вниз из-за действия силы тяже-
сти. Требуется найти вероятность местонахождения частицы в произвольный
момент времени.

Будем считать, что задача одномерная.
Сначала рассмотрим случай когда отсутствуют сила тяготения и границы,

т. е. неограниченную систему. В начальный момент времени частица покоится,

c© 2014 Никифорова Л. В., Матвеев А. И., Слепцова Е. С., Яковлев Б. В.
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h

Рис. 1.

с началом колебательных движений системы она будет двигаться согласно мар-
ковским процессам. Броуновская частица движется хаотическим образом под
действием тепловых движений молекул окружающей среды. При этом бомбар-
дирующие частицу молекулы имеют определенные среднеквадратичные скоро-
сти в соответствии с температурой. В нашем случае роль этих молекул игра-
ют окружающие рассматриваемый пробный шар и движущиеся под действием
внешних периодических сил шары с плотностью ρ1. Шары окружающей среды
будут иметь кинетическую энергию в соответствии с колебательными движени-

ями среды, а именно m〈v〉2
2 =

ma2
0ω

2
0

2 , где a0 и ω0 — амплитуда и частота коле-
бательных движений среды. На частицу будет действовать два вида сил: гра-
диентные (так как каждый момент времени рассматриваем как статистический
ансамбль) Fgr и силы сопротивления. Силы сопротивления обусловлены соуда-
рением рассматриваемой частицы с окружающими ее шарами F1 и вязкостью
F2, если процесс происходит, например, в воде. При этом сила сопротивления
Fs равна F1 + F2 .

Силу сопротивления, возникающую вследствие соударений, можно опреде-
лить следующим образом. Усредненная тормозящая сила равна потере импуль-
са. При каждом столкновении она полностью теряет направленную скорость.
Приближенно эта сила равна

F1 = −dp
dt

= −mdv

dt
≈ −mv̄

τ
, (1)

где v̄ — средняя скорость частиц, τ — среднее время пробега частицы между
столкновениями.

Среднее значение времени свободного пробега можно найти из колебатель-
ных характеристик системы. Средняя квадратичная скорость частиц при ко-
лебательных движениях отсадочной машины равна

〈v〉 = a0 · ω0. (2)

Средняя длина пробега равна амплитуде колебаний, тогда среднее время про-
бега равно периоду колебаний

τ =
2π

ω0
. (3)

Таким образом,
~F1 ≈ −mω0

2π
~v. (4)
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Силу сопротивления среды будем считать равной силе Стокса

~F2 = −6πηr0~v, (5)

где η — коэффициент вязкости среды.
Для определения градиентной силы рассмотрим неоднородную одномерную

систему, т. е. одномерную задачу, где n(x) зависит только от одной переменной
x — емкости с неоднородным распределением частиц (рис. 2). Допустим, что в
левой части от некоторой границы, концентрация частиц больше, чем в правой:
n1 > n2.

dx

x x+dx

n1(x) n2(x)

x

grF
r

Рис. 2.

На левую границу области dx действует сила, пропорциональная концен-

трации и равная kn1�S, на правую границу — kn2�S, k = m〈v〉2
3 =

ma2
0ω

2
0

3 .
Сила, действующая на одну частицу внутри области, равна

Fgr =
k(n2 − n1)�S

n(t, x)�V
=
k(n(t, x) − n(t, x+ dx))�S

n(t, x)�Sdx
= − k

n(t, x)

dn(t, x)

dx
, (6)

или в векторной записи

~Fgr = − k

n(t, ~r)
∇n(t, ~r). (7)

Математическим выражением закона сохранения количества вещества яв-
ляется уравнение непрерывности:

∂n(t, ~r)

∂t
+ ∇ · (n(t, ~r) · ~v) = 0. (8)

Баланс сил, действующих на данную частицу:
∑

i

~Fi = ~Fgr + ~F1 + ~F2 = 0, (9)

дает соотношение

− k

n(t, ~r)
∇n(t, ~r) − mω0

2π
~v − 6πηr0~v = − k

n(t, ~r)
∇n(t, ~r) − α~v = 0, (10)

где α = mω0

2π + 6πηr0
Из (8) и (10) имеем

∂n(t, ~r)

∂t
=
k

α
�n(t, ~r) = D�n(t, ~r), (11)
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где D = k
α — коэффициент макродиффузии.

Полученное выражение является уравнением Фоккера — Планка для сво-
бодной частицы. Решения этого классического уравнения известны, в част-
ности, фундаментальным решением этого уравнения для одномерного случая
является

n(t, x) =
1√

4πDt
exp

(
− x2

4Dt

)
. (12)

На рис. 3 представлены зависимости (12) при различных значениях време-
ни.

t4

t1

t2

t3

n(t,x)

x

Рис. 3.

Вернемся к нашей задаче. Рассмотрим движение частицы в поле тяже-
сти земли. Частица находится в емкости, ограниченной снизу непроницаемой
стенкой, в окружении других частиц меньшей плотности. При колебательных
движениях частица диффундирует вниз. На нее действует сила тяжести

~F3 = m~g, (13)

где m = 4
3πr

3
0ρ0 — масса исследуемой частицы. Тогда уравнение Фоккера —

Планка имеет вид

∂n(t, x)

∂t
− mg

α

∂n(t, x)

∂x
−D�n(t, x) = 0. (14)

с начальными и граничными условиями

n(0, x) = δ(x− h), (15)

∞∫

0

n(t, x) dx = 1, (16)

n(t, x)|x→+∞ = 0, (17)

∂n(t, x)

∂x

∣∣∣∣
x→+∞

= 0, (18)

(
mg

k
n(t, x) +

∂n(t, x)

∂x

)

x=0

= 0. (19)

Последнее соотношение (19) является условием отсутствия потока через ниж-
нюю поверхность.



110 Л. В. Никифорова, А. И. Матвеев, Е. С. Слепцова, Б. В. Яковлев

При решении этой задачи используем решение подобной задачи для бро-
уновской частицы [5] и получаем следующее аналитическое выражение:

n(t, x) =
1√

4πDt

(
exp(− (x− h)2

4Dt

)
+ exp

(
− (x+ h)2

4Dt

))

× exp

(
− (mg)2t

4kα
− mg(x− h)

2k

)

+
mg

k
exp

(
− mgx

k

)
1√

4πDt

mgt
α −x−h∫

−∞

exp

(
− η2

4Dt

)
dη. (20)

На рис. 4 представлены графики зависимостей согласно (20) в различные
моменты времени, по горизонтальной оси отмечается высота емкости с шарами.

Рис. 4.

Как видно из рис. 4, распределение вероятностей местонахождения части-
цы сначала расплывается, двигаясь вниз, и, в конце концов, преобразуется в
распределение Больцмана.

Изложенная задача эквивалентна задаче, когда множествоN частиц с плот-
ностью ρ0 распределено на одной плоскости на некоторой высоте h (рис. 5).
Тогда распределение количества частиц описывается кривой (20), при этом ко-
личество частиц будет пропорционально площади фигуры, заключенной внутри
области, граничащей с горизонтальной осью и кривой на рис. 4.

В реальности добываемые куски золота находятся в объеме отсадочной по-
стели случайным образом. При моделировании этого распределения можно
воспользоваться генератором случайных чисел. Если имеется достаточно много
зерен исследуемого материала, то первоначальное распределение будет прибли-
зительно равномерным. Поэтому рассмотрим некоторую равномерно распреде-
ленную систему (рис. 6).
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Рис. 5. Рис. 6.

Рис. 7.

На рис. 7 представлены зависимости при равномерном распределении.
Темная сплошная кривая иллюстрирует суммарное распределение согласно

формуле

n(t, x) =
1

N

N∑

i=1

ni(t, x). (21)

На рис. 8 показаны графики зависимостей суммарного распределения, ко-
гда начальное состояние имело равномерное распределение исследуемых зерен,
в различные моменты времени.

Полученные распределения позволяют при заданных значениях добывае-
мых фракций (например, в процентах от общего объема) с равномерным на-
чальным распределением вычислить вероятное время, за которое образуется
некоторый заданный слой материала на дне емкости отсадочной постели с опре-
деленной концентрацией полезной фракции.
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