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Аннотация. Статья посвящена проективно-дифференциальной геометрии под-
многообразий многообразий G(2, 5) двумерных плоскостей проективного простран-
ства P 5, содержащих единственный торс. Для исследования таких подмногообра-
зий используется грассманово отображение многообразия G(2, 5) двумерных плос-
костей проективного пространства P 5 на девятимерное алгебраическое многообра-
зие �(2, 5) пространства P 19. Это отображение в сочетании с методом внешних
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Настоящая работа относится к многомерной проективно-дифференциаль-

ной геометрии, той ее части, в которой изучаются семейства плоскостей раз-

личных размерностей в проективном пространстве. Многие ее вопросы пред-

ставляют интерес не только для многомерной дифференциальной геометрии,

но и для интегральной геометрии Радона — Хелгассона — нового направления

в современной математике, которому посвящена книга [1] И. М. Гельфанда,

С. Г. Гиндикина и М. И. Граева, а также для общей теории дифференциальных

уравнений с частными производными, например, представленной в работе [2]

И. М. Гельфанда и М. И. Граева, где рассматриваются гипергеометрические

функции, связанные с грассмановым многообразием двумерных плоскостей пя-

тимерного пространства. В интегральной геометрии при решении основной за-

дачи рассматриваются комплексы многомерных плоскостей, размерность кото-

рых совпадает с размерностью пространства.

Одной из наиболее красивых областей дифференциальной геометрии, где

во всей полноте проявляются преимущества инвариантных бескоординатных

методов исследования, является теория комплексов многомерных плоскостей

проективного пространства. Интерес к теории комплексов многомерных плос-

костей обусловлен также задачами интегральной геометрии. Для успешного ре-

шения задачи интегральной геометрии необходимо, очевидно, соединить методы
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интегральной геометрии с многообразными и красивыми конструкциями, кото-

рые получаются в рамках проективной теории комплексов многомерных плоско-

стей. В этой связи дифференциально-геометрические исследования комплексов

плоскостей, которые играют важную роль в интегральной геометрии, остают-

ся в то же время в стороне. Поэтому актуальны исследования проективно-

дифференциальной геометрии комплексов многомерных плоскостей. Некото-

рые пятимерные комплексы двумерных плоскостей в проективном простран-

стве P 5 и являются объектом изучения в данной работе. Комплексы двумер-

ных плоскостей в пятимерном пространстве являются обобщением комплексов

прямых трехмерного пространства в том смысле, что двумерные плоскости в

пятимерном пространстве самодвойственны так же, как и прямые в трехмерном

пространстве. Семейство двумерных плоскостей p в пятимерном проективном

пространстве P 5 также будет самодвойственным, так как при коррелятивном

преобразовании ему соответствует семейство того же типа.

В проективном пространстве P 5 двумерная плоскость p определяется тре-

мя линейно независимыми точками. Из матрицы координат этих точек можно

составить

(
3
6

)
= 20 определителей третьего порядка, которые нызываются

грассмановыми координатами плоскости p. Они связаны системой алгебраи-

ческих уравнений и определяют биективное отображение грассманова многооб-

разия G(2, 5) двумерных плоскостей пространства P 5 на девятимерное алгебра-

ическое многообразие �(2, 5) проективного пространства P 19. Это отображение

называется грассмановым отображением [3, 4].

Исследуем более детально строение алгебраического многообразия �(2, 5).

Рассмотрим в пространстве P 5 две двумерные плоскости, пересекающиеся по

прямой. Они порождают линейный пучок плоскостей, т.е. семейство двумер-

ных плоскостей, проходящих через прямую и лежащих в некоторой трехмерной

плоскости. Этому линейному пучку на многообразии �(2, 5) соответствует пря-

молинейная образующая. При этом прямая и проходящая через нее трехмерная

плоскость вполне определяют линейный пучок, а следовательно, и прямую на

многообразии �(2, 5).

Рассмотрим все двумерные плоскости, лежащие в некоторой фиксирован-

ной трехмерной плоскости. Они образуют линейное трехпараметрическое се-

мейство, которому на многообразии �(2, 5) соответствует трехмерная плоская

образующая, называемой α-образующей. Поскольку в пространстве P 5 содер-

жится восьмипараметрическое семейство трехмерных плоскостей, многообразие

�(2, 5) несет семейство α-образующих, зависящее от восьми параметров.

Пусть в пространстве P 5 фиксирована некоторая прямая. Рассмотрим все

двумерные плоскости, проходящие через нее. Такие двумерные плоскости по-

рождают трехпараметрическую связку, которой на многообразии �(2, 5) также

соответствует трехмерная плоская образующая, называемая β-образующей. По-

скольку пространство P 5 содержит восьмипараметрическое семейство прямых,

многообразие �(2, 5) несет семейство β-образующих, зависящее от восьми пара-

метров. Таким образом, многообразие �(2, 5) несет два семейства трехмерных
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плоских образующих.

Если трехмерная плоскость пространстваP 5 содержит фиксированную пря-

мую, то соответствующие α- и β-образующие многообразия�(2, 5) пересекаются

по прямой. Если трехмерная плоскость в пространстве P 5 не содержит прямой,

то соответствующие им плоские образующие многообразия �(2, 5) общих точек

не имеют.

Рассмотрим в пространстве P 5 фиксированную двумерную плоскость p.

Через нее проходит двупараметрическое семейство трехмерных плоскостей. По-

этому через соответствующую плоскости p точку на многообразии �(2, 5) прохо-

дит двупараметрическое семейство α-образующих. В то же время плоскость p

содержит двупараметрическое семейство прямых. Следовательно, через точку

p проходит двупараметрическое семейство β-образующих многообразия �(2, 5).

При этом две образующие различных семейств многообразия �(2, 5), проходя-

щие через точку p, имеют общую прямую, которой в пространстве P 5 соот-

ветствует линейный пучок двумерных плоскостей, а две образующие одного

семейства имеют единственную общую точку p. Отсюда следует, что все трех-

мерные плоские образующие, проходящие через точку p, являются плоскими

образующими конуса Сегре Cp(3, 3) [5, 6] c вершиной в точке p, лежащего на

многообразии �(2, 5). Этот конус представляет собой пересечение касательной

плоскости Tp�(2, 5) в точке p к многообразию �(2, 5) с самим многообразием.

В пространстве P 5 конусу Сегре Cp(3, 3) соответствует совокупность двумерных

плоскостей, пересекающих двумерную плоскость p по прямым.

Грассманово отображение представляет собой биективное отображение мно-

гообразия G(2, 5) двумерных плоскостей проективного пространства P 5 на де-

вятимерное точечное алгебраическое многообразие �(2, 5), принадлежащее про-

ективному пространству P 19. Касательное пространство Tp�(2, 5) к многооб-

разию �(2, 5) в его произвольной точке p содержит пятимерный конус Сегре

Cp(3, 3), проективизация которого является многообразием Сегре Sp(2, 2). Мно-

гообразие Сегре Sp(2, 2) остается при этом инвариантным при проективных пре-

образованиях пространства P 8 = PTp�(2, 5), являющегося проективизацией с

центром в точке p касательного пространства Tp�(2, 5) к многообразию �(2, 5).

В работе [4] М. А. Акивис отмечает, что многообразие Сегре Sp(2, 2), непо-

средственно связанное с грассмановым многообразием �(2, 5), инвариантно при

проективных преобразованиях, и его можно использовать для классификации

комплексов двумерных плоскостей, а также для интерпретации их свойств в

терминах проективных алгебраических многообразий. Поскольку дифференци-

альная геометрия комплексов многомерных плоскостей далеко еще не изучена,

такой подход к их исследованию представляется актуальным. Дифференциаль-

ная геометрия грассмановых подмногообразий представляет самостоятельный

интерес для дифференциальной геометрии, а также одновременно является од-

ним из важных средств построения и изучения других многообразий в проек-

тивных пространствах.

Пятимерному комплексу двумерных плоскостей C на алгебраическом мно-
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гообразии �(2, 5) соответствует пятимерное гладкое многообразие V . Много-

образие V в каждой точке p имеет пятимерную касательную плоскость TpV .

Проективизация плоскости TpV с центром в точке p представляет собой четы-

рехмерную плоскость PTpV .

Рассмотрим в проективном пространстве P 5 пятипараметрическое семей-

ство двумерных плоскостей — пятимерный комплекс C. Комплексу C при грас-

смановом отображении соответствует пятимерное многообразие V , принадле-

жащее алгебраическому многообразию �(2, 5). Многообразие V в каждой своей

точке p имеет пятимерную касательную плоскость TpV . Проективизация плос-

кости TpV с центром в точке p представляет собой четырехмерную плоскость

PTpV . Различным видам взаимного расположения плоскости PTpV и многооб-

разия Сегре Sp(2, 2) соответствуют различные классы комплексов C [4]. Мно-

гообразие Сегре Sp(2, 2) представляет собой четырехмерную алгебраическую

поверхность шестого порядка, несущую два двупараметрических семейства дву-

мерных плоских образующих. При этом две образующие, принадлежащие раз-

личным семействам, имеют общую точку, а две образующие, принадлежащие

одному семейству, не пересекаются. Поскольку многообразие Сегре Sp(2, 2) яв-

ляется алгебраической поверхностью шестого порядка, в общем случае плос-

кость PTpV пересекает это многообразие в шести точках. Они определяют на

многообразии V шесть полей направлений, интегральным кривым которых на

комплексе C соответствует шесть семейств торсов (развертывающихся поверх-

ностей с двумерными плоскими образующими) , образованных двумерными со-

прикасающимися плоскостями к некоторой кривой. При этом через каждую об-

разующую комплекса проходит шесть торсов, по одному из каждого семейства.

Каждый торс комплекса определяет для двумерной образующей p комплекса

C характеристическую прямую, а именно прямую пересечения двух бесконеч-

но близких образующих торса и трехмерную характеристическую плоскость —

касательную к торсу.

В проективном пространстве P 5 рассмотрим семейство точечных реперов

{AI}, I, J,K = 0, 1, . . . , 5, и семейство реперов, образованных гиперплоскостями

αI = (−1)I(A0, . . . , AI−1, AI+1, . . . , A5). Уравнения перемещения этих реперов

имеют вид

dAI = −ωJ
I AJ , dαI = −ωI

Jα
J ,

где ωJ
I — линейные дифференциальные формы, удовлетворяющие структурным

уравнениям проективного пространства P 5:

dωI
J = ωK

I ∧ ωJ
K .

Свяжем с двумерной плоскостью p пространства P 5 семейство точечных репе-

ров так, чтобы точки Ai, i = 0, 1, . . . , 5, принадлежали плоскости p. Тогда

dAi = −ωj
iAJ + −ωp

iAp, dAp = −ωi
pAi + −ωq

iAq,

где i, j = 0, 1, 2 и p, q = 3, 4, 5. Отсюда видно, что двумерная плоскость p в про-

странстве P 5 зависит от девяти параметров, линейными комбинациями диффе-

ренциалов которых являются формы ωp
i .
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Пусть ωp
i , i = 0, 1, 2, p = 3, 4, 5, — линейные дифференциальные формы,

определяющие перемещение плоскости р = A0∧A1 ∧A2 в пространстве P 5. По-

скольку размерность рассматриваемого комплекса C равна пяти, на нем будут

выполняться четыре независимых уравнения

�αi
p ω

p
i = 0, (1)

где α = 1, 2, 3, 4. Эти же уравнения определяют четырехмерную плоскость

PT pV в пространстве P 8 = PTp�(2, 5).

Однопараметрическое семейство двумерных плоскостей p представляет со-

бой трехмерную поверхность с двумерными плоскими образующими. Эта по-

верхность является торсом [7], если она тангенциально вырожденная ранга

один. Торсу на многообразии �(2, 5) соответствует кривая, касательные к кото-

рой служат прямолинейными образующими этой поверхности. Данная кривая

совпадает с асимптотической линией многообразия �(2, 5). Поэтому в произ-

вольной точке этой линии выполняется равенство

rang
(
ωp
i

)
= 1. (2)

Следовательно, уравнения торсов в пространстве можно записать в параметри-

ческом виде

ωp
i = aix

pdt. (3)

Каждый торс, проходящий через плоскость p, определяет на ней характеристи-

ческую прямую пересечения двух бесконечно близких образующих и трехмер-

ную характеристическую плоскость, касательную к торсу.

Найдем уравнения характеристической прямой и трехмерной характери-

стической плоскости торса. ПустьM = xiAi — произвольная точка плоскости p.

Дифференциал этой точки в силу (3) вычисляется так:

dM =
(
dxi + xjωi

j

)
Ai +

(
aix

i
)
(xpAp) dt.

Отсюда следует, что характеристическая прямая в плоскости p определяется

уравнением aix
i = 0, а трехмерная характеристическая плоскость определяется

плоскостью p и точкой S = xpAp. Из уравнений (1) в силу (3) получим

�αi
p aix

p = 0. (4)

Эта система уравнений определяет трехмерную характеристическую плоскость

торса, принадлежащую комплексу C, если выполняется условие

rang
(
�αi
p ai

)
= 2. (5)

Из соотношения (5) определяются тангенциальные координаты характеристи-

ческих прямых на плоскости p комплекса C.

Если выполняется условие

rang
(
�αi
p x

p
)

= 2, (6)
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то система (4) определяет характеристическую прямую торса, также принадле-

жащую комплексу C. Из последнего соотношения находятся координаты точек

S, которые вместе с плоскостью p определяют трехмерные характеристические

плоскости торса.

Рассмотрим комплексы C, для которых плоскость PTpV имеет с многооб-

разием Сегре Sp(2, 2) одну характеристическую точку, т. е. комплексы C, через

каждую образующую которых проходит единственный торс. Выясним строе-

ние таких комплексов C. С этой целью рассмотрим конгруэнцию прямых C1

с двукратным фокусом и псевдоконгруэнцию трехмерных плоскостей C3 с дву-

кратной фокусной гиперплоскостью, причем касательная гиперплоскость к ги-

перповерхности, описываемая двукратным фокусом конгруэнции прямых C1,

совпадает с двукратной фокусной гиперповерхностью псевдоконгруэнции трех-

мерных плоскостей C3. Строение пятимерных комплексов C описывает следу-

ющая

Теорема. Комплексы C, через каждую образующую которых проходит

единственный торс, представляют собой многообразие двумерных плоскостей,

проходящих через прямые конгруэнции C1 и лежащих в трехмерных плоскостях

псевдоконгруэнции C3, при этом касательная гиперплоскость к гиперповерх-

ности, описываемая двукратным фокусом конгруэнции прямых C1, совпада-

ет с двукратной фокусной гиперповерхностью псевдоконгруэнции трехмерных

плоскостей C3.

Доказательство. Комплексы C, для которых плоскость PTpV имеет с

многообразием Сегре Sp(2, 2) одну характеристическую точку, определяются

уравнениями

ω3
0 = 0, ω3

1 − ω4
0 = 0, ω3

2 − ω4
1 + ω5

0 = 0, ω4
2 − ω5

1 = 0. (7)

Выберем в качестве базисных форм на комплексе C следующие формы: ω4
0 ,

ω5
0, ω

3
2 , ω

4
2 , ω

5
2 . Покажем, что в этом случае действительно будем иметь одну

характеристическую точку, а следовательно, одну характеристическую прямую

в плоскости p и одну трехмерную характеристическую плоскость, содержащую

образующую комплекса C.

В самом деле, рассматривая совместно уравнения (7), определяющие че-

тырехмерную плоскость PT pV в пространстве P 8 = PT p�(2, 5), и уравнения,

вытекающие из условия

rang(ωp
i ) = 1

и определяющие конус Сегре Sp(2,2), получим одну характеристическую точку:

ω4
0 = ω5

0 = ω3
2 = ω4

2 = 0.

Эти уравнения определяют в пространстве P 5 на комплексе C торс, базисной

формой на котором является форма ω5
2 .
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Система (4) для рассматриваемого комплекса C имеет вид

a0x
3 = 0,

a1x
3 − a0x

4 = 0,

a1x
4 − a0x

5 − a2x
3 = 0,

a1x
5 − a2x

4 = 0.

Условие (5), определяющее характеристические прямые торса, запишется так:

rang



a0 a1 −a2 0
0 −a0 a1 −a2

0 0 −a0 a1


 = 2.

Видно, что этому условию удовлетворяет единственная характеристическая пря-

мая A0 ∧A1.

Условие (6), определяющее трехмерные характеристические плоскости, со-

держащие образующую комплекса C, имеет вид

rang



x3 −x4 −x5 0
0 x3 x4 x5

0 0 −x3 −x4


 = 2.

Этому условию удовлетворяет единственная трехмерная характеристическая

плоскость A0 ∧A1 ∧A2 ∧A5, содержащая плоскость p = A0 ∧A1 ∧A2.

Итак, пятимерный комплекс C, для которого через каждую образующую p

проходит только один торс, определяется уравнениями (7).

Найдем строение комплексов C, для которых через каждую образующую

p проходит только один торс. С этой целью, дифференцируя внешним образом

уравнения (7), получим независимые квадратичные уравнения:

ω3
4 ∧ ω4

0 −
(
ω1

0 − ω3
5

)
∧ ω5

0 − ω2
0 ∧ ω3

2 = 0,

(
ω1

1 − ω0
0 − ω3

3 − ω4
4

)
∧ ω4

0 +
(
ω4

5 − ω1
0 − ω3

4

)
∧ ω5

0

+
(
ω2

1 + ω3
4 − ω1

0

)
∧ ω3

2 −
(
ω2

0 + ω3
5

)
∧ ω4

2 = 0,

(
ω0

1 − ω4
3 − ω1

2 + ω4
5

)
∧ ω4

0 +
(
ω1

1 − ω0
0 −ω4

4 + ω5
5

)
∧ ω5

0 +
(
ω1

1 − ω2
2 − ω4

4 + ω3
3

)
∧ ω3

2

+
(
ω2

1 + ω3
4 − ω1

0 − ω4
5

)
∧ ω4

2 +
(
ω3

5 − ω2
0

)
∧ ω5

2 = 0,

(
ω5

3 + ω0
2

)
∧ ω4

0 −
(
ω0

1 − ω5
4 − ω1

2

)
∧ ω5

0 −
(
ω4

3 − ω5
4 + ω1

2

)
∧ ω3

2

−
(
ω1

1 − ω5
5 − ω2

2 + ω4
4

)
∧ ω4

2 −
(
ω2

1 + ω4
5

)
∧ ω5

2 = 0.

Из этих уравнений вытекает, что формы ω1
0 , ω

2
0 , ω

2
1 , ω

3
4 , ω

3
5 , ω

4
5 выражаются

через четыре независимые формы ω4
0 , ω

5
0 , ω

3
2 , ω

4
2 . Стало быть, характеристиче-

ская прямая A0∧A1 описывает конгруэнцию, а трехмерная характеристическая

плоскостьA0∧A1∧A2∧A5 — псевдоконгруэнцию. При этом точка A0 описывает
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гиперповерхность, а гиперплоскость A0∧A1∧A2∧A4∧A5 — четырехмерное мно-

гообразие. Не составляет труда проверить, что точка A0 совпадает с двукрат-

ным фокусом конгруэнции прямыхA0∧A1, а гиперплоскостьA0∧A1∧A2∧A4∧A5

совпадает с двукратной фокусной гиперплоскостью псевдоконгруэнции трех-

мерных плоскостей A0 ∧ A1 ∧ A2 ∧ A5, при этом касательная гиперплоскость

к гиперповерхности, описываемая двукратным фокусом конгруэнции прямых

A0 ∧A1, совпадает с двукратной фокусной гиперповерхностью псевдоконгруэн-

ции трехмерных плоскостей A0 ∧A1 ∧A2 ∧A5. Следовательно, эти конгруэнция

прямых A0 ∧A1 и псевдоконгруэнция трехмерных плоскостей A0 ∧A1 ∧A2 ∧A5

являются конгруэнцией прямых C1 и соответственно псевдоконгруэнцией трех-

мерных плоскостей C3. Итак, образующие комплекса C проходят через прямые

конгруэнции C1 и принадлежат трехмерным плоскостям псевдоконгруэнции C3.

Докажем обратное утверждение. Пусть имеется конгруэнция прямых C1

с двукратным фокусом и псевдоконгруэнция трехмерных плоскостей C3 с дву-

кратной фокусной гиперплоскостью, причем касательная гиперплоскость к ги-

перповерхности, описываемая двукратным фокусом конгруэнции прямых C1,

совпадает с двукратной фокусной гиперповерхностью псевдоконгруэнции трех-

мерных плоскостей C3. Свяжем с прямой конгруэнции C1 и с трехмерной плос-

костью псевдоконгруэнции C3 семейство точечных реперов так, чтобы верши-

ны A0, A1 лежали на образующей конгруэнции C1, а вершины A0, A1, A2, A5

принадлежали трехмерной плоскости псевдоконгруэнции C3. Тогда уравнения

конгруэнции прямых C1 можно привести к виду

ω2
j = λ2

jαθ
α, ω3

0 = 0, ω4
0 = θ1, ω5

0 = θ2, ω3
1 = θ1, ω4

1 = θ2 + θ3, ω5
1 = θ4, (8)

где j = 0, 1, α = 1, 2, 3, 4, а псевдоконгруэнции C3 — к виду

ω3
0 = 0, ω4

0 = θ1, ω3
1 = θ1, ω4

1 = θ2 + θ3, ω3
2 = θ3, ω4

2 = θ4, ωr
5 = λr5αθ

α, (9)

где r = 3, 4. Из уравнений конгруэнции прямых (8) и уравнений псевдоконгру-

энции трехмерных плоскостей (9) видно, что уравнения

ω3
0 = 0, ω4

0 = θ1, ω5
0 = θ2, ω3

1 = θ1, ω4
1 = θ2 + θ3, ω5

1 = θ4, ω3
2 = θ3, ω4

2 = θ4

определяют пятимерный комплекс C, через каждую образующую которого про-

ходит только один торс. Действительно, исключая из последних уравнений

формы θα, получим

ω3
0 = 0, ω3

1 − ω4
0 = 0, ω3

2 − ω4
1 + ω5

0 = 0, ω4
2 − ω5

1 = 0.

Поскольку форма ω5
2 в эти уравнения не входит, ее можно включить в чис-

ло базисных форм комплекса C. Она будет базисной на единственном торсе,

проходящем через образующую комплекса C. Таким образом, образующие ком-

плекса C, проходящие через прямые конгруэнции C1 и лежащие в трехмерных

плоскостях псевдоконгруэнции C3, образуют пятимерный комплекс C, через

каждую образующую которого проходит единственный торс. Утверждение тео-

ремы полностью доказано.
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В настоящей работе рассматривается антагонистическая диффеpенциаль-

ная игра поиска [1–3] со стороны ищущего. Работа примыкает к работам [4–10],

в которых исследовались свойства и проблемы аппроксимации информацион-

ных множеств для различных классов конкретных дифференциальных игр по-

иска и со стороны ищущего игрока, и со стороны прячущегося игрока.

Определение, построение и аппроксимация информационных множеств о

состоянии игроков в настоящее время является одной из важных задач тео-

рии дифференциальных игр, исследованию которой посвящены работы многих

авторов (см. ссылки в [11]).

1. Постановка задачи

Пусть уравнения движения игроков P и E, где P — ищущий игрок, а E —

прячущийся игрок, описывается системой дифференциальных уравнений:

P : ẋ = u, ‖u‖ ≤ α, x(0) = x0, ‖x0‖ = r + l, x, u ∈ R2, (1)

E: ẏ = v, ‖v‖ ≤ β, y(0) = y0, ‖y0‖ ≤ r, β ≤ α, y, v ∈ R, (2)

где x0 — местоположение ищущего игрока P в момент времени t0 = 0, y0 —

местоположение прячущегося игрока E в момент времени t0 = 0, α, β, r, l —

параметры игры.

c© 2017 Местников С. В., Петров Н. В.
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Допустимые управления u = u(t), t ≥ 0, игрока P — кусочно постоянные

функции. Множество всех допустимых управлений игрока P обозначим через

DP . Под чистой стратегией a игрока P будем понимать пару a = (x0, u(·)),
где точка x0 ∈ R2 удовлетворяет условию (1).

Допустимые управления v = v(t), t ≥ 0, игрока E — кусочно непрерывные

функции. Множество всех допустимых управлений игрока E обозначим через

DE. Под чистой стратегией b игрока E будем понимать пару b = (y0, v(·)),
где y0 ∈ R2 удовлетворяет условию (2). Игра рассматривается в программных

стратегиях [1–3].

Состояние информации в игре следующее. В начальный момент времени

t = t0 игрок P (E) обладает лишь априорной информацией о другом игроке,

т. е. ему известны ‖y0‖ ≤ r (‖x0‖ = r + l) и динамика игры (1), (2). В даль-

нейшем ходе игры игроки не получают текущей информации о местоположении

противника.

Игра происходит следующим образом: игрок E выбирает некоторую точку

y0 из круга радиуса r и допустимые управления v(·). Игрок P , не зная страте-

гию игрока E, выбирает стратегию a = (x0, u(·)).
Игрок E считается обнаруженным (пойманным) в момент времени t, если

расстояние между x(t) и y(t) меньше или равно l, гдe l — заданное положитель-

ное число.

Предположим, что для каждого состояния x ∈ R2 определено множество

S(x) ⊂ R2 — замкнутый круг радиуса l с центром в точке x, которое в дальней-

шем будем называть областью обнаружения игрока P .

На состояниях x(t) и y(t) введем функцию F1(x(t), y(t)) игрока P следую-

щим образом:

F1(x(t), y(t)) =

{
1, если y(t) ∈ S(x(t)),

0 в противном случае.
(3)

Определение 1. Будем говорить, что в момент времени t ∈ [t0, T ] про-

изошло обнаружение игрока E ищущим игроком, если F1(x(t), y(t)) = 1.

Используя функцию (3), на траекториях

x(·) = x(·, t0, x0, u), y(·) = y(·, t0, y0, v)

игроков определим следующие функционалы:

F2(x(·), y(·)) = max
t∈[t0,T ]

F1(x(t), y(t)),

F τ
2 (x(·), y(·)) = max

t∈[t0,τ ]
F1(x(t), y(t)), τ ≤ T.

Определение 2. Будем говорить, что игрок P при движении вдоль тра-

ектории x(·) обнаруживает игрока E (движущегося вдоль траектории y(·)),
если F2(x(·), y(·)) = 1.

Функцию выигрыша K((x0, u(·)), (y0, v(·))) игрока P в ситуации ((x0, u(·)),
(y0, v(·))) определим по правилу

K((x0, u(·)), (y0, v(·))) = F2(x(·, t0, x0, u), y(·, t0, y0, v)).
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Поскольку рассматриваемые игры антагонистические, функция выигрыша

игрока E равна функции выигрыша игрока P с обратным знаком.

Таким образом, мы определили антагонистическую игру

� = 〈A,B,K〉

в нормальной форме в классе чистых стратегий, A (B) — множество всех чистых

стратегий игрока P (E).

Игру поиска будем рассматривать в классе смешанных стратегий [1–3]. Под

смешанной стратегией µ (ν) игрока P (E) будем понимать конечную смесь

µ = (µ1, . . . , µk) (ν = (ν1, . . . , νm)),

заданную на конечном подмножестве {a1, . . . , ak} ⊂ A ({b1, . . . , bm} ⊂ B), где

µi = 1/k, i = 1, . . . , k (νi = 1/m, i = 1, . . . ,m).

Тогда выигрыш M(µ, b) (M(a, ν)), где µ (ν) — смешанная стратегия, заданная

на множестве {a1, . . . , ak} ⊂ A ({b1, . . . , bk} ⊂ B), определяется следующим

образом:

M(µ, b) =
1

k

k∑

i=1

F2(xi(·), y(·)), M(a, ν) =
1

m

m∑

i=1

F2(x(·), yi(·)), (4)

где xi(·), (yi(·)) — траектория движения игрока P (E), порожденная стратегией

ai (bi).

Стоит отметить, что выигрыш M(µ, b) (M(a, ν)) игрока P имеет смысл

вероятности обнаружения игрока E в ситуации (µ, b) ((a, ν)) в смешанных стра-

тегиях.

Определение 3. Будем говорить, что смешанная стратегия µ игрока P

гарантирует вероятность обнаружения, не меньшую чем V , еслиM(µ, b) ≥ V
для любого b ∈ B, 0 ≤ V ≤ 1.

Определение 4. Будем говорить, что смешанная стратегия ν игрока E

гарантирует вероятность обнаружения, не большую чем V , если M(a, ν) ≤ V
для любого a ∈ A, 0 ≤ V ≤ 1.

Стратегию игрока P (E) будем называть гарантирующей, если она гаран-

тирует ему вероятность обнаружения, равную 1 (0).

Далее выясним, какую вероятность обнаружения может гарантировать себе

игрок P в классе смешанных стратегий при отсутствии гарантирующих стра-

тегий. В настоящей работе игра поиска рассматривается со стороны ищущего

игрока P .

2. Дифференциальная игра поиска в случае, когда

ищущий игрок P движется только по прямым

Предположим, что ищущий игрок P , в начальный момент времени t0 = 0

находясь в точке x0, выбирает постоянное управление и в дальнейшем ходе
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игры не имеет возможности его изменить. Таким образом, у него реализуется

траектория a = (x0, u(·)), где u(·) = const, которая на плоскости представляется

в виде прямой.

Рассмотрим игру поиска с одним ищущим игроком P и убегающим игроком

E. Представим данную игру на плоскости. Для этого проведем прямоугольную

декартову систему координат так, чтобы точка начального расположения x0

игрока P лежала на оси Ox, а центр области начального расположения игрока

E — круга радиуса r с центром в точке y0 — совпадал с началом координат.

Расстояние между точками x0 и y0 равно r + l (рис. 1).

Для гарантированного обнаружения (поимки) прячущегося игрока E одним

ищущим игроком P в случае, когда β = 0, достаточно выполнение неравенства

r ≤ l (рис. 2).

В случае, когда β > 0:

r +
β(r + l)

α
≤ l. (5)

В этом случае ищущий игрок P двигается к центру области начального располо-

жения игрока E. В момент времени t = (r + l)/α он попадает в этот центр. При

этом круг обнаружения ищущего игрока P полностью покрывает множество до-

стижимости игрока E из начального множества неопределенности, являющееся

кругом радиуса r + βt, при выполнении неравенства (5) (рис. 3).

В этом случае описанная выше стратегия ищущего игрока является гаран-

тирующей обнаружение.

3. Вспомогательная игра поиска с нарядом

ищущих игроков. Основные понятия

Предположим что неравенство (5) не выполняется, т. е. r + β(r + l)/α > l.

Это означает, что один ищущий игрок P , двигаясь по прямолинейной траекто-

рии, не cможет гарантированно обнаружить прячущегося игрока E.

Рассмотрим вспомогательную игру � (k, 1) между прячущимся игроком E

и нарядом ищущих игроков P = {P1, . . . , Pk}, действующих согласованно как

один игрок под воздействием системы (1).

В начальный момент игрок E и каждый из наряда ищущих игроков P =

{P1, . . . , Pk} выбирают начальные местоположения y0 ∈ Y0, x
i
0 ∈ X0, i = 1, . . . , k,

и допустимые упpавления v(·), ui(·) i = 1, . . . , k. Начальное множество неопре-

деленности Y0 игрока E — круг радиуса r с центром в начале координат, мно-

жество X0 — окружность радиуса r + l с центром в начале координат. Тогда

у ищущих игроков P̄ = {P1, . . . , Pk} и у прячущегося игрока E pеализуются

тpаектоpии xi(·) = x(·, t0, xi0, ui), i = 1, . . . , k, и y(·) = y(·, t0, y0, v) соответ-

ственно. Если начальное местоположение ищущих игроков одинаково: xi0 = x0,

i = 1, . . . , k, то вспомогательную игру будем называть игрой с фиксированным

начальным местоположением игроков.

На состояниях x(t), . . . , xk(t) и y(t) введем функцию F3(x1(t), . . . , xk(t), y(t))
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Рис. 1. Начальное местоположение игроков

a) перед началом игры б) после поимки, где l = r

Рис. 2. Игра поиска с одним ищущим игроком при β = 0

a) перед началом игры б) после поимки, где r +
β(r+l)

α
= l

Рис. 3. Игра поиска с одним ищущим игроком при β > 0
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следующим образом:

F3(x1(t), . . . , xk(t), y(t)) =

k∑

i=1

F2(xi(t), y(t)).

Определение 5. Будем говорить, что в момент времени t ∈ [t0, T ] про-

изошло k∗-обнаружение, если k∗, k∗ ≤ k, ищущих игроков обнаружили прячу-

щегося игрока E, т. е. F3(x1(t), . . . , xk(t), y(t)) = k∗.

На траекториях xi(·), i = 1, . . . , k, и y(·) игроков определим следующие

функционалы:

F4(x1(·), . . . , xk(·), y(·)) =
k∑

i=1

F2(xi(·), y(·)),

F τ
4 (x1(·), . . . , xk(·), y(·)) =

k∑

i=1

F τ
2 (xi(·), y(·)).

Определение 6. Будем говорить, что при движении наряда P вдоль тра-

екторий x1(·), . . . , xk(·) происходит k∗-обнаружение игрока E (движущегося

вдоль траектории y(·)), если

F4(x1(·), . . . , xk(·), y(·)) = k∗.

Последнее условие означает, что из наряда игроков P , двигающихся вдоль тра-

екторий x1(·), . . . , xk(·), k∗ ищущих игроков обнаруживают убегающего игрока

E, движущегося по траектории y(·).
Определение 7. Стpатегия ā = ((x1

0, u1(·)), . . . , (xk0 , uk(·))) наpяда P на-

зывается гаpантиpующей k∗-обнаружение (1 ≤ k∗ ≤ k), если

F4(x1(·), . . . , xk(·), y(·)) ≥ k∗

для любой стpатегии b = (y0, v(·)) игрока E, где

xi(·) = x(·, t0, xi0, ui), i = 1, . . . , k, y(·) = y(·, t0, y0, v).

Определение 8. Информационным множеством �k,k∗(t) назовем такое

множество, в котором может находиться убегающий игрок E, будучи необнару-

женным k∗ ищущими игроками из наряда k игроков.

Если информационное множество �k,k∗(t) является пустым для вспомога-

тельной игры с нарядом ищущих игроков P , то существует смешанная страте-

гия игрока P , гарантирующая вероятность обнаружения V ≥ k∗/k [5–7]. Если

k∗ = k, то множество �k,k(t) будем обозначать через �(t). Для конкретных игр,

когда k и k∗ фиксированы, информационное множество �k,k∗(t) будем называть

также областью неопределенности.



Численное построение информационного множества 19

ϕ1 = ϕtan ϕ1 = ϕtan

Рис. 4. Стратегия где ϕ1 = ϕtan

ϕ1 < ϕtan ϕ1 > ϕtan

Рис. 5. Покрытие области неопределенности, когда ϕ1 6= ϕtan

Для визуального отображения информационного множества �k,k∗(t) крас-

ным (red) цветом раскрасим область, которую исследовал первый ищущий иг-

рок P1, зеленым (green) — второй P2, и синим (blue) — третий P3 в случае, когда

k = 3.

По аналогии с цветовой моделью RGB области, которые исследовали пер-

вый и второй ищущие игроки, будут отображаться желтым (yellow), второй и

третий — голубым (cyan), первый и третий — пурпурным (magenta) цветом. Об-

ласть, попавшая одновременно в три круга обнаружения, будет отображаться

серым (grey) цветом.

3.1. Вспомогательная игра поиска с двумя ищущими игроками.

Начальное местоположение ищущих игроков фиксировано. Предполо-

жим, что k = 2 и в игре поиска участвуют два ищущих игрока. Рассмотрим

случай, когда в начале игры местоположение ищущих игроков фиксировано и
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они оба находятся в точке x0. Расстояние между точкой x0 и центром круга

начального расположения игрока E — круга радиуса r — равно r + l.

Для начала рассмотрим следующую стратегию первого ищущего игрока

P1. Игрок P1, находясь в точке x0, начинает движение под углом ϕ1 > 0 в сто-

рону области начального множества неопределенности убегающего игрока E —

круга с радиусом r. Обозначим через t∗ момент, когда область обнаружения иг-

рока P1 полностью входит в множество достижимости игрока E в этот момент.

В момент t∗ две окружности — область обнаружения S(x(t∗)) и множество до-

стижимости игрока E — круг радиуса r + βt∗ касаются друг друга. Выделим

такой угол ϕtan, при котором эта общая касательная параллельна направлению

движения игрока P1. Угол по касательной ϕtan определяется по формуле

sin(ϕtan)

(
1 +

β2

α2

)
=
r − l

r + l
+
β

α

√
β2

α2
+ 1 − (l − r)2

(l + r)2
. (6)

Заметим, что при ϕ1 = 0 игрок P1 двигается в сторону центра круга неопре-

деленности по прямой x0O и при этом t∗ = 2l/(α + β). При таком движении

общая касательная перпендикулярна направлению движения игрока P .

Несложно доказать, что стратегия игрока P1, где он будет двигаться по

направлению общей касательной между областью обнаружения игрока P1 и

областью достижимости игрока E, доминирует все остальные стратегии, при

которых угол ϕ > ϕtan, так как при таком движении покрывается бо́льшая

часть области неопределенности, чем при любой другой прямолинейной стра-

тегии (рис. 4, 5).

В дальнейшем будем считать, что игрок P1 выбирает стратегию, где ϕ1 =

ϕtan определяется по формуле (6).

Игра поиска с двумя ищущими игроками происходит следующим образом.

Ищущие игроки P1, P2 начинают движение с точки x0 по траекториям P1(t),

P2(t), где t ≥ 0, c постоянной скоростью α, причем α > β. Будем считать, что

ϕ1 = −ϕ2.

Траектории ищущих игроков P1(t), P2(t) описываются следующими урав-

нениями:

P1(t): ẋ1(t) = αt cosϕ1(t), ẋ2(t) = αt sinϕ1(t),

P2(t): ẋ1(t) = αt cosϕ2(t), ẋ2(t) = αt sinϕ2(t).

Игра � (2, 1) заканчивается в момент T , если ищущие игроки P1, P2, следуя по

выбранным траекториям P1(t), P2(t), совершили гарантированную поимку (об-

наружение) убегающего игрока E, т. е. полностью исследовали область дости-

жимости прячущегося игрока E и при этом информационное множество �2,1(T )

стало пустым.

В противном случае считается, что прячущийся игрок E может, зная тра-

ектории P1(t), P2(t), избежать обнаружения до момента T .
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Условием для обнаружения прячущегося игрока E двумя ищущими игро-

ками будет являться выполнение неравенства

l

2

(
1

sinϕ1
− β

α tan(ϕ1))
− 1

)
≥ r. (7)

В частном случаем, когда β = 0,

l

2

(
1

sinϕ1
− 1

)
≥ r. (8)

На рис. 6, 7 зеленым цветом отображено информационное множество, состоя-

щее из точек, которые не смог обнаружить первый ищущий игрок P1.

Красным цветом отображено информационное множество, состоящее из то-

чек, которые не смог обнаружить второй ищущий игрок P2.

Желтым цветом отображено информационное множество, являющееся под-

множеством множества достижимости игрока E, имеющее двойное покрытие,

т. е. те точки, которые были обнаружены двумя ищущими игроками.

3.2. Вспомогательная игра поиска с двумя ищущими игроками.

Начальное местоположение ищущих игроков произвольно. Покажем,

что оценку (7) можно улучшить, если разместить ищущих игроков P1, P2 в раз-

личные начальные положения. Обозначим начальное местоположение ищущего

игрока P1 через x1
0, игрока P2 — через x2

0 (рис. 8).

Для начала рассмотрим игру поиска, где β = 0. В данном случае задача

сводится к нахождению условия, при котором каждый ищущий игрок, двига-

ясь по касательной траектории с углом ϕtan, исследовал бы область достижи-

мости прячущегося игрока E, представляющую собой полуокружность радиуса

r. Условием для гарантированного обнаружения прячущегося игрока E будет

выполнение неравенства

r ≤ 2l, (9)

так как две полосы шириной 2l полностью покрывают круг радиуса r началь-

ного местоположения прячущегося.

В случае, когда β > 0,

r + β(t1 − t2 + t3) ≤ 2l, (10)

где t1 — момент времени, в который происходит соприкосновение круга обнару-

жения ищущего игрока P1 и круга достижимости прячущегося игрока E, t2 —

момент времени, в который круг обнаружения ищущего игрока P1 находится

внутри круга достижимости игрока E и имеет с кругом достижимости одну

общую точку, t3 — общее время, которое потребуется ищущему игроку P1 для

поимки E:

t1 =
(r + l) cosϕ1

α
, t2 =

√
x2
d + y2

d − l2

α
,

t3 =

√
(xd − αt1 cosϕ1)2 + (yd − αt1 sinϕ1)2 − l2

α
,
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a) перед началом игры б) после поимки

Рис. 6. Игра поиска с двумя ищущими игроками при β > 0

a) перед началом игры б) после поимки

Рис. 7. Игра поиска с двумя ищущими игроками при β = 0

Рис. 8. Начальное местоположение ищущих игроков
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β = 0 β > 0

Рис. 9. Игра с двумя ищущими игроками при различных начальных расположениях

Рис. 10. Игра поиска k = 3, начальное местоположение ищущих игроков фиксировано

где (xd;yd) — координаты точки касания D.

Выполнение неравенства (10) гарантирует обнаружение (поимку) прячуще-

гося игрока E с вероятностью V ≥ 1/2 для игры поиска подвижного объекта, а

выполнение неравенства (9) — для игры поиска неподвижного объекта.

Таким образом, показано, что во вспомогательной игре с двумя ищущими и

одним убегающим для гарантированного обнаружения достаточно выполнение

условий (7) и (8), если начальное местоположение ищущих фиксировано. Нера-

венство (7) для подвижного прячущегоя игрока, (8) для неподвижного. Условия

(9) и (10) найдены для игры, когда начальное местоположение ищущих не фик-

сировано.

4. Вспомогательная игра поиска

с тремя ищущими игроками

Допустим, что вышеприведенные неравенства не выполняются для рас-

смотренных игр с двумя ищущими и одним убегающим. Будем искать достаточ-



24 С. В. Местников, Н. В. Петров

ные условия гарантированного обнаружения для вспомогательной игры с тремя

ищущими и одним убегающим и численно строить информационные множества.

Рассмотрим случай игры, когда k = 3 и наряд ищущих состоит из трех игроков

P1, P2 и P3.

4.1. Начальное местоположение ищущих игроков фиксировано.

Ищущие игроки P1, P2 и P3 начинают движение с точки x0 по траекториям

P1(t), P2(t) и P3(t), где t ≥ 0, c постоянной скоростью α, причем α > β (рис. 10).

Траектории ищущих игроков P1(t), P2(t), P3(t) описываются следующими

уравнениями:

P1(t): ẋ1(t) = αt cosϕ1(t), ẋ2(t) = αt sinϕ1(t);

P2(t): ẋ1(t) = αt, ẋ2(t) = αt;

P3(t): ẋ1(t) = αt cosϕ3(t), ẋ2(t) = αt sinϕ3(t).

Будем считать, что ϕ1 = −ϕ3.

Достаточным условием для гарантированной поимки (обнаружения) в слу-

чае, когда β = 0, будет выполнение неравенства
√

(αt1 − (r + l) − l sin(ϕ1/2))2 + cos2(ϕ1/2)l2 ≥ r (11),

где t1 — момент времени, в который ищущие игроки P1 и P2, двигаясь по траек-

ториям P1(t), P2(t), имеют точку соприкосновения окружностей обнаружения.

В случае, когда β > 0, достаточным условием гарантированного обнаруже-

ния будет выполнение неравенства

(αt1 − (r + l) − l sin(ϕ1/2))2 + cos2(ϕ1/2)l2 ≥ (r + βt1)
2. (12)

Выполнение неравенств (11), (12) гарантирует поимку прячущегося игрока

E с вероятностью V ≥ 1/3 [5].

4.2. Начальное расположение ищущих игроков произвольно.

В этом случае аналитические оценки получены для игры поиска неподвижного

объекта. Для игры поиска подвижного объекта информационные множества

получены только численно с помощью программы.

Рассмотрим случай, когда начальное расположение ищущих игроков P1, P2,

P3 различно. Обозначим начальное расположение ищущих игроков P1, P2, P3

через x01
, x02

и x03
соответственно. В этой игре, когда β = 0 (поиск неподвиж-

ного объекта), если три полосы шириной 2l полностью покрывают круг радиуса

r начального местоположения прячущегося, т. е. при выполнении условия

r ≤ 3l, (13)

игрок P в основной игре, используя смешанные стратегии (4), гарантирует об-

наружение (поимку) прячущегося игрока E с вероятностью V ≥ 1/3 [5].

С помощью программы раскрасим и покажем характерные области инфор-

мационного множества, когда начальными местоположениями ищущих игроков
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β = 0 β > 0

Рис. 11. Покрытие при k = 3 и фиксированном расположении ищущих игроков

Рис. 12. Игра поиска k = 3, начальное местоположение ищущих игроков произвольно

при прямолинейной траектории будут точки x01
с координатами (0;−(r + l)),

x02
с координатами (1/2(r + l); sin 60◦(r + l)) и x03

с координатами (1/2(r +

l);− sin 60◦(r + l)).

Заметим, что при выполнении условия

3

4
r ≤ l (14)

ищущий игрок в основной игре, используя смешанные стратегии (4), гаранти-

рует обнаружение (поимку) прячущегося игрока E с вероятностью V ≥ 2/3.

Действительно, в этом случае полоса шириной 2l покрывает 2/3 часть окруж-

ности радиуса r, границы круга начального местоположения прячущегося. Это

означает, что три полосы шириной 2l, соответствующие траекториям ищущих,

начинающиеся с точек x1
0, x

2
0 и x3

0 соответственно (рис. 12), полностью покры-

вают начальный круг неопределенности таким образом, что любая точка этого

круга попадает хотя бы в две такие полосы.
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β = 0 β > 0

Рис. 13. Покрытие при k = 3 и произвольном расположении ищущих игроков

Покажем два рисунка, где программой разными цветами раскрашиваются

области, которые исследовали отдельно первый ищущий игрок P1, второй P2 и

третий P3; области, которые исследовали совместно P1 и P2, P1 и P3, P2 и P3;

области, которые совместно исследованы всеми тремя ищущими.

На рис. 13 информационное множество �3,2(T ) — это объединение мно-

жеств, которые раскрашены красным, зеленым и синим, где T — момент вре-

мени, когда ищущие полностью исследовали множество достижимости игрока

E. По построению красным (red) цветом раскрашено множество точек, кото-

рое исследовано только первым ищущим игроком P1, зеленым (green) — только

вторым P2 и синим (blue) — только третьим ищущим P3. �
3,2(T ) — это множе-

ство, в котором может находиться убегающий игрок E, будучи необнаруженным

двумя ищущими игроками из наряда трех игроков.
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ПРОДОЛЖЕНИЕ ЧАСТИЧНОЙ

ПОЛУГРУППОВОЙ ОПЕРАЦИИ

А. О. Петриков

Аннотация. Исследуется внутреннее продолжение частичных операций на частич-
ной полугруппе. Рассматриваются продолжения частичной полугруппы внутрен-
ним образом до полной с сохранением ассоциативности. Рассмотрены возможности
продолжения частичной операции на частичной полугруппе ненулевых элементов
вполне 0-простой полугруппы стандартным и нестандартным способами. Получен
отрицательный ответ на вопрос о том, любое ли продолжение частичной опера-
ции на частичной полугруппе ненулевых элементов вполне 0-простой полугруппы
является вполне простой полугруппой, и всякое ли продолжение стандартно. Од-
нако в некоторых случаях ответы положительные. Получены необходимые и до-
статочные условия продолжаемости частичной операции на частичной полугруппе
ненулевых вычетов, а также частичной операции на полугруппе ненулевых (2× 2)-
матриц над полем. Показана единственность продолжения частичной операции
на полугруппе ненулевых (2 × 2)-матриц над полем.
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Ключевые слова: частичная операция, частичная полугруппа, вполне 0-простая
полугруппа, полугруппа вычетов.

1. Введение

Частичные алгебраические операции, т. е. операции, определенные, воз-

можно, не для всех значений аргументов, всегда привлекали внимание специа-

листов — во-первых, по причине того, что они являются обобщением обычных

операций, и, во-вторых, ввиду их распространенности. Систематическое изло-

жение теории частичных бинарных операций можно найти в монографии [1].

Попытка свести изучение частичных бинарных операций к обычным приводит

к вопросу о возможности продолжения частичной операции до полной с сохра-

нением тех или иных свойств, например ассоциативности.

В данной работе нас будут интересовать внутренние продолжения (см. [2]),

т. е. такие, которые не предполагают добавления новых элементов. В. В. Ро-

зен в [3] ввел понятие сильной ассоциативности частичной бинарной операции.

Частичная бинарная операция называется сильно ассоциативной, если для лю-

бых элементов a, b, c произведения (ab)c и a(bc) либо оба не существуют, либо

оба существуют и в этом случае равны друг другу. Множество с сильно ас-

социативной частичной бинарной операцией назовем частичной полугруппой.

Несложно видеть, что любая частичная полугруппа может быть получена из

c© 2017 Петриков А. О.
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некоторой полугруппы с нулем, если удалить нуль и объявить неопределенны-

ми произведения, которые ранее равнялись нулю. Необходимые и достаточные

условия внутренней продолжаемости полугруппы частичных преобразований

с единицей были получены Е. С. Ляпиным в 1982 г. [2].

Нас будет интересовать вопрос о внутреннем продолжении частичной по-

лугруппы до полной с сохранением ассоциативности. Существование внут-

ренне продолжаемой частичной полугруппы очевидно. В качестве внутренне

непродолжаемой частичной полугруппы можно взять полугруппу из [4], т. е.

подполугруппу полугруппы частичных непустых преобразований трехэлемент-

ного множества, состоящую из элементов 1 =

(
a b c
a a a

)
, 2 =

(
a b c
a a c

)
,

3 =

(
a b c
b b b

)
, 4 =

(
b c
a a

)
, 5 =

(
b c
a b

)
, 6 =

(
b c
b b

)
, 7 =

(
c
a

)
, 8 =

(
c
b

)
;

умножение в ней описывается в табл. 1.

Таблица 1. Непродолжаемая частичная полугруппа

1 2 3 4 5 6 7 8

1 1 1 3 − − − − −

2 1 2 3 7 8 8 7 8

3 1 1 3 1 1 3 − −

4 4 4 6 − − − − −

5 4 4 6 7 7 8 − −

6 4 4 6 4 4 6 − −

7 7 7 8 − − − − −

8 7 7 8 7 7 8 − −

Полугруппой S1 назовем полугруппу S, если S содержит единицу, иначе

S ∪ {1}.
Отношения Грина R,L ,H ,J на полугруппе S определяются обычным

образом: R = {(a, b) | aS1 = bS1}, L = {(a, b) | S1a = S1b}, H = R ∩ L ,J = {(a, b) | S1aS1 = S1bS1}. Для элемента a ∈ S через R(a), L(a), H(a), J(a)

обозначаются R-, L -, H -, J -классы, содержащие a. Напомним, что множе-

ства R-, L -, J -классов являются частично упорядоченными множествами.

Предложение 1. Если полугруппа S с нулем имеет одноэлементный ми-

нимальный ненулевой J -класс, то частичная операция на S \ {0} может быть

продолжена до полной ассоциативной операции.

Доказательство. Пусть минимальный ненулевой одноэлементныйJ -класс состоит из элемента a. Множество I = {0, a} является идеалом по-

лугруппы S. При замене всех неопределенных произведений в S \ {0} на a

частичная полугруппа S \ {0} станет полной, и ассоциативность будет сохра-

няться, так как a — нуль в продолженной полугруппе. �
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2. Частичная полугруппа ненулевых

элементов вполне 0-простой полугруппы

Простая полугруппа S — это полугруппа, не содержащая собственных иде-

алов. Вполне простая полугруппа S — это полугруппа, единственным идеа-

лом которой является лишь S и имеющая примитивный идемпотент (т. е. ми-

нимальный относительно естественного порядка на множестве идемпотентов:

e ≤ f ⇔ ef = fe = e). Вполне 0-простая полугруппа S — это полугруппа с

нулем, идеалами которой являются лишь {0} и S, причем S2 6= {0}, имеющая

минимальный ненулевой идемпотент. Хорошо известная теорема Сушкевича —

Риса утверждает (см. [5, теорема 3.5]), что вполне 0-простые полугруппы — это

в точности рисовские матричные полугруппы S = M 0(G, I, �, P ) над группой

с нулем G0 с сэндвич-матрицей P = ‖pλi‖λ∈�,i∈I , где pλi ∈ G0, причем в каж-

дой строке и в каждом столбце матрицы P присутствуют ненулевые элементы

(см. [5]).

Элементы полугруппы M 0(G, I, �, P ) рассматриваем как (I × �)-матрицы

над G0 = G ∪ {0}, где 0 6∈ G, у которых не более одного элемента отлично от 0.

Ненулевые элементы из S имеют вид (g)iλ, где g ∈ G, i ∈ I, λ ∈ �. Тогда для

A = (a)iλ, B = (b)jµ из S произведение имеет вид

A ◦B = APB = (a)iλ ◦ (b)jµ =

{
(apλjb)iµ, pλj 6= 0,

0, pλj = 0.

Частичную операцию на множестве ненулевых элементов вполне 0-простой

полугруппы можно продолжить до полной, как показывает следующее предло-

жение.

Предложение 2. Частичную полугруппу ненулевых элементов вполне 0-

простой полугруппы M = M 0(G, I, �, P ) \ {0} можно продолжить внутренним

образом до полной.

Доказательство. Заменим все нулевые элементы сэндвич-матрицы P лю-

быми элементами группы G, например единицей e. Получим новую сэндвич-

матрицу P̃ . Положим A ∗ B = AP̃B для A, B ∈ M . Тогда для любых матриц

A, B, C ∈M будет выполняться равенство

(A ∗B) ∗ C = (AP̃B)P̃C = AP̃ (BP̃C) = A ∗ (B ∗ C)

в силу ассоциативности умножения матриц. При этом все ранее существовав-

шие произведения останутся неизменными, а не существовавшие в M произ-

ведения примут ненулевые значения. Следовательно, частичную полугруппу

ненулевых элементов вполне 0-простой полугруппы можно продолжить без до-

бавления элемента. �

Назовем стандартным способ продолжения операции на M 0(G, I, �, P ) \
{0}, описанный в предложении 2. Заметим, что стандартных продолжений мо-

жет быть много. Любое другое продолжение частичной полугруппы ненулевых

элементов вполне 0-простой полугруппы назовем нестандартным.
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Лемма 3. Пусть S =M 0(G, I, �, P ) — вполне 0-простая полугруппа, M =

S \ {0} — частичная полугруппа ненулевых элементов. Если (M, ∗) — продол-

жение частичной операции · на M , (M, ∗) — вполне простая полугруппа и R- иL -классы в (M, ·) и (M, ∗) одни и те же, то продолжение ∗ стандартное.

Доказательство. Всякая вполне 0-простая полугруппа, очевидно, удо-

влетворяет следующему условию: для любых a, b, c из ab = c 6= 0 следует, что

cRa и cL b. Для вполне простой полугруппы условие упрощается: для любых

a, b, c из ab = c следует, что cRa и cL b. Рассмотрим произвольные i ∈ I и

µ ∈ �. Так как R- и L -классы в (M, ·) и (M, ∗) одни и те же и (M, ∗) вполне

проста, то элемент (e)iλ ∗ (e)jµ лежит в том же R-классе, что (e)iλ, и в том жеL -классе, что (e)jµ. Следовательно, (e)iλ ∗ (e)jµ = (g)iµ при некотором g ∈ G.

Если pλj 6= 0, то g = pλj ; в случае, когда (e)iλ ∗ (e)jµ = (g)iµ и pλj = 0, положим

p̃λj = g.

Пусть a, b ∈ G и pλj = 0. Найдем такие ν ∈ � и k ∈ I, что pνi 6= 0 и pµk 6= 0.

Имеем (a)iλ ∗ (b)jµ =
((
ap−1

νi

)
iν
· (e)iλ

)
∗

(
(e)jµ ·

(
p−1
µk b

)
kµ

)
=

(
ap−1

νi

)
iν
∗ (e)iλ ∗

(e)jµ ∗
(
p−1
µk b

)
kµ

=
(
ap−1

νi

)
iν
∗((e)iλ ∗(e)jµ)∗

(
p−1
µk

)
kµ

=
(
ap−1

νi

)
iν
·(p̃λi)iµ ·

(
p−1
µk b

)
kµ

=(
ap−1

νi pνip̃λjpµkp
−1
µk b

)
iµ

= (ap̃λjb)iµ.

Таким образом, продолжение ∗ стандартно: (M, ∗) = M (G, I, �, P ′), где

p′λi =

{
pλi, pλi 6= 0,

p̃λi, pλi = 0.
�

Замечание 4. Пусть |I| < ∞ или |�| < ∞. Ниже будет доказано (см.

предложение 7), что в этом случае полугруппа вполне проста, поэтому для

утверждения о том, что продолжение ∗ стандартно, достаточно требовать со-

хранения R- и L -классов.

Пусть S = M 0(G, I, �, P ) — вполне 0-простая полугруппа. Тогда Ri =

{(g)iλ | g ∈ G, λ ∈ �}, Lλ = {(g)iλ | g ∈ G, i ∈ I} — ненулевые R- и L -классы.

Теорема 5. Пусть S = M 0(G, I, �, P ) — вполне 0-простая полугруппа,

M = S \ {0} — частичная полугруппа ненулевых элементов из S. Если ∗ —

полная ассоциативная операция, продолжающая частичную операцию · на M ,

то R-, L - и H -классы полугруппы (M, ∗) являются объединениями соответ-

ственно R-, L -, H -классов полугруппы S, причем если R̃ и R̃′ — R-классы

полугруппы (M, ∗), R̃ =
⋃

i∈I1

Ri, R̃′ =
⋃

i∈I′

1

Ri, где Ri — R-классы полугруппы S,

то между множествами I1 и I ′1 существует взаимно однозначное соответствие.

Аналогичное утверждение имеет место для L -классов.

Доказательство. Тот факт, что при продолжении операции ненулевые

классы отношений Грина могут лишь увеличиваться, очевиден. Поэтому R-,L -,H -классы в (M, ∗) являются объединениями классов (S, ·). Выберем какие-

либо индексы i1 ∈ I1, i
′
1 ∈ I ′1, λ ∈ � и элементы a ∈ Ri1 ∩Lλ, a′ ∈ Ri′

1
∩Lλ. Для

каждого i ∈ I1 возьмем элемент ai ∈ Ri ∩ Lλ. Так как a, ai ∈ R̃, существует

элемент si ∈ M такой, что a ∗ si = ai. Так как a, a′ ∈ Lλ, то a′ = ua, a = va′
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при некоторых u, v ∈ S. Положим a′i = uai для каждого i ∈ I1. Так как

va′i = vuai = vua∗si = a∗si = ai, то a′i ∈ Lλ. Пусть a′i ∈ Rj при некотором j ∈ I.

Так как a′i ∈ R̃, то j ∈ I ′1. Таким образом, имеем отображение i 7→ j, I1 → I ′1.

Осталось проверить, что отображение i 7→ j взаимно однозначно. Пусть i, k ∈ I1
и uai, uak ∈ Rj при некотором j. Так как vu 6= 0 и uai 6= 0, то vuai 6= 0.

Аналогично vuak 6= 0. Таким образом, (vuai, vuak) ∈ RS , т. е. (ai, ak) ∈ RS ,

поэтому i = k. Этим доказано, что отображение i 7→ j инъективно. Возьмем

теперь любое j ∈ I ′1 и элемент b ∈ Rj∩Lλ. Так как отображения x 7→ ux, y 7→ vy

являются взаимно однозначными и взаимно обратными соответствиями между

классами R̃ и R̃′, сохраняющими L -классы, то vb ∈ Ri ∩ Lλ для некоторого

i ∈ I1. Так как u · vb = b ∈ Rj ∩ Lλ, то i 7→ j. Этим доказана сюръективность

отображения i 7→ j. Теорема доказана. �

Естественно возникают следующие 2 вопроса:

1) для всякого ли продолжения частичной операции наM =M 0(G, I, �, P )\
{0} полугруппа будет вполне простой;

2) всякое ли продолжение стандартно?

Мы увидим, что на оба вопроса в общем случае ответ отрицательный. Тем

не менее, в некоторых важных частных случаях ответы положительные.

Предложение 6. При любом ассоциативном продолжении ∗ полугруппа

(M, ∗) проста.

Доказательство. Пусть a, b ∈ M . Так как S = M ∪ {0} — 0-простая

полугруппа и a, b 6= 0, то b ∈ SaS и a ∈ SbS. Следовательно, b = xay, a = ubv

при некоторых x, y, u, v ∈ S. Так как a, b 6= 0, то b = x ∗ a ∗ y, a = u ∗ b ∗ v.
Следовательно, (M, ∗) — простая полугруппа. �

Предложение 7. Если |I| <∞ или |�| <∞, то при любом ассоциативном

продолжении операции на M полугруппа (M, ∗) вполне проста.

Доказательство. Из предложения 6 знаем, что (M, ∗) — простая полу-

группа. Пусть |I| < ∞ (случай |�| < ∞ рассматривается аналогично). Тогда

полугруппа S = M ∪ {0} имеет лишь конечное число R-классов. Ранее отме-

чали, что R-классы полугруппы (M, ∗) являются объединением ненулевых R-

классов полугруппы S. Следовательно, полугруппа (M, ∗) также имеет лишь

конечное число R-классов. Так как в одном R-классе идемпотенты попарно

не сравнимы (в смысле естественного порядка), то (M, ∗) не имеет бесконечно

убывающих последовательностей идемпотентов. Отсюда следует, что в (M, ∗)
есть примитивный идемпотент. Наконец, так как (M, ∗) проста и имеет прими-

тивный идемпотент, то (M, ∗) вполне проста. �

Следующее утверждение касается вполне 0-простых полугрупп S =M 0(G,

I, �, P ) с конечным числом H -классов. Положим m = |I|, n = |�|. При этом

m,n <∞, а группа G может быть бесконечной. Сэндвич-матрица P имеет раз-

мер n ×m. Пусть заданы разбиения множеств I и �: I =
⋃

α∈A

Iα, � =
⋃

β∈B

Jβ .
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Тогда имеем разбиение матрицы P на подматрицы Pαβ = ‖pλi‖λ∈Jβ, i∈Iα . Раз-

биение будем называть нетривиальным, если не все подматрицы имеют размер

1 × 1. Предложение 8 дает необходимое условие наличия нестандартного про-

должения частичной операции на M 0(G, I, �, P ) \ {0}. Напомним, что обяза-

тельным требованием к матрице P является существование в каждой строке и

каждом столбце ненулевого элемента.

Предложение 8. Пусть S =M 0(G, I, �, P ) — вполне 0-простая полугруп-

па, M = S \ {0} — частичная полугруппа ее ненулевых элементов, и пусть I и

� конечны. Если частичная операция на M имеет нестандартное продолжение

до полной ассоциативной операции, то матрица P имеет нетривиальное разби-

ение на подматрицы одного размера такое, что каждая подматрица содержит

не более одного ненулевого элемента.

Доказательство. Если есть нестандартное продолжение ∗, то ввиду тео-

ремы 5 R-классы полученной полугруппы будут являться объединениями неко-

торых ненулевыхR-классов полугруппы S, и то же имеет место дляL -классов,

причем количество R-классов полугруппы S, входящих в один R-класс полу-

группы (M, ∗), одно и то же, и аналогичное верно дляL -классов. По лемме 3R-

и L -классы полугруппы (M, ·) не совпадают с R- или L -классами полугруппы

(M, ∗). Так как |I|, |�| <∞, ввиду предложения 7 (M, ∗) — вполне простая по-

лугруппа. Поэтому имеем нетривиальное разбиение матрицы P на подматрицы

одного размера. Если в одной подматрице будет более одного ненулевого эле-

мента, то соответствующийH -класс будет содержать более одного идемпотен-

та, что невозможно (хорошо известно, что H -класс, содержащий идемпотент,

является группой, а в группе ровно один идемпотент.) �

Замечание 9. Предложение 8 позволяет устанавливать несуществование

других продолжений (за исключением стандартных). Например, конечная впол-

не 0-простая полугруппа с матрицей P , у которой на диагонали стоят нули,

а остальные элементы ненулевые, не имеет нестандартных продолжений.

Приведем пример нестандартного продолжения.

Пример 1. Пусть S = M 0(G, {1, 2}, {1, 2}, P ) — вполне 0-простая полу-

группа. Будем считать, что G — произвольная группа, а сэндвич-матрица P

имеет вид P =

(
p1 0
0 p2

)
. Так как S вполне 0-проста, то p1, p2 6= 0. Ясно,

что рассматриваемый пример является минимальным по размерам сэндвич-

матрицы, допускающей разбиение на подматрицы, удовлетворяющее требова-

ниям предложения 8.

Элементы частичной полугруппы M = S \ {0} имеют вид (g)ij , где g ∈
G, i, j ≤ 2. Разбиению матрицы P на подматрицы, как показано в табл. 2,

соответствует в S объединение R-классов R1 и R2 в один R-класс; покажем,

что это может быть сделано.

Ввиду леммы 3.6 из [5] можем считать, что P =

(
1 0
0 1

)
. Таким образом,
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Таблица 2. Разбиение матрицы P на подматрицы

p1 0

0 p2

в частичной полугруппе M имеем

(g)iλ · (h)jµ =

{
(gh)iµ, если λ = j,

не существует, если λ 6= j.

Очевидно, что S = A∪B∪C∪D, где A = {(g)11 | g ∈ G}, B = {(g)12 | g ∈ G},
C = {(g)21 | g ∈ G}, D = {(g)22 | g ∈ G}. Множества A, B, C, D — в точности

ненулевые H -классы полугруппы S. Умножение в M этих множеств можно

расположить в табл. 3.

Таблица 3. Умножение в M множеств

A B C D

A A B - -

B - - A B

C C D - -

D - - C D

Продолжим операцию · в M до операции ∗ согласно правилам (g)i1∗(h)2j =

(g)i2 ∗ (h)1j = (gh)3−i,j . Это умножение соответствует табл. 4.

Таблица 4. Продолженное умножение в M множеств

A B C D

A A B C D

B C D A B

C C D A B

D A B C D

Полугруппа (M, ∗) является правой группой. Здесь A∪C и B∪D — группы,

изоморфные группе G× Z2. Если Z2 = {0, 1} с операцией сложения по модулю

2, то (g)11 7→ (g, 0), (g)21 7→ (g, 1) — изоморфизм A∪C с G×Z2, а (g)21 7→ (g, 1),

(g)22 7→ (g, 0) — изоморфизм B ∪ D с G × Z2. Очевидно, что продолжение ∗
является нестандартным.

Не всегда продолжение частичной полугруппы ненулевых элементов вполне

0-простой полугруппы определяет вполне простую полугруппу. Следующий

пример является одним из таких.

Пример 2. Пусть I = � = {0, 1, 2, . . .}, G = {e}, pλi =

{
e, при λ = i,

0, при λ 6= i,
M = M 0(G, I, �, P ), M = S \ {0}. Продолжим частичное умножение на S
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следующим образом: (e)ij ∗ (e)kl = (e)i+k−min(j,k),j+l−min(j,k). Нетрудно прове-

рить, что прежние соотношения (e)ij · (e)jm = (e)im остаются выполненными.

Полугруппа (M, ∗), полученная продолжением частичной операции на M , изо-

морфна бициклической полугруппе (см. [5, § 1.12]). Она не является вполне

простой, так как имеет сравнимые идемпотенты (e)11 > (e)22 > (e)33 > . . . .

3. Необходимые и достаточные

условия продолжаемости (Zn \ {0}, ·)

Для полугруппы (Zn, ·), как нетрудно проверить, J -классы образуют ре-

шетку, изоморфную решетке делителей числа n (или, что то же самое, прямому

произведению конечного числа конечных цепей). Если n четно, то одноэлемент-

ный минимальный ненулевой J -класс — это J(n2 ).

Следующая теорема дает полный ответ на вопрос о продолжаемости опе-

рации в частичной полугруппе S = (Zn \ {0}, ·).

Теорема 10. Пусть S = (Zn \ {0}, ·) — частичная мультипликативная по-

лугруппа вычетов. Частичная операция на S продолжается до полной ассоциа-

тивной операции в том и только том случае, если выполнено одно из следующих

условий:

(1) n четно;

(2) n = pk, где k ∈ N, а p — нечетное простое число.

Доказательство. Необходимость. Пусть операция на S продолжает-

ся, но не выполнено ни (1), ни (2). Тогда n можно представить в виде n = uv,

где u, v — нечетные числа, u, v > 1 и (u, v) = 1.

Продолжение операции · умножения по модулю n будем обозначать через

∗. Очевидно, что x ∗ y = xy, если xy 6
...n.

Обозначим a = u ∗ v. Докажем, что a
...u или a

... v. Пусть a 6
...u и a 6

... v.

Тогда a(u + 1) 6
...uv (иначе a

...u). Отсюда получаем: a · (u + 1) = a ∗ (u + 1) =

(u ∗ v) ∗ (u + 1) = u ∗ (v ∗ (u + 1)) = u ∗ (v · (u + 1)) = u ∗ v = a. Таким образом,

(u+ 1)a = a, откуда ua = 0, а значит, a
... v; противоречие тому, что a 6

...u и a 6
... v.

Итак, a
...u или a

... v. Далее будем считать, что a
...u. Имеем a = uk. Положим

d = (k, v). Тогда k = k1d, v = v1d для некоторых k1, v1 таких, что (k1, v1) = 1.

Заметим, что v1 — нечетное. Докажем, что v1 6= 1. Действительно, если v1 = 1,

то v = d и a = uk = uk1d = uk1v
...uv, что невозможно. Таким образом, v1 ≥ 3.

Найдем такое t, что t 6
... v1, (u + t) 6

... v1 и t 6
...u. Действительно, возьмем

t = 1, если (u + 1) 6
... v1, и t = 2, если (u + 1)

... v1. Проверим, что (u + t)a 6
...uv.

Действительно, если (u+ t)a
...uv, то (u+ t)uk1d

...uv1d, поэтому (u+ t)k1

... v1. Так

как (k1, v1) = 1, то (u+ t)
... v1. Но это противоречит выбору числа t. Проверим,
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далее, что ta 6
...uv. Действительно, если ta

...uv, то tuk1d
...uv1d, откуда tk1

... v1, а

значит, t
... v1; снова противоречие с выбором t.

Отметим, что поскольку (u + t)a 6
...uv и ta 6

...uv, выполняются a ∗ (u + t) =

a · (u + t) и a ∗ t = a · t. Далее получаем

a(u+ t) = a ∗ (u+ t) = (u ∗ v) ∗ (u+ t) = u ∗ (v ∗ (u+ t))

= u ∗ (v · (u+ t)) = u ∗ (v · t) = u ∗ (v ∗ t) = (u ∗ v) ∗ t = at.

Итак, (u ∗ t)a = ta. Следовательно, ua = 0. Это означает, что a
... v. Так

как a
...u и a

... v, то a
...uv, что невозможно. Следовательно, выполнено условие

(1) либо условие (2).

Достаточность. Допустим, что выполняется условие (1), тогда полу-

группа имеет два минимальных ненулевыхJ -класса, один из которых состоит

из одного элемента n
2 . Тогда по предложению 1 операция в частичной полу-

группе продолжается до полной ассоциативной операции.

Допустим, что выполняется условие (2). Пусть a = plx, b = pmy, где (x, p) =

(y, p) = 1. Тогда определим операцию ∗, полагая a ∗ b = ab = pl+mxy, если

l + m < k, и a ∗ b = pk−1xy, если l + m ≥ k. Пусть a = plx, b = pmy, c = prz.

Покажем ассоциативность данной операции:

1) l +m+ r < k

(a ∗ b) ∗ c = pl+mxy ∗ c = pl+m+rxyz, a ∗ (b ∗ c) = a ∗ pm+ryz = pl+m+rxyz;

2) l +m+ r ≥ k

(a) l +m < k, m+ r < k

(a ∗ b) ∗ c = pl+mxy ∗ c = pk−1xyz, a ∗ (b ∗ c) = a ∗ pm+ryz = pk−1xyz;

(b) l +m < k, m+ r ≥ k

(a ∗ b) ∗ c = pl+mxy ∗ c = pk−1xyz, a ∗ (b ∗ c) = a ∗ pk−1yz = pk−1xyz;

(c) l +m ≥ k, m+ r < k

(a ∗ b) ∗ c = pk−1xy ∗ c = pk−1xyz, a ∗ (b ∗ c) = a ∗ pm+ryz = pk−1xyz;

(d) l +m ≥ k, m+ r ≥ k

(a ∗ b) ∗ c = pk−1xy ∗ c = pk−1xyz, a ∗ (b ∗ c) = a ∗ pk−1yz = pk−1xyz.

Таким образом, операция в частичной полугруппе может быть продолжена до

полной ассоциативной. �
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4. Частичная полугруппа ненулевых матриц над полем

Пусть S — множество ненулевых матриц размера 2 × 2 над полем F . Оче-

видно, что относительно обычного матричного умножения S — частичная по-

лугруппа. Обозначим через M частичную полугруппу 2 × 2 матриц ранга 1.

Нетрудно видеть, что M ∪{0} — вполне 0-простая полугруппа, поэтому частич-

ная операция на M продолжается до полной ассоциативной операции. Верно

ли это утверждение для частичной полугруппы S? Оказывается, что поло-

жительный ответ имеет место лишь для поля из двух элементов. Матрицы

размера 2 × 2 будем рассматривать как линейные операторы a : F 2 → F 2,

(x, y) 7→ (x, y) ·
(
α β
γ δ

)
. Ядро ker a и образ im a определяются обычным обра-

зом: ker a = {v ∈ F 2 | va = 0}, im a = F 2a.

Теорема 11. Частичная операция на полугруппе S всех ненулевых матриц

размера 2 × 2 над полем F продолжается до полной ассоциативной операции в

том и только том случае, если |F | = 2.

Доказательство. Для каждого одномерного подпространства K прост-

ранства F 2 обозначим через tK какую-либо матрицу, для которой ker tK =

im tk = K. Так как tK · tK = 0 в полугруппе всех матриц, произведение tK · tK
не определено в S. Очевидно, tK — матрица ранга 1.

Докажем необходимость условия |F | = 2. Предположим, что операция

умножения в S продолжается до полной ассоциативной операции ∗. Рассмотрим

произведения tKu∗tK и tK ∗utK , где u — обратимая матрица. Пусть p ∈ K \{0},
а q — такой вектор из F 2 \ K, что qtK = p. Тогда p, q — базис пространства

F 2 и в этом базисе матрица оператора tK имеет вид [tK ] =

(
0 0
1 0

)
(здесь

первая строчка — координаты вектора ptK , вторая — вектора qtK). Оператор

u выберем так, чтобы его матрица в базисе p, q имела вид [u] =

(
α 0
β γ

)
, где

α, γ 6= 0. Тогда

[tKu] = [tK ][u] =

(
0 0
α 0

)
, [utK ] = [u][tK ] =

(
0 0
γ 0

)
.

Отсюда видно, что

ker(tKu) = ker(utK) = im(tKu) = im(utK) = K.

Обозначая через e единичную матрицу, получим

tKu ∗ tK = (αtK) ∗ tK = αe · tK ∗ tK = α(tK ∗ tK),

tK ∗ utK = tK ∗ (γtK) = tK ∗ (tK · γe) = (tK ∗ tK) · γe = γ(tK ∗ tK).

Следовательно, при α 6= γ операция ∗ неассоциативна. Если |F | > 2, то та-

кие элементы α, γ могут быть выбраны. Таким образом, для ассоциативности

условие |F | = 2 необходимо.
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Теперь докажем достаточность условия |F | = 2. Имеем F = {0, 1} —

поле из двух элементов. Положим tK ∗ tK = tK для каждого одномерного под-

пространства K. Определим другие произведения a · b, которые ранее не были

определены. Пусть a · b не определено. Это значит, что ab = 0, т. е. im a ⊆ ker b.

Отсюда видно, что a, b ∈ M и im a = ker b = K, где K — некоторое одномер-

ное подпространство пространства F 2. Так как im a = im tK , то a = utK для

некоторой матрицы u ∈ S. Так как ker b = ker tK , то b = tKv для некоторой

матрицы v ∈ S. Теперь полагаем a ∗ b = utKv. Это произведение действительно

существует, так как im(utK) = K, а ker v 6= K ввиду существования произведе-

ния tKv. Проверим корректность этого определения. Пусть a = u′tK , b = tKv
′.

Тогда

utKv = utK · v = u′tK · v = u′ · tKv = u′ · tKv′ = u′tKv
′.

Заметим, что матрицы u и v могут быть выбраны из S \M .

Пусть K — одномерное подпространство пространства F 2, а g — обратимая

матрица. Докажем, что g−1tKg = λtK′ , гдеK ′ = Kg, а λ ∈ F \{0}, поле F произ-

вольное. Действительно, нетрудно проверить, что ker(g−1tKg) = im(g−1tKg) =

K ′. Пусть p ∈ K ′ \ {0}, а q — какой-либо вектор с условием qtK′ = p. Тогда p,

q — базис пространства F 2 и в этом базисе имеем

[tK′ ] =

(
0 0
1 0

)
, [g−1tKg] =

(
0 0
λ 0

)

для некоторого λ ∈ F \ {0}. Отсюда g−1tKg = λtK′ . Если |F | = 2, то λ = 1, а

значит, g−1tKg = tK′ .

Докажем ассоциативность операции

a ∗ b =

{
a · b, если a · b определено в S,

utKv, если a = utK , b = tKv.

Пусть a, b, c ∈ S. Разберем ряд случаев.

Случай 1: b ∈ S \M . В этом случае произведения ab и bc существуют при

любых a, c. Разобьем этот случай на ряд других случаев.

Случай 1.1: ab · c существует. Тогда, так как S — частичная полугруппа,

a · bc тоже существует и ab · c = a · bc.
Случай 1.2: ab·c не существует. Тогда a·bc тоже не существует. Очевидно,

a, c ∈ M . Следовательно, im a = ker(bc) и im(ab) = ker c. Обозначим K = im a,

K ′ = ker c. Очевидно, K и K ′ — одномерные подпространства и Kb = K ′. Так

как im a = K, то a = utK при некотором u ∈ S \M . Так как ker c = K ′, то

c = tK′v при некотором v ∈ S \M . Так как ker(b−1tKb) = im(b−1tKb) = K ′,

согласно сделанному ранее замечанию b−1tKb = tK′. Теперь получаем

(a ∗ b) ∗ c = ab ∗ c = utKb ∗ c = (ub · b−1tKb) ∗ tK′v = ubtK′ ∗ tK′v = ubtK′v,

a ∗ (b ∗ c) = a ∗ bc = utK ∗ btK′v = utK ∗ (btK′b−1 · bv)
= utK ∗ tKbv = utKbv = ub · b−1tKb · v = ubtK′v.
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Таким образом, (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).
Случай 2: b ∈ M . Разберем ряд случаев, возникающих внутри этого слу-

чая.

Случай 2.1: произведения ab и bc существуют. Так как b ∈M , то im(ab) =

im b 6= ker c, поэтому произведение ab ·c существует. Но тогда произведение a ·bc
также существует и (ab)c = a(bc), т. е. (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

Случай 2.2: произведение ab существует, а bc нет. Тогда im b = ker c.

Имеем b = gtK , c = tKv, где g, v — обратимые матрицы. Далее получаем

(a ∗ b) ∗ c = ab ∗ c = agtK ∗ tKv = agtKv,

a ∗ (b ∗ c) = a ∗ (gtK ∗ tKv) = a ∗ gtKv = agtKv.

Случай 2.3: произведение ab не существует, а bc существует. Этот случай

разбирается аналогично предыдущему.

Случай 2.4: произведения ab и bc не существуют. Тогда im a = ker b = K,

im b = ker c = K ′. Имеем

a = utK , b = tKv = u′tK′ , c = tK′v′;

(a ∗ b) ∗ c = utKv ∗ tK′v′ = uu′tK′ ∗ tK′v′ = uu′tK′v′

и

a ∗ (b ∗ c) = utK ∗ u′tK′v′ = utK ∗ tKvv′ = utKvv
′ = uu′tK′v′.

Таким образом, (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c). �

Замечание 12. Оказывается, что продолжение частичной операции на

частичной полугруппе S из теоремы 11 единственно.

Матрицы ранга 1 вместе с нулевой матрицей образуют полугруппу M ∪
{0}, которая вполне 0-проста, содержит 9 + 1 элементов и, как будет видно из

дальнейшего, изоморфна рисовской матричной полугруппе M 0(G, I, �, P ) над

группой с нулем {0, e}, с сэндвич-матрицей P =




0 e e
e 0 e
e e 0


. Действительно,

имеется ровно три одномерных подпространства пространства (Z2)
2: это

K1 = {(0, 0), (0, 1)}, K2 = {(0, 0), (1, 0)}, K3 = {(0, 0), (1, 1)}.

Для любых i, j ∈ {1, 2, 3} есть ровно одна матрица ранга 1, у которой ядро равно

Ki, а образ равен Kj . Изобразим это в табл. 5, где элементы в строке имеют

одинаковые образы, а элементы в столбце — одинаковые ядра.

Замена диагональных элементов 0 элементом e определяет естественным

образом продолжение частичной операции на M . Так как множество M конеч-

но, ввиду предложения 7 любое ассоциативное продолжение ∗ частичной опера-

ции на M будет давать вполне простую полугруппу. Ненулевые R- и L -классы

полугруппыM∪{0} будут совпадать с соответствующими классами полугруппы
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Таблица 5. Строение частичной полугруппы матриц ранга 1

im

K1 K2 K3

K1

(
0 1
0 0

) (
1 0
0 0

) (
1 1
0 0

)

ker K2

(
0 0
0 1

) (
0 0
1 0

) (
0 0
1 1

)

K3

(
0 1
0 1

) (
1 0
1 0

) (
1 1
1 1

)

(M, ∗), поскольку два R-класса «склеиться» в один не могут по теореме 5, а ес-

ли «склеиваются» все три R-класса, то какой-либо H -класс будет содержать

два идемпотента, что невозможно, так как H -класс, содержащий идемпотент,

является группой (см. лемму 2.15 из [5]). Неопределенными в M являются про-

изведения (e)ii · (e)ii (i = 1, 2, 3). Но поскольку R- и L -классы в (M, ·) и (M, ∗)
одни и те же, то (e)ii ∗ (e)ii = (e)ii. В обозначениях теоремы 11 это означает,

что мы обязаны определить tK ∗ tK = tK . Отсюда видно, что ассоциативное

умножение ∗ распространяется на все множество S однозначно.

Достаточность в теореме 11 первоначально была установлена с помощью

компьютера. А именно, было установлено, что частичная операция на частич-

ной полугруппе ненулевых (2 × 2)-матриц над полем Z2 = {0, 1} продолжается,

причем однозначно, до полной ассоциативной операции. Результаты компью-

терных вычислений приведены в табл. 6 и 7, где

1 =

(
1 0
0 1

)
, 2 =

(
0 1
1 0

)
, 3 =

(
0 1
1 1

)
, 4 =

(
1 0
1 1

)
,

5 =

(
1 1
0 1

)
, 6 =

(
1 1
1 0

)
, 7 =

(
0 0
0 1

)
, 8 =

(
0 0
1 0

)
,

9 =

(
0 0
1 1

)
, 10 =

(
0 1
0 0

)
, 11 =

(
1 0
0 0

)
, 12 =

(
1 1
0 0

)
,

13 =

(
0 1
0 1

)
, 14 =

(
1 0
1 0

)
, 15 =

(
1 1
1 1

)
.
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Таблица 6. Частичная полугруппа ненулевых (2 × 2)-матриц над полем Z2 = {0, 1}

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

2 2 1 5 6 3 4 10 11 12 7 8 9 13 14 15

3 3 4 6 5 2 1 13 14 15 7 8 9 10 11 12

4 4 3 2 1 6 5 7 8 9 13 14 15 10 11 12

5 5 6 4 3 1 2 13 14 15 10 11 12 7 8 9

6 6 5 1 2 4 3 10 11 12 13 14 15 7 8 9

7 7 8 9 9 7 8 7 8 9 − − − 7 8 9

8 8 7 7 8 9 9 − − − 7 8 9 7 8 9

9 9 9 8 7 8 7 7 8 9 7 8 9 − − −

10 10 11 12 12 10 11 10 11 12 − − − 10 11 12

11 11 10 10 11 12 12 − − − 10 11 12 10 11 12

12 12 12 11 10 11 10 10 11 12 10 11 12 − − −

13 13 14 15 15 13 14 13 14 15 − − − 13 14 15

14 14 13 13 14 15 15 − − − 13 14 15 13 14 15

15 15 15 14 13 14 13 13 14 15 13 14 15 − − −

Таблица 7. Продолжение частичной полугруппы ненулевых (2 × 2)-матриц
над полем Z2 = {0, 1}

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

2 2 1 5 6 3 4 10 11 12 7 8 9 13 14 15

3 3 4 6 5 2 1 13 14 15 7 8 9 10 11 12

4 4 3 2 1 6 5 7 8 9 13 14 15 10 11 12

5 5 6 4 3 1 2 13 14 15 10 11 12 7 8 9

6 6 5 1 2 4 3 10 11 12 13 14 15 7 8 9

7 7 8 9 9 7 8 7 8 9 7 8 9 7 8 9

8 8 7 7 8 9 9 7 8 9 7 8 9 7 8 9

9 9 9 8 7 8 7 7 8 9 7 8 9 7 8 9

10 10 11 12 12 10 11 10 11 12 10 11 12 10 11 12

11 11 10 10 11 12 12 10 11 12 10 11 12 10 11 12

12 12 12 11 10 11 10 10 11 12 10 11 12 10 11 12

13 13 14 15 15 13 14 13 14 15 13 14 15 13 14 15

14 14 13 13 14 15 15 13 14 15 13 14 15 13 14 15

15 15 15 14 13 14 13 13 14 15 13 14 15 13 14 15
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ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ

ДВУХФАЗНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ

С НЕОДНОРОДНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

М. В. Васильева, Г. А. Прокопьев

Аннотация. Рассматривается процесс фильтрации двухфазной жидкости в пори-
стой неоднородной среде. Данный процесс описывается связанной системой уравне-
ний для насыщенности, скорости фильтрации и порового давления. Рассмотрены
математические модели с учетом и без учета капиллярных сил, при наличии ко-
торого для насыщенности имеем нестационарное уравнение конвекции-диффузии.
Поскольку данный процесс характеризуется существенным преобладанием конвек-
тивного слагаемого в уравнении для насыщенности, используются противопотоко-
вые аппроксимации посредством добавления неоднородной искусственной диффу-

зии. Скорость и давление аппроксимируются с использованием смешанного метода
конечных элементов. Представлены результаты численных расчетов для двумер-
ного случая с сильно неоднородными коэффициентами проницаемости пористой
среды. Рассмотрены несколько случаев, связанных с линейными и нелинейными
коэффициентами относительной проницаемости флюида и наличием капиллярных
сил.
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Ключевые слова: пористая среда, двухфазная фильрация, метод конечных эле-
ментов, метод Галёркина, численное моделирование.

Введение

Математическое моделирование течений многофазной жидкости в пори-

стых средах имеет важное прикладное значение при добыче нефти и газа [1–3].

Фильтрационный перенос жидкостей и газов в пористых средах, возникающий

при извлечении углеводородов, описывается фундаментальными законами со-

хранения массы, импульса и энергии [4–7]. Однако применить эти законы непо-

средственно для описания фильтрации в пористых средах чрезвычайно сложно,

поэтому на практике используется полуэмпирический подход, основанный на

применении закона Дарси взамен уравнения сохранения импульса. Данный за-

кон фильтрации можно также получить посредством процедуры двухмасштаб-

ного асимптотического усреднения для задачи на уровне пор, где рассматрива-

ются медленные течения, описываемые посредством уравнения Стокса.

Работа выполнена за счет Российского научного фонда, грант № 17–71–20055.

c© 2017 Васильева М. В., Прокопьев Г. А.
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Основные уравнения фильтрации многофазной жидкости описываются за-

коном сохранения массы и законом Дарси [4, 8–11]. При рассмотрении модели

многофазной фильтрации необходимо ввести такие понятия, как насыщенность

Si и относительная проницаемость kri. Насыщенность i-й фазой флюида опре-

деляется как отношение объема, занимаемого данной фазой, к общему объему

пустот в пористой среде. Будем рассматривать полностью насыщенную пори-

стую среду: ∑

i

Si = 1.

где Si — насыщенность i-й фазы флюида.

Закон сохранения массы для многофазной фильтрации описывается следу-

ющим дифференциальным оператором:

∂(φρiSi)

∂t
+ ∇ · (ρiui) = ρiqi,

где ∇ — оператор дивергенции, φ — пористость пористой среды, ρi — плотность

i-й фазы флюида, u = (u1, u2, u3) — скорость фильтрации i-й фазы флюида и

qi — внешние источники или стоки. Отметим, что qi отрицателен для стока и

положителен для источников.

В дополнение к закону сохранения массы используем закон сохранения им-

пульса в форме закона Дарси. Этот закон устанавливает линейное отношение

между скоростью фильтрации и градиентом давления:

ui = −kri
µi

k∇pi,

где k — тензор абсолютной проницаемости пористой среды, kri и µi — относи-

тельная проницаемость и вязкость i-й фазы флюида. Заметим, что мы здесь

не учитываем гравитационные силы. Относительные фазовые проницаемости

зависят от целого ряда характеристик: насыщенности, градиента давления, ка-

пиллярных сил, структуры порового пространства и пр. Поскольку наиболее

существенно фазовые проницаемости зависят от насыщенностей, в большин-

стве моделей фильтрации предполагается, что фазовые проницаемости явля-

ются функциями, зависящими только от насыщенностей.

Закон Дарси распространяется только на ньютоновские жидкости в некото-

ром ограниченном диапазоне скоростей фильтрации, в котором турбулентность,

инерционные и другие высокоскоростные эффекты пренебрежимо малы. Кроме

того, при очень низких давлениях этот закон несправедлив вследствие явления

проскальзывания.

Прикладные математические модели процессов массопереноса в пористых

средах являются существенно нелинейными и трудными для исследования. При

приближенном решении нестационарных краевых задач для связанных систем

уравнений с частными производными используются два класса методов. Пер-

вый из них связан с применением тех или иных неявных схем для исходной

системы уравнений. В этом случае имеем достаточно большие вычислительные
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сложности перехода на новый временной слой. Второй класс методов ориен-

тирован на уменьшение вычислительной работы за счет использования схем

расщепления и решения более простых задач на новом временном слое.

Для численного решения возникающих задач для систем дифференциаль-

ных уравнений в частных производных используется смешанный метод конеч-

ных элементов, позволяющий напрямую выполнять законы сохранения [12].

Математическая модель записывается в смешанной обобщенной постановке в

терминах скорость — давление и насыщенность. Для аппроксимации полей

скоростей и давления могут быть использованы стандартные типы элементов,

аналогичные рассматриваемым в [13–15] и др.

Уравнение насыщенности описывается уравнением конвекции-диффузии в

случае наличия капиллярных сил и уравнением переноса при их отсутствии.

Для аппроксимации уравнений конвекции-диффузии использование стандарт-

ного метода конечных элементов (метод Галёркина) ведет к возникновению ос-

цилляций в решении задачи [16–18]. В отличие от оператора диффузионного

переноса, аппроксимация которого ведет к симметричной и положительно опре-

деленной матрице, аппроксимация оператора конвекции с использованием стан-

дартного метода Галёркина приводит к несимметричной знаконеопределенной

матрице, что и приводит к возникновению осцилляций в решении задачи в слу-

чае задач с доминирующей конвекцией при больших числах Пекле. Стандарт-

ным способом борьбы с осцилляциями является измельчение расчетной сетки

до тех пор, пока конвективный член не перестанет доминировать на сеточном

уровне [5, 19]. Отметим, что подобное измельчение сетки ведет к увеличению

размерности разностной задачи, особенно для случая многомерной постановки,

что также приводит к необходимости расчета задачи для скоростей и давления

на соответствующих мелких сетках. Известно, что для борьбы с осцилляци-

ями в методе конечных разностей используются потоковые схемы. Их можно

построить посредством добавления искусственной диффузии для центрально-

разностной схемы. Для конечно-элементной аппроксимации потоковые схемы

можно построить аналогичным способом.

Работа состоит из четырех разделов. В первом представлена математиче-

ская модель двухфазной фильтрации. Дискретизация по пространству и време-

ни представлена во втором и третьем разделах. Результаты численного решения

задачи двухфазной фильтрации в двумерной постановке для случая неоднород-

ных сред даны в четвертом разделе. В конце приводится заключение.

1. Математическая модель двухфазной фильтрации

Рассмотрим течение двухфазной жидкости в пористой среде. Будем пред-

полагать что пористая среда полностью насыщена двумя фазами:

Sw + So = 1, (1.1)

где Sw и So — насыщенность водой и нефтью соответственно.
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Определим капиллярное давление, которое связано с поверхностным натя-

жением на границе между двумя фазами. Разница давлений связана следую-

щим образом:

pc = po − pw, (1.2)

где po и pw — давление нефтяной и водной фаз.

Учитывая отсутствие переноса массы между фазами (несмешиваемые жид-

кости), запишем закон сохранения массы для нефти и воды

∂(φρoSo)

∂t
+ ∇ · (ρouo) = ρoqo,

∂(φρwSw)

∂t
+ ∇ · (ρwuw) = ρwqw,

(1.3)

где индексы o и w относятся к нефти и воде.

Для скорости течения имеем закон Дарси для каждой из фаз:

uo = −kro
µo

k∇po, uw = −krw
µw

k∇pw, (1.4)

где kro = kro(So), krw = krw(Sw) и µo, µw — эффективная проницаемость и

вязкость для нефти и воды соответственно.

Для вывода математической модели введем понятие фазовой подвижности

λo и λw

fi =
λi
λ
, λi =

kri
µi
,

где λ = λo + λw — общая подвижность и fi — доля фазы в двухфазном потоке.

Определим суммарную скорость двухфазного потока

u = uo + uw.

Сложив уравнения (1.3), с учетом соотношения (1.1) получим

−∇ · u = qo + qw, (1.5)

где для простоты предполагаем, что плотность воды и нефти постоянны, т. е.

жидкость несжимаема, а также будем рассматривать несжимаемую пористую

среду (φ = const).

Определим глобальное давление по формуле

p = po +

∫

pc(So,Sw)

fw(p′c(ξ)) dξ,

тогда

λ∇p = λw∇pw + λo∇po.
Запишем фазовые скорости с использованием глобального давления:

uw = −kλw

(
∇p− λo

λ
∇pc

)
, (1.6)
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uo = −kλo

(
∇p− λw

λ
∇pc

)
. (1.7)

В качестве расчетной насыщенности будем использовать насыщенность водной

фазой S = Sw, для которой имеем уравнение

φ
∂S

∂t
+ ∇(fwu) + ∇(kλop

′
c∇S) = qw, (1.8)

где p′c = ∂pc

∂S .

Для коэффициентов предположим следующие зависимости:

qi = 0, kri = kri(Si), ρi = const, µi = const, φ = const, i = o, w,

и определим неоднородный тензор проницаемости пористой среды

k = k(x).

Таким образом, в некоторой области � математическая модель, описываю-

щая процесс двухфазной фильтрации, задается системой уравнений для насы-

щенности, давления и скорости

φ
∂S

∂t
+ u · (f ′

w(S)∇S) + ∇(kλop
′
c(S)∇S) = 0, x ∈ �, (1.9)

∇ · u = 0, x ∈ �, (1.10)

u = −kλ(S)∇p, x ∈ �, (1.11)

где f ′
w(S) = ∂fw

∂S .

Без учета капиллярных сил система уравнений принимает следующий упро-

щенный вид:

φ
∂S

∂t
+ u · (f ′

w(S)∇S) = 0, x ∈ �, (1.12)

∇ · u = 0, x ∈ �, (1.13)

u = −kλ(S)∇p, x ∈ �. (1.14)

Система уравнений дополняется начальным условием для насыщенности:

S(x, 0) = S0, x ∈ �, (1.15)

и граничными условиями для давления

p = p1, x ∈ �1, p = p2, x ∈ �2,
∂p

∂n
= 0, x ∈ ∂�/�1/�2, (1.16)

и насыщенности
∂S

∂x
= S1, x ∈ �1,

∂S

∂x
= S2, x ∈ �2. (1.17)

Далее будем предполагать, что � — прямоугольная область, а �1 и �2 — часть

левой и правой границы соответственно (рис. 1).

Нелинейный характер уравнений и методов, применяемых для их реше-

ния, во многом зависят от функциональных соотношений, которые определяют

свойства жидкостей и породы в зависимости от искомых переменных: давле-

ний и насыщенности. Вязкости нефти и воды сильно зависят от температуры.

Зависимость от давления не очень существенна, поэтому при проведении гидро-

динамических расчетов изотермической фильтрации вязкости будем полагать

постоянными. Отметим, что капиллярное давление зависит от насыщенности

водной фазы.
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Рис. 1. Расчетная область �

Рис. 2. Проницаемость пористой среды

Рис. 3. Графики зависимости капиллярных сил pc(S) и их производных p′c(S)
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Рис. 4. Графики зависимости доли фазы воды fw(S) и ее производной f ′

w(S)

2. Аппроксимация по времени

Вычислительные алгоритмы для приближенного решения начально-крае-

вых задач для нелинейной системы уравнений многофазной жидкости бази-

руются на той или иной линеаризации. Рассмотрим аппроксимации системы

уравнений фильтрации двухфазной жидкости по времени. Пусть по времени

введена равномерная сетка с шагом τ , так что

t0 = 0, tn+1 = tn + τ, n = 0, 1, 2, . . . .

В своем рассмотрении ограничимся двухслойными разностными аппроксима-

циями, которые связывают решение на n + 1 временном слое с решением на n

слое.

При решении нелинейных нестационарных задач математической физики

естественно использовать линеаризованные схемы, в которых нелинейные коэф-

фициенты берутся с предыдущего временного слоя. В этом случае адаптация к

резким изменениям решения достигается выбором временных шагов. Неявная

линеаризованная схема имеет следующий вид:

φ
Sn+1 − Sn

τ
+ un+1∇(f ′

w(Sn)∇Sn+1) + ∇(kλop
′
c(S

n)∇Sn+1) = 0, (2.1)

∇ · un+1 = 0, (2.2)
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k−1un+1 + λ(Sn)∇pn+1 = 0. (2.3)

Полученные уравнения можно решать последовательно. Сначала рассчитыва-

ются давление и скорости (u, p), а затем — значения насыщенности S.

Таким образом, представленный вычислительный алгоритм имеет следую-

щие особенности:

• Улучшение устойчивости метода за счет неявного учета насыщенностей,

но без совместного решения уравнений;

• Все функции, зависящие от насыщенности, kri(S), pc(S), вычисляются с

использованием значений с предыдущего временного слоя.

3. Аппроксимация по пространству

методом конечных элементов

Для аппроксимации по пространственным переменным применим метод ко-

нечных элементов и получим следующую вариационную формулировку: найти

S ∈ Q(�) и (u, p) ∈ V (�) = [H(�)]d × L(�) такие, что

∫

�

φ
Sn+1 − Sn

τ
r dx +

∫

�

(un+1, f ′
w(Sn)∇Sn+1)r dx

−
∫

�

(kλop
′
c(S

n)∇Sn+1,∇r) dx = 0, (3.1)

∫

�

∇ · un+1q dx = 0, (3.2)

∫

�

((kλ(Sn))−1un+1,v) dx −
∫

�

pn+1∇ · v dx+

∫

∂�

pn+1 · nv ds = 0, (3.3)

где r ∈ Q̂(�) и (v, q) ∈ V̂ (�) = [H(�)]d × L(�), d = 2, 3.

Для численного решения мы должны перейти от непрерывной вариацион-

ной задачи к дискретной для некоторого треугольного разбиения Th области �,

где h — размерность расчетной сетки.

Введем конечномерные пространства Qh ⊂ q < Q̂h ⊂ Q̂ и Vh ⊂ V , V̂h ⊂ V̂ и

определим в них следующую дискретную задачу: найти Sh ∈ Qh и (uh, ph) ∈ Vh
такие, что

∫

�

φ
Sn+1
h − Sn

h

τ
r dx +

∫

�

(un+1, f ′
w(Sn

h )∇Sn+1
h )r dx

−
∫

�

(kλop
′
c(S

n
h )∇Sn+1

h ,∇r) dx = 0, (3.4)

∫

�

∇ · un+1
h q dx = 0, (3.5)
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Рис. 5. Скорость фильтрации u = (ux, uy)

∫

�

((
kλ

(
Sn
h

))−1
un+1
h ,v

)
dx−

∫

�

pn+1
h ∇ · v dx+

∫

∂�

pn+1
h · nv ds = 0, (3.6)

где r ∈ Q̂h и (v, q) ∈ V̂h.

В качестве базисных функций для скорости и давления будем использо-

вать элементы Равиа — Тома, а для насыщенности будем использовать линей-

ные полиномы с дополнительной численной стабилизацией. Поскольку метод

Галёркина на дискретном уровне дает аналог центрального разностного отно-

шения конвективного члена уравнения, это ведет к возникновению осцилляций

за счет немонотонности дискретного оператора конвекции. Известно, что для

борьбы с осцилляциями в методе конечных разностей используются потоковые

схемы. Противопотоковые схемы можно построить посредством добавления ис-

кусственной диффузии для центрально-разностной схемы.

4. Результаты численного моделирования

Приведем результаты численного решения модельной задачи двухфазной

фильтрации в прямоугольной области � (см. рис. 1). Проницаемость пористой

среды зададим неоднородной из [20] (50 слой, рис. 2) и положим

µo = 0.0003, µw = 0.003, φ = 1.

Рассмотрим три случая задания коэффициентов:

Случай 1. Линейные коэффициенты относительной проницаемости без

учета капиллярных сил

ko = (1 − S), kw = S.



Численное решение задачи двухфазной фильтрации 55

t = 1

t = 2.5

t = 5

Рис. 6. Насыщенность S при линейном случае относительных проницаемостей

(случай 1) на различных временных слоях

Случай 2. Нелинейные коэффициенты относительной проницаемости без

учета капиллярных сил

ko = (1 − S)2, kw = S2.

Случай 3. Нелинейные коэффициенты относительной проницаемости с

учетом капиллярных сил

ko = (1 − S)2, kw = S2, pc = pcbS
− 1

θ ,

где θ = 2.0 и pcb = 0.0001.

В качестве граничных условий задавались

S = 1, p = 1, x ∈ �1, S = 0, p = 0 x ∈ �2.
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t = 1

t = 25

t = 50

Рис. 7. Насыщенность S при нелинейном случае относительных проницаемостей

(случай 2) на различных временных слоях

Расчет проводился при Tmax = 0.20 с шагом по времени τ = 0.004 с ис-

пользованием 50 временных слоев. Численное моделирование проводились на

неструктурированной треугольной равномерной расчетной сетке, содержащей

10181 вершин, 29937 ребер и 19958 ячеек.

Для проведения численных расчетов использовалась свободная библиотека

FEniCS [21]. Для построения расчетной сетки использовалась свободно распро-

страняемая программа Gmsh [22]. Визуализация данных проводилась с исполь-

зованием программы Paraview [23]. Для численного нахождения полей давле-

ния и скорости использовался прямой метод, который также был использован

и при решении уравнения для насыщенности.

Графики зависимостей доли фазы воды и капиллярных сил и их производ-
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Рис. 8. Численное исследование относительной погрешности для насыщенности

в зависимости от изменения шага по времени τ = 0.004, 0.008 и 0.01

ных от насыщенности показаны на рис. 3, 4. На рис. 5 представлено распреде-

ление скорости по X и Y на конечный момент времени для случая 1. Распре-

деления для насыщенности на различные моменты времени представлены на

рис. 6 для случая 1. На рис. 7 представлены результаты для cлучая 2. Прове-

денное моделирование позволяет сделать вывод, что использование различных

формул для относительных проницаемостей может существенно сказываться на

моделировании течения в пористой среде. Например, при линейных коэффи-

циентах относительных проницаемостей (cлучай 1) течения оказываются более

быстрыми, чем при использовании нелинейных коэффициентов (случай 2).

Проведем численное сравнение зависимости решения задачи при различ-

ных значениях шага по времени τ = 0.004, 0.008 и 0.01 (рис. 8). Мы вычисляли

относительную погрешность

e =

∫
�

(ue − u)2 dx

∫
�

u2
e dx

,

где ue — эталонное решение при τ = 0.001. Сравнение проводилось для случая 3.

Отметим, что погрешность решения при τ = 0.004 менее десяти процентов, что

оптимально с вычислительной точки зрения.

Распределения насыщенностей для нелинейных коэффициентов с учетом

капиллярного давления представлены на рис. 9. При сравнении со случаем без

учета капиллярных сил (рис. 10) получили более диффузирующее решение.
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t = 1

t = 25

t = 50

Рис. 9. Насыщенность S при нелинейном случае относительных проницаемостей

и наличии капиллярных сил (случай 3) на различных временных слоях

Рис. 10. Численное сравнение учета наличия капиллярных сил.

Насыщенности для случая 1 (красное) и cлучая 2 (голубое)

на последний момент времени (изолиния S = 0.25)
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5. Заключение

В работе рассмотрен метод решения задач двухфазной фильтрации с ис-

пользованием метода конечных элементов, основанный на смешанной обобщен-

ной постановке в терминах скорость — давление и насыщенность. Для числен-

ного решения задачи строится неявная аппроксимация по времени для урав-

нения насыщенности и конечно-элементная аппроксимация по пространствен-

ным переменным. Аппроксимация конвективного члена в уравнении для на-

сыщенности строится с использованием потоковых схем посредством введения

искусственной диффузии. Рассмотрен смешанный метод конечных элементов

для переменных скорость — давление на треугольных неструктурированных

сетках, позволяющий решать задачи в области со сложной геометрией. Вычис-

лительная реализация базируется на открытой библиотеке FEniCS. Проведено

численное моделирование задач с использованием рассмотренного алгоритма в

двумерной постановке для случая неоднородных свойств пластов. Исследовано

поведение насыщенности при разных параметрах, при действии разных сил, с

учетом нелинейности коэффициентов.

В дальнейшем планируется рассмотреть подробно методы линеаризации

(метод Ньютона) для решения связанной системы уравнений и провести чис-

ленное моделирование задач многофазной фильтрации в трехмерной постановке

с учетом наличия сетей трещин различного масштаба.
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ГРАНИЧНОГО УСЛОВИЯ

В ЗАДАЧАХ ТЕПЛОПЕРЕНОСА
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Аннотация. Граничные обратные задачи теплопереноса имеют важное приклад-
ное значение, и их численным методам решения посвящены работы многих авто-
ров. В работе рассматривается такой прямой метод решения граничных обрат-
ных задач для одномерного параболического уравнения, что на каждом временном
слое производится декомпозиция конечно-разностного аналога поставленной зада-
чи. С помощью предлагаемого численного метода решены граничные обратные
задачи: с фиксированной границей, с подвижной границей и задача Стефана. Об-
суждаются результаты численных расчетов.

DOI 10.25587/SVFU.2017.2.9246

Ключевые слова: граничная обратная задача, граничная обратная задача Сте-
фана, метод конечных разностей, алгоритм прогонки, прогонка по параметру.

1. Введение

В научном мире принято делить задачи на два основных типа: прямые и

обратные. Главное их отличие кроется в причинно-следственных связях, в пер-

вом случае нужно найти следствие по известным причинам, а во втором случае

причины по следствиям. В последние десятилетия существенно возрос интерес

к обратным задачам. В первую очередь это связано с быстрым ростом про-

изводительности вычислительной техники. Решение обратных задач позволяет

сократить расходы ресурсов или сделать доступной информацию для исследо-

ваний в различных областях науки. Примером могут служить эксперименты по

изучению внутреннего строения Земли, целью которого является прогнозиро-

вание места и времени землетрясений [1]. С точки зрения важных прикладных

исследований большое значение имеют граничные обратные задачи теплопере-

носа.

В данной работе внимание сконцентрировано на основном механизме теп-

лопереноса — кондуктивной теплопроводности. Этот процесс возникает при

неравномерно распределенной температуре, что приводит к обмену энергией

между частицами при их непосредственном прикосновении друг к другу. В об-

щей классификации уравнение теплопроводности относится к параболическим

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 17–01–00732).

c© 2017 Ефимова А. М.
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уравненям. Методы, используемые для решения таких задач, обобщены в мо-

нографиях [2–7]. Стоит отметить, что среди обратных задач важную роль иг-

рают коэффициентые обратные задачи, для их решения применяются различ-

ные методы, например, в работах [8–11] линейные задачи на отдельном слое

по времени решаются на основе разбиения основной задачи на две стандарт-

ные эллиптические задачи. Подход, рассматриваемый в предлагаемой статье,

подразумевает применение прямого метода решения граничных обратных за-

дач для одномерного параболического уравнения, основанного на декомпозиции

конечно-разностного аналога поставленной задачи на каждом временном слое.

С помощью предлагаемого численного метода решены граничные обратные за-

дачи: с фиксированной границей, с подвижной границей и задача Стефана.

2. Постановка задачи

Рассмотрим обратную граничную задачу для уравнения параболического

типа
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
, x ∈ [0, l), t ∈ (0, T ]. (1)

где T > 0 — финальный момент времени, заданная фиксированная положи-

тельная величина.

Опишем вычислительный алгоритм на примере задачи с фиксированной

границей.

В начальный момент времени задано начальное условие

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, l]. (2)

На правой границе заданы граничное условие первого рода

u(l, t) = 0, t ∈ (0, T ], (3)

и условие переопределения

k(l, t)
∂u

∂x
= µ(t), t ∈ (0, T ]. (4)

Коэффициент k(x, t) является положительной, ограниченной и гладкой функ-

цией, удовлетворяющей условиям

0 < k(x, t) <∞, x ∈ [0, l], t ∈ (0, T ]. (5)

Расчеты будем проводить на модельной задаче с точным решением

u(x, t) =
e

−x2

1+4t

√
1 + 4t

. (6)

Найдем решение задачи во всей области, в том числе и на левой границе

u(0, t) = g(t), t ∈ (0, T ]. (7)
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3. Разностный аналог

Перейдем к построению дискретного аналога поставленной задачи. Числен-

ное решение граничной обратной задачи проведем с помощью конечно-разност-

ного метода. Введем прямоугольную сетку в рассматриваемом прямоугольнике

с шагами h, τ по пространственной переменной и времени соответственно. Чи-

сто неявный конечно-разностный аналог исходного уравнения (1) на каждом

временном слое представляет собой систему линейных алгебраических уравне-

ний с трехдиагональной матрицей

yi − y̌i
τ

=
1

h

(
ai+1(t)

yi+1 − yi
h

− ai(t)
yi − yi−1

h

)
, i = 1, n− 1, t ∈ ωτ , (8)

Аппроксимируем начальные и граничные условия (2)–(4):

y0
i = u0(xi), i = 0, n, (9)

yn = 0, t ∈ ωτ , (10)

yn − y̌n
τ

=
2

h

(
µ(t) − an(t)

yn − yn−1

h

)
, t ∈ ωτ . (11)

Разностная схема (8)–(11) на решении исходной дифференциальной задачи

(1)–(4) обладает вторым порядком аппроксимации по h и первым по τ .

4. Вычислительный алгоритм

После дискретизации по пространству и времени граничной обратной зада-

чи переходим к численной реализации полученных на каждом временном слое

систем линейных алгебраических уравнений. Ее целесообразно проводить с по-

мощью декомпозиции двух вспомогательных сеточных функций

yi = vi + y0 · wi, i = 0, n. (12)

Подставляя выражения (12) в (8), приходим к системе линейных алгебраиче-

ских уравнений с трехдиагональной матрицей, решая которую, получаем зна-

чение вспомогательных неизвестных vi и wi:




h2

2τ (vn − y̌n) = hµ(t) − an(t)(vn − vn−1),

h2

τ (vi − y̌i) = ai+1(t)(vi+1 − vi) − ai(t)(vi − vi−1), i = 1, N − 1,

v0 = 0, vn = 0,

(13)





h2

2τ wn = −an(t)(wn − wn−1),

h2

τ wi = ai+1(t)(wi+1 − wi) − ai(t)(wi − wi−1), i = 1, N − 1,

w0 = 1, wn = 0.

(14)

Из уравнений (11) и (12) определим искомое значение решения на левой

границе y0:

y0 =
y̌n − vn + 2

h

(
µ(t) + an(t)vn−vn−1

h

)

1
τ + 2an(t)1−wn−1

h2

. (15)
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Рис. 1. Графики сравнения решений на левой границе для задачи

с фиксированной границей при N=200 (слева) и зависимость относительной

погрешности решения от количества узлов (справа)

Рис. 2. График зависимости относительной погрешности решения от t

при разных количествах узлов N

На рис. 1, 2 представлены результаты для задачи с фиксированной грани-

цей. На рис. 1 проиллюстрированы графики искомой левой границы и точного

решения. Из их сравнения видно, что идентификация неизвестной границы

прошла с достаточной точностью.

Из рис. 1 и 2 следует, что эффективность метода для данной задачи зави-

сит от количества узлов, для наилучшего результата рекомендуется выбирать

значения ближе к N = 2000.
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5. Вычислительный эксперимент

Рассмотрим работу [12], где авторы решили задачу с подвижной границей

и задачу Стефана методом фундаментальных решений. Для вычислительного

эксперимента произведем расчеты на представленных ими модельных задачах,

используя наш метод, вычислительный алгоритм которого изложен выше.

5.1. Задача с подвижной границей. В области, представленной на

рис. 3, требуется найти значение на левой границе.

Рис. 3. Геометрия задачи

Рассмотрим следующую нелинейную функцию:

s(t) = 2 −
√

3 − 2t, x ∈ (0, T ≈ l]. (16)

Точное решение:

u(x, t) = −x
2

2
+ 2x− 1

2
− t, (x, t) ∈ [0, s(t)] × [0, T ]. (17)

Начальные условия:

u(x, 0) = −x
2

2
+ 2x− 1

2
, x ∈ [0, s(0)], s(0) = 2 −

√
3. (18)

В качестве граничного условия первого рода примем формулу (3), второго ро-

да —
∂u

∂x
(s(t), t) =

√
3 − 2t, t ∈ (0, T ]. (19)

Ниже представлен алгоритм вычисления шага по времени τj :

sj − sj−1 = h. (20)

Подставив в (20) выражение (16), получим

2 −
√

3 − 2tj − 2 +
√

3 − 2tj−1 = h. (21)

Выразим tj и найдем τj :

tj =
2tj−1 + 2h

√
3 − 2tj−1 − h2

2
, (22)

τj = tj − tj−1. (23)
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Рис. 6. Графики сравнения решений на левой границе для задачи Стефана

при N=100 (слева) и зависимость относительной погрешности решения

от количества узлов (справа)

Рис. 7. График зависимости относительной погрешности решения от t

при разных количествах узлов N

После замены дифференциальных операторов получим систему линейных

алгебраических уравнений

yi − y̌i
τ

=
yi+1 − 2yi + yi−1

h2
, i = 1, n+ j − 1, j = 1,m. (24)

Произведем аппроксимацию начальных и граничных условий:

y0
i = u0(xi), i = 0, n, (25)
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yn+j = 0, j = 1,m, (26)

yn+j − yn+j−1

h
=

√
3 − 2t, j = 1,m. (27)

Для дальнейших вычислений введем вспомогательные переменные

r =
h2

τ
, (28)

r2 = 2 + r. (29)

Из формул (12) и (27) получаем

yi+1 − r2yi + yi−1 + ry̌i, i = 1, n+ j − 1. (30)

Распишем (30) отдельно по компонентам v и w:

{
vi+1 − r2 · vi + vi−1 + ry̌i = 0, i = 1, n+ j − 1.

wi+1 − r2 · wi + wi−1 = 0, i = 1, n+ j − 1.
(31)

vn+j − vn+j−1 + y0(wn+j − wn+j−1) − h
√

3 − 2t = 0. (32)

Перегруппируем слагаемые и через предварительно найденные v и w методом

прогонки найдем решение на искомой левой границе:

y0 =
h
√

3 − 2t+ vn+j−1 − vn+j

wn+j − wn+j−1
. (33)

На рис. 4, 5 приведены результаты для задачи с подвижной границей.

Графики решений прямой и обратной задач говорят об эффективной работе

метода.

Из полученных результатов можно сделать вывод, что используемый ме-

тод в задаче с подвижной границей имеет определенный диапазон значений N .

Рекомендуется выбирать достаточно небольшое количество узлов, например, в

пределах 110.

5.2. Задача Стефана. Расчетную область примем такую же, как в

предыдущей задаче, представленную на рис. 4. Для проверки работы метода в

задаче Стефана выберем следующую функцию:

s(t) =
√

2 − 1 +
t√
2
, t ∈ (0, T = 2]. (34)

Точное решение:

u(x, t) = −1 + exp

(
1 − 1√

2
+
t

2
− x√

2

)
, (x, t) ∈ [0, s(t)] × [0, T ]. (35)

Начальное условие:

u(x, 0) = −1 + exp

(
1 − 1√

2
− x√

2

)
, x ∈ [0, s(0)], s(0) =

√
2 − 1. (36)
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Рис. 4. Графики сравнения решений на левой границе

для задачи с подвижной границей при N=50 (слева)

и зависимость относительной погрешности решения от количества узлов (справа)

Рис. 5. График зависимости относительной погрешности решения от t

при разных количествах узлов N

Граничное условие первого рода такое же, как в уравнении (3). Второго рода:

∂u

∂x
(s(t), t) = −∂s

∂t
= − 1√

2
, t ∈ (0, T ], (37)

yn+j − yn+j−1

h
= − 1√

2
, j = 1,m. (38)

Произведем операции, аналогичные проделанным в предыдущей задаче, и
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получим искомое решение на левой границе:

y0 =
vn+j−1 − vn+j − h√

2

wn+j − wn+j−1
. (39)

На рис. 6, 7 приведены результаты для задачи Стефана. Сравнение полу-

ченного решения с точным позволяет увидеть, насколько действенно работает

данный метод.

Результаты эксперимента свидетельствуют о том, что предложенный метод

декомпозиции конечно-разностного аналога позволяет достаточно точно опре-

делить неизвестную границу при условии правильного выбора количества узлов

в задаче. Для задачи Стефана N рекомендуется выбирать в промежутке от 50

до 120.

6. Заключение

Решены обратные задачи по восстановлению граничного условия задач теп-

лопереноса методом, основанным на декомпозиции сеточных функций. В ходе

работы представлен алгоритм идентификации граничного условия. Численно

решены три обратные задачи: с фиксированной границей, подвижной грани-

цей и задача Стефана. Построены графики сравнения полученного численным

методом решения с точными решениями и зависимости относительной погреш-

ности от количества узлов пространственной сетки и числа слоев по времени.

Из полученных результатов можно сделать вывод, что данный метод весьма

эффективен.
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линейной упругости композитного материала на отдельном представительном эле-
менте, имеющем аналогичную объемную долю фибр. Полученный эффективный

коэффициент используют для решения полной задачи на грубой сетке. В качестве
примера рассматривается задача расчета деформации бетонного блока с включе-
нием стальных фибр под действием трехточечного изгиба. Вычислительная реали-
зация задачи проводится методом конечных элементов с использованием вычисли-
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1. Введение

Композитные материалы широко применяются в большинстве отраслей

промышленности: автомобилестроении, судостроении, производстве авиацион-

ной и космической техники, а также в различных областях, связанных с сель-

ским хозяйством, обороной и нефтепереработкой. Причиной тому является низ-

кая стоимость и высокая устойчивость к различным видам воздействий, напри-

мер механическим, температурным или химическим.

Рассматривается стационарная задача линейной упругости композитных

материалов, состоящих из основного материала с включением случайно рас-

пределенных фибр. Ярким примером подобных композитов являются бетон-

ные блоки и конструкции с включенными стальными и полипропиленовыми

фибрами. Такое изделие обладает большой прочностью, повышенным сопро-

тивлением к образованию трещин и имеет большой срок службы.

При расчете напряженно-деформированного состояния композита возника-

ет необходимость учета измененных свойств материала. При решении задачи с

учетом всех включений возрастает вычислительная сложность задачи за счет

Работа была выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний, грант № 17–01–00732A (Захаров П. Е.) и за счет Российского научного фонда, грант
№ 17–71–20055 (Сивцев П. В.).

c© 2017 Захаров П. Е., Сивцев П. В.
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применения очень подробной сетки. Для некоторого типа подзадач вместо уче-

та всех включений можно обойтись решением задачи на более грубой сетке с

использованием эффективных коэффициентов.

Для вычисления эффективных коэффициентов могут быть использованы

аналитические [1, 2] или численные [3–5] методы. Аналитические методы огра-

ничены самыми простыми вариантами геометрий фибр и предназначены для

изотропных композитных материалов.

В этой статье рассматриваем численное усреднение коэффициентов задачи

на отдельном представительном элементе, имеющем аналогичную объемную до-

лю фибр. Полученные эффективные коэффициенты используются для решения

полной задачи на грубой сетке. В качестве примера рассматривается двумерная

задача расчета деформации бетонного блока с включением стальных фибр под

действием трехточечного изгиба [6–8]. Численная реализация задачи проводит-

ся методом конечных элементов с использованием вычислительной платформы

FEniCS [9].

2. Постановка задачи

Рассмотрим математическую модель, описывающую напряженно-деформи-

рованное состояние в расчетной области, содержащей железобетонную плиту,

зажатую между прессом и рельсами:

div σ + ρb = 0, x ∈ �, (1)

где σ — тензор напряжения, ρ — плотность материала, b = (b1, b2) — вектор объ-

емных сил в точке x = (x1, x2). Здесь область состоит из четырех подобластей:

� = �1 ∪ �2 ∪ �3 ∪ �4, где �1 — бетонная подобласть плиты, �2 — подобласть

стальных фибр в бетоне, �3 — пресс, �4 — рельсы. Отметим, что плотность

материала ρ зависит от подобласти и определяется следующим образом:

ρ = ρi, x ∈ �i, i = 1, . . . , 4.

Уравнение (1) дополняется соотношениями между вектором перемещений

u, тензором напряжений σ и тензором деформаций ε. Для удобства воспользу-

емся записью тензоров второго порядка в виде векторов, именуемой нотацией

Фойгга:

ε =



ε11
ε22
γ12


 =



ε11
ε22
2ε12


 =




∂u1

∂x1

∂u2

∂x2

∂u2

∂x1
+ ∂u1

∂x2


 ,

σ =



σ11

σ22

σ12


 = Cε,

где C — тензор упругости, который имеет вид

C =



C1111 C1122 C1112

C2211 C2222 C2212

C1211 C1222 C1212


 .
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В случае изотропного материала тензор упругости принимает вид

C =



λ+ 2µ λ 0
λ λ+ 2µ 0
0 0 µ


 ,

где λ, µ — параметры Ламе, которые в нашей задаче также зависят от подобла-

сти и задаются как

µ = µi, λ = λi, x ∈ �i, i = 1, . . . , 4.

Для упрощения считается, что арматура, пресс и рельсы выполнены из одина-

ковой стали и соответственно ρ2 = ρ3 = ρ4, µ2 = µ3 = µ4 и λ2 = λ3 = λ4.

Уравнение твердого тела дополняется граничными условиями, которые свя-

заны с фиксацией рельс и давлением пресса. Фиксация рельс определяется

граничным условием первого рода:

u = (0, 0), x ∈ �D, (2)

которое задает нулевые перемещения на нижней границе области рельс. Отме-

тим также условие второго рода:

σn = (0,−P ), x ∈ �N , (3)

заключающееся в том, что на верхней границе пресса действует поверхностное

давление P .

Для аппроксимации по пространству используется метод конечных элемен-

тов. Исходная дифференциальная задача сводится к дискретной вариационной

задаче. Численная реализация выполнена с использованием вычислительной

платформы FEniCS.

3. Численное усреднение коэффициентов

Для генерации геометрии используется алгоритм случайного последова-

тельного заполнения (random sequential adsorption) однонаправленными фибра-

ми с учетом минимального расстояния между ними и периодичного заполнения

области. Ограничение с минимальным расстоянием между фибрами связано с

генерацией адекватной сетки для метода конечных элементов. Фибры генери-

руются как одинаковые прямоугольники размером 0.04 × 0.004. Для исполь-

зуемого алгоритма максимальная объемная доля таких фибр приблизительно

равна 25%. В качестве примера приведена геометрия области с фибрами на

рис. 1.

Для вычисления эффективных коэффициентов используется метод числен-

ного усреднения на представительной квадратной области. Основной идеей чис-

ленного усреднения является нахождение однородной среды, эквивалентной ис-

ходному композитному материалу, т. е. нужно найти, при каких коэффициентах

однородной среды она может приблизительно показывать такое же поведение,
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Рис. 1. Область с фибрами, объемная доля 16%

как и композитный материал. Это означает, что при одинаковых средних зна-

чениях тензора деформации получаем эквивалентные средние значения тензора

напряжения.

Используются следующие обозначения для среднего значения функции ψ:

〈ψ〉 =

∫
ω ψ dx∫
ω
dx

,

где ω — представительная область. Таким образом, ранее описанное утвержде-

ние относительно усредненного коэффициента может быть записано в следую-

щем виде:

〈σ〉 = 〈Cε〉 = C∗〈ε〉,
где C∗ — эффективный коэффициент. Для вычисления компонент эффектив-

ного коэффициента рассматриваются три задачи со следующими граничными

условиями:

1) u = (x1, 0), x ∈ ∂ω,

2) u = (0, x2), x ∈ ∂ω,

3) u = (0.5 x1, 0.5 x2), x ∈ ∂ω.

При данных граничных условиях средние значения тензора напряжения

определяют соответствующие компоненты эффективного коэффициента:

1) C∗
ij11 = 〈σij〉, ij = 11, 22, 12,

2) C∗
ij22 = 〈σij〉, ij = 11, 22, 12,

3) C∗
ij12 = 〈σij〉, ij = 11, 22, 12.

4. Расчеты

В качестве примера рассматривается бетонный блок с включением однона-

правленных стальных фибр. Параметры упругости для бетона и стали, а также

давление пресса определены в табл. 1. Коэффициенты Ламе определяются че-

рез модуль Юнга и коэффициент Пуассона

λi =
νiEi

(1 + νi)(1 − 2νi)
, µi =

Ei

2(1 + νi)
, i = 1, 2.
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Погрешность найденного эффективного коэффициента проверяется разни-

цей решения однородной задачи на грубой сетке и решения исходной неодно-

родной задачи на подробной сетке

e = uc − uf ,

где uc — решение на грубой сетке, uf — решение на подробной сетке. В качестве

величины относительной погрешности возьмем отношение нормы погрешности

к норме решения исходной задачи

ǫ =
‖e‖L2

‖uf‖L2

.

На рис. 4 изображена величина перемещения и тензора деформации ис-

ходной мелкой задачи с фибрами. Влияние фибр визуально не отображается

на решении, но на погрешности грубой задачи хорошо замечаются включения

фибр (рис. 5). Основная погрешность при решении задачи с эффективным ко-

эффициентом распределена по всей области, а в областях с большим тензором

деформации локализируются максимальные значения погрешности.

Все вычислительные сетки представительных областей и исходной неод-

нородной задачи имеют приблизительно одинаковые размеры треугольных эле-

ментов 0.002. Размер треугольного элемента однородной задачи на грубой сетке

в 10 раз больше и равен 0.02, а количество узлов в среднем в 100 раз меньше.

Были рассмотрены пять различных представительных областей с размерами

сторон l = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5. Объемная доля фибр варьировалась в следующем

диапазоне значений: ϕ = 3.2%, 6.4%, 9.6%, 12.8%, 16%, 19.2%, 22.4%. В табл. 2

записаны относительные погрешности для данных значений l и ϕ.

Таблица 2. Относительная погрешность ε при различных объемных долях

фибр ϕ и размерах представительных областей l

l \ ϕ 3.2% 6.4% 9.6% 12.8% 16% 19.2% 22.4%

0.1 0.0219 0.0323 0.0296 0.0324 0.0355 0.0317 0.0290

0.2 0.0233 0.0288 0.0277 0.0271 0.0321 0.0268 0.0227

0.3 0.0229 0.0288 0.0234 0.0253 0.0297 0.0229 0.0193

0.4 0.0228 0.0291 0.0228 0.0239 0.0289 0.0219 0.0176

0.5 0.0223 0.0288 0.0225 0.0229 0.0276 0.0210 0.0170

5. Заключение

В данной работе рассмотрен численный расчет эффективного коэффициен-

та и оценка погрешности решения усредненной задачи с данным коэффициен-

том. Сравниваются относительные погрешности эффективного коэффициента

при различных размерах представительной области и объемной доли фибр. Из

проведенных расчетов можно сделать вывод, что относительная погрешность
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Таблица 1. Параметры задачи

Символ Название Значение Ед. изм.

E1 модуль Юнга бетона 4 · 1010 Па

ν1 коэффициент Пуассона бетона 0.15 -

E2 модуль Юнга стали 2 · 1011 Па

ν2 коэффициент Пуассона стали 0.3 -

P давление пресса 105 Па

Рис. 2. Сетка представительной области с размером

l = 0.1 и объемной долей фибр ϕ = 16%

Рис. 3. Величины решений задач для определения

эффективного коэффициента при l = 0.1 и ϕ = 16%
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Рис. 4. Величина перемещения и деформации при ϕ = 16%

Рис. 5. Величина погрешности при ϕ = 16%, l = 0.5

уменьшается при увеличении размера представительной области, но до опреде-

ленного минимума. Влияние объемной доли фибр на погрешность усредненного

решения незначительна. При численном исследовании для рассмотренного диа-

пазона параметров относительная погрешность не превышала 4% и показывала

хорошую точность эффективного коэффициента.
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Аннотация. Дано сравнение двух математических моделей процесса промерзания
влажного грунта, насыщенного водным раствором соли. Для математической мо-
дели с постоянными коэффициентами в уравнении теплопроводности в двухфазной
области показана возможность непрерывного перехода к нулю водонасыщенности
на границе, разделяющей двухфазную зону от мерзлой.
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Введение

В работе [1] разработана математическая модель процесса промерзания

грунта, насыщенного водным раствором соли, с образованием протяженной об-

ласти фазового перехода в условиях их термодинамического равновесия. В [2, 3]

разработаны алгоритмы численной реализации этой модели, основанные на ме-

тоде ловли фронта в узел сетки. В [4, 5] данная задача решалась методом сквоз-

ного счета. В [6] дано сравнение результатов численного решения с автомодель-

ным решением, полученным путем усреднения коэффициентов эффективной

теплоемкости и теплопроводности.

1. Формулировка задачи

Предлагается следующая математическая модель для описания процесса

промерзания пористой среды. Уравнение теплопроводности со слагаемым, учи-

тывающим скрытую теплоту фазового перехода:

C
∂T

∂t
=

∂

∂x

(
λ
∂T

∂x

)
−mρwqw

∂ν

∂t
, 0 < x < S(t), t > 0. (1)

Здесь с учетом изменения объема воды при замерзании коэффициенты уравне-

ния определяются по формулам

C = (1−m)Csρs+mνCw+m(1−ν)Ciρiρw/ρi, λ = (1−m)λs+mνλw+m(1−ν)λi,

Работа выполнена при поддержке Росссийского фонда фундаментальных исследований
(код проекта 17.01.00732).

c© 2017 Попов В. В.
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где m — пористость; Cs, ρs, λs соответственно удельная теплоемкость, плот-

ность, теплопроводность скелета пористой среды; Ci, ρi, λi те же теплофизи-

ческие свойства для льда; Cw, ρw, λw то же самое для воды; Cm, λm и Ct, λt
соответственно объемная теплоемкость и теплопроводность мерзлого и талого

грунтов; qw — теплота фазового перехода вода — лед; T — температура.

В области фазовых переходов имеем уравнение диффузии

∂νc

∂t
=

∂

∂x

(
Dν

∂c

∂x

)
, 0 < x < S(t), t > 0, (2)

где D — коэффициент молекулярной диффузии, c — концентрация, а также

уравнение термодинамического равновесия фаз:

c = −T/α, 0 < x < S(t). (3)

В талой области имеем

∂T

∂t
= a2

∂2T

∂x2
, S < x < l, t > 0, (4)

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
, S < x < l, t > 0. (5)

На границе раздела талой и двухфазной областей x = S(t) поддерживает-

ся неразрывность потоков тепла и массы и неразрывность искомых функций

T (x, t), c(x, t): [
∂T

∂x

]
= 0, T− = T+ = T∗, (6)

[
∂c

∂x

]
= 0, c− = c+ = c∗ = −T ∗ /α. (7)

Система уравнений замыкается граничными и начальными условиями:

T (0, t) = Tg, t > 0, (8)

T (l, t) = Tn, c(l, t) = c0, t > 0, (9)

T (x, 0) = Tn, c(x, 0) = c0, x ∈ [0, l]. (10)

2. Задача с точным решением температурного поля

Ниже будем сравнивать численное решение задачи (1)–(10) (при малых вре-

менах, так как l — конечное число) с решением следующей задачи:

∂T

∂t
= a1

∂2T

∂x2
, 0 < x < S, t > 0, (11)

∂T

∂t
= a2

∂2T

∂x2
, S < x < +∞, t > 0, (12)

∂νc

∂t
=

∂

∂x

(
Dν

∂c

∂x

)
, 0 < x < S, t > 0, (13)

c = −T/α, 0 < x < S, t > 0, (14)
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[
∂T

∂x

]
= 0, x = S, t > 0, (15)

T− = T+ = −αc∗, c− = c+ = c∗, x = S, t > 0, (16)

T (0, t) = Tg, t > 0, (17)

T (+∞, t) = Tn, c(+∞, t) = c0, t > 0, (18)

T (x, 0) = Tn, c(x, 0) = c0, , x > 0. (19)

При такой постановке данной задачи нет прямой зависимости температуры

от водонасыщенности. Задачу (11)–(19) будем решать, используя автомодель-

ную переменную ξ = x√
t
. Уравнение диффузии с учетом условия термодинами-

ческого равновесия выразим через температуру:

d(νT )

dξ

ξ

2
+

d

dξ

(
Dν

dT

dξ

)
= 0, ξ > 0, (20)

или в более компактном виде:

(νT )′
ξ

2
+ (DνT ′)′ = 0, ξ > 0. (21)

Раскроем скобки:

ν′T
ξ

2
+ νT ′ ξ

2
+DνT ′′ +Dν′T ′ = 0, ξ > 0. (22)

Перепишем в виде

ν′(Tξ + 2DT ′) = −ν(T ′ξ + 2DT ′′), ξ > 0. (23)

Сгруппируем по искомым функциям:

ν′

ν
= − (T ′ξ + 2DT ′′)

(Tξ + 2DT ′)
, ξ > 0. (24)

Левая часть данного уравнения — это производная от логарифма водонасыщен-

ности:

(ln(ν))
′
= −T

′ξ + 2DT ′′

Tξ + 2DT ′ , ξ > 0. (25)

Проинтегрируем левую и правую части уравнения от ξ0 до β:

β∫

ξ0

(ln(ν))′ dξ = −
β∫

ξ0

T ′ξ + 2DT ′′

Tξ + 2DT ′ dξ, (26)

где ξ0 — произвольно взятая точка между 0 и β, определяемая как

β =
S√
t
.

Левая часть легко интегрируется:

ln(ν(β)) − ln(ν(ξ0)) = −
β∫

ξ0

T ′ξ + 2DT ′′

Tξ + 2DT ′ dξ. (27)
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Так как на границе ξ = β водонасыщенность равна начальному значению

(ν = ν0), получим

ln(ν0) − ln(ν(ξ0)) = −
β∫

ξ0

T ′ξ + 2DT ′′

Tξ + 2DT ′ dξ. (28)

Приходим к выражению для логарифма водонасыщенности:

ln(ν(ξ0))) = ln(ν0) +

β∫

ξ0

T ′ξ + 2DT ′′

Tξ + 2DT ′ dξ. (29)

Таким образом, для вычисления водонасыщенности получим формулу

ν(ξ0) = ν0e
I , (30)

где

I =

β∫

ξ0

T ′ξ + 2DT ′′

Tξ + 2DT ′ dξ. (31)

Из формулы (30) видно, что если интеграл I расходится, то водонасыщен-

ность в этой точке равна нулю, а если сходится, то водонасыщенность больше

нуля.

Температура в протяженной области фазовых переходов вычисляется по

формуле

T = Tg + (Tz − Tg)
erf(ξ/2

√
a1)

erf(β/2
√
a1)

. (32)

В талой зоне

T = Tn + (Tz − Tn)
1 − erf(ξ/2

√
a2)

1 − erf(β/2
√
a2)

. (33)

Первая производная температуры равна

T ′ =
1√
πa1

Tz − Tg
erf(β/2

√
a1)

e−ξ2/4a1 . (34)

Вторая производная температуры

T ′′ =
ξ

2a1
√
πa1

Tz − Tg
erf(β/2

√
a1)

e−ξ2/4a1 , (35)

где

k1 =
(1 −D/a1)√

πa1

Tz − Tg
erf(β/2

√
a1)

. (36)

Отсюда в числителе подинтегральной функции имеем

T ′ξ + 2DT ′′ = k1ξe
−ξ2/4a1 . (37)

Здесь

k2 = 2D
1√
πa1

Tz − Tg
erf(β/2

√
a1)

. (38)



Математическая модель промерзания грунта 89

Рис. 1. График функции f(ξ)

Знаменатель подинтегральной функции имеет вид

Tξ + 2DT ′ = ξT + k2e
−ξ2/4a1 . (39)

Введем обозначения

f(ξ) = Tξ + 2DT ′ = ξT + k2e
−ξ2/4a1 . (40)

p(ξ) =
ξe−ξ2/4a1

f(ξ)
. (41)

Перепишем интеграл I в следующем виде:

I = k1

β∫

ξ0

p(ξ)dξ, ξ ≥ 0. (42)

Проведем качественное исследование функции f(ξ). Вторая производная

имеет вид

f ′′(ξ) =
k2

2D
e−ξ2/4a1

(
2 − D

a1
−

(
1

2a1
− D

2a2
1

)
ξ2

)
. (43)

Заметим, что a1 больше чем D. Видно, что в интервале

0 ≤ ξ < ξ∗ =

√√√√ 2 − D
a1

1
2a1

− D
2a2

1

(44)

будет f ′′(ξ) > 0, т. е. кривая, определяемая этой функцией, вогнута вверх

(рис. 1).

Допустим, что в интервале (0, ξ∗) существует точка ξ = ξ∗, где f(ξ) обра-

щается в нуль

f(ξ∗) = 0, 0 < ξ∗ < ξ∗. (45)

Если ξ∗ < ξ∗, то в интервале ξ∗ ≤ ξ ≤ ξ∗ функция ψ(ξ), определяемая формулой

ψ(ξ) = f ′(ξ∗)(ξ − ξ∗), (46)
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будет не больше чем f(ξ).

На рис. 5–8 приведены аналогичные результаты при Tg = −4C, Tn = 4C,

c0 = 0.035, v0 = 1, T∗ = −c0α− 0.04, a = 1.76273 · 10−7. В этом примере мерзлая

область находится в (0.000003789082490396234, 0.000003789082490396235), а гра-

ница, разделяющая двухфазную и талую зоны, соответствует β = 0.000328598.

Введем еще одну функцию

p2(ξ) = e−β2/4a1
ξ

ψ(ξ)
. (47)

Поскольку в интервале ξ∗ ≤ ξ ≤ ξ∗ будет ψ(ξ) ≤ f(ξ), подынтегральная функ-

ция p(ξ) не больше функции p2(ξ).

Если ξ∗ < β то интеграл
β∫
ξ∗

p(ξ)dξ можно представить в виде суммы

β∫

ξ∗

p(ξ)dξ =

ξ∗∫

ξ∗

p(ξ)dξ +

β∫

ξ∗

p(ξ)dξ. (48)

Интеграл
β∫
ξ∗
p(ξ)dξ конечный, а интеграл

ξ∗∫
ξ∗

p(ξ)dξ равен −∞, так как

ξ∗∫

ξ∗

p2(ξ) dξ =
e−β2/4a1

f ′(ξ∗)

ξ∗∫

ξ∗

ξ

ξ − ξ∗
dξ = −∞

(признак сравнения с учетом знака). Если ξ∗ ≥ β, то

β∫

ξ∗

p(ξ) dξ <

β∫

ξ∗

p2(ξ)dξ = −∞. (49)

Следовательно,
β∫

ξ∗

p(ξ)dξ = −∞. (50)

Таким образом, при выполнении условий (44), (45) или если (более мягкое

условие) в интервале (0, β) существует единственная точка, где функция f(ξ)

равна нулю, предел водонасыщенности справа в точке ξ = ξ∗ равен нулю.

Приведем два примера. Расчеты проведены на сетке с количеством узлов

n = 4000 при значениях параметров:

Cs = 920 Дж/кг K; ρs = 2000кг/м3; Ci = 2 · 103 Дж/кг K; ρi = 900кг/м3;

Cw = 4.19 · 103 Дж/кг K; ρw = 1000кг/м3; λs = 2 Вт/м K;

λi = 2,23 Вт/м K; λw = 0,58 Вт/м K; qw = 3.34 · 105 Дж/кг;

α = 66,7; m = 0.1; D = 1,45 · 10−9м2/c; ν0 = 0.001, 0.035; v0 = 1.

На всех рисунках линии 1 соответствуют численному расчету, 2 — модели

с постоянными коэффициентами в уравнениии теплопроводности.
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Рис. 2. Распределение водонасыщенности

Рис. 3. Распределение температуры

Рис. 4. Распределение температуры
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Рис. 5. График функции f(ξ)

Рис. 6. Распределение водонасыщенности

Рис. 7. Распределение температуры
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Рис. 8. Распределение температуры

На рис. 2–4 приведены результаты расчетов, проведенных при граничых и

начальных условиях Tg = −2C, Tn = 4C, c0 = 0.001, T∗ = −c0α−0.03 и коэффи-

циенте a = 5.06266 ·10−8. По результатам численного расчета точка, где водона-

сыщенность равна нулю, лежит между точками ξ∗ = 00.000009197372406967679

и ξ = 0.000009197372406967680, а граница раздела талой и двухфазной областей

находится в точке β = 0.000385802. На рис. 1 приведены графики функции f(ξ),

где для численного метода ее производная заменена разностным аналогом.

На рис. 2 дано сравнение распределения водонасыщенности. На рис.3, 4

показаны распределения температуры.

Заключение

Результаты вычислительных расчетов показали существование в протяжен-

ной области фазовых переходов точки, где выражение
(
T x√

t
+ 2D

√
t∂T∂x

)
обра-

щается в нуль как для исходной задачи (задача (1)–(10)), так и для задачи

с точным решением температуры в полубесконечной области. Также следует

отметить хорошую согласованность полученных распределений температуры и

водонасыщенности в большей части двухфазной области при высоких концен-

трациях воды, насыщающей пористую среду. Разница вблизи границы мерзлой

области обусловлена большим градиентом водонасыщенности.
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Аннотация. Сформулирована математическая модель промерзания грунта, насы-

щенного гетерогенной смесью воды и воздуха, при наличии капиллярного давления.
Представлен вывод уравнения диффузии влаги, следующий из законов сохранения
масс и импульса, позволяющий выразить коэффициент диффузии через параметры
среды. Выведены балансовые соотношения и предложено замыкающее соотношение
на фронте кристаллизации воды. В линейном приближении получено автомодель-
ное решение задачи.
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В задачах механики мерзлых грунтов первостепенную роль играет меха-

низм перераспределения влаги при фазовых переходах. Натурные наблюдения

и лабораторные эксперименты показали, что поверхностные силы оказывают

существенное влияние на эти процессы. Для описания поверхностных сил были

предложены различные теории миграции влаги (теория пленочной миграции,

теория осмотических давлений и т. д.), основанные на эффективном уравне-

нии переноса влаги [1, 2]. В простейшем случае уравнение диффузии влаги в

ненасыщенных грунтах можно записать в виде [3]

∂ϑ

∂t
=

∂

∂x

[
D(ϑ)

∂ϑ

∂x

]
. (1)

Здесь ϑ— влажность грунта или масса воды, отнесенная к единице массы сухого

образца, D — коэффициент диффузии влажности, определяемый из экспери-

мента. Подход, основанный на эффективных уравнениях, широко распростра-

нен и использовался в большом числе работ (например, [4–6]).

Другой подход к описанию процессов переноса в ненасыщенных пористых

средах развивается в рамках механики гетерогенных сред и базируется на ос-

новных законах сохранения. В работе [7] сделана попытка в рамках фронто-

вой модели сформулировать задачу кристаллизации воды в ненасыщенной сре-

де. Приведена система законов сохранения, учитывающая движение твердых,

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ № 16–01–00363.

c© 2017 Цыпкин Г. Г.



Математическая модель промерзания ненасыщенного грунта 97

жидких и газообразных компонент. Однако представленная система уравнений

оказалась незамкнутой, поэтому решения задач не были представлены. Пред-

ложенная модель не получила продолжения, так как она оказалась слишком

трудной для исследования. В работе [8] использовался аналогичный подход и

была сформулирована замкнутая математическая модель промерзания ненасы-

щенного грунта, учитывающая сжимаемость воздуха, что позволило замкнуть

систему основных уравнений и получить нетривиальное решение. Капиллярные

силы при этом не учитывались и уравнение для функции содержания влаги бы-

ло первого порядка.

В [9] сформулирована задача о плавлении льда в мерзлом грунте при нали-

чии капиллярного давления в области вода — воздух. Выведена полная система

граничных условий на фронте фазового перехода. В [10] рассмотрена задача о

плавлении льда в грунте, изначально насыщенном льдом и воздухом. В нели-

нейном случае проведено численное исследование зависимости водонасыщенно-

сти от вида функции Леверетта, величины капиллярного давления и внешних

градиентов давления и температуры.

В настоящей работе рассматривается задача замораживании ненасыщен-

ного грунта с учетом капиллярных сил. Предполагается, что при отсутствии

приложенных градиентов давления давление в воздухе можно считать посто-

янным, а функция водонасыщенности удовлетворяет нелинейному уравнению

диффузии. Коэффициент диффузии явно выражается через производную ка-

пиллярного давления, пористость, проницаемость и вязкость. В смачиваемой

среде коэффициент диффузии является положительным, а для несмачиваемых

сред — отрицательным, что приводит к некорректной задаче для диффузион-

ного уравнения. Выведены балансовые условия на поверхности фазового пере-

хода. Для замыкания системы граничных условий предложено дополнительное

условие, предполагающее полное смачивание образующегося льда жидкой фа-

зой. Для одномерного случая дан анализ найденного автомодельного решения.

1. Основные уравнения. В положительном диапазоне температур будем

моделировать грунт недеформируемой пористой средой, насыщенной гетероген-

ной смесью воды и воздуха. Предположим равенство температур компонент в

областях их совместного существования. С учетом сделанных предположений

уравнения неразрывности для газа и воды, обобщенный закон Дарси для каж-

дой из компонент и уравнение состояния газа имеют вид [10]

φ
∂Sw

∂t
+ div vw = 0, (1.1)

φ
∂

∂t
ρg(1 − Sw) + div(ρgvg) = 0, (1.2)

vj = −kfj(Sj)

µj
gradPj , j = g, w, (1.3)

Pg = ρgRT. (1.4)
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Здесь P — давление, T — температура, R — газовая постоянная, v — вектор

скорости фильтрации, ρ — плотность, S — насыщенность, k — проницаемость,

φ — пористость, µ — вязкость, f — относительная фазовая проницаемость. Ин-

дексы: g — газ (воздух), w — вода.

Рассмотрим влияние капиллярного давления на движение смеси газ — во-

да в пористой среде. Капиллярное давление по определению равно разности

давлений между газом и водой:

Pc = Pw − Pg. (1.5)

В случае смачиваемой среды Pc < 0.

После суммирования уравнений сохранения энергии, выписанных для каж-

дой компоненты, и использования термодинамических соотношений получаем

закон сохранения энергии с учетом капиллярных сил для смеси газ — вода,

насыщающей пористую среду

(ρC)m
∂T

∂t
− φPc

∂Sw

∂t
− φ(1 − Sw)

∂Pg

∂t
+ (Cpρgvg + Cwρwvw) gradT + vw gradPw = div(λm gradT ). (1.6)

Исключая плотность газа и скорости фильтрации воды и газа, в области

воздух — вода получаем систему четырех уравнений для неизвестных Sw, T ,

Pw и Pg:
∂Sw

∂t
− k

φµw
div [fw(Sw) gradPw] = 0, (1.7)

∂Sw

∂t
− (1 − Sw)

1

Pg

∂Pg

∂t
+ (1 − Sw)

1

T

∂T

∂t
+

k

φµg

T

Pg
div

[
Pg

T
fg(Sw) gradPg

]
= 0,

(ρC)m
∂T

∂t
− φPc(S)

∂Sw

∂t
− φ(1 − Sw)

∂Pg

∂t
− div(λm gradT )

= k

[
ρwCw

fw(Sw)

µw
gradPw +

CP

R

Pg

T

fg(Sw)

µg
gradPg

]
gradT

− k

µw
fw(Sw) (gradPw)

2
,

Pw = Pg + Pc(Sw),

λm = φSwλw + φ(1 − Sw)λg + (1 − φ)λs,

(ρC)m = φSwρwCw + φ(1 − Sg)ρgCp + (1 − φ)ρsCs.

В пористой среде, насыщенной гетерогенной смесью воды и газа, капил-

лярное давление зависит от водонасыщенности и определяется соотношением

Леверетта [11]:

Pc(Sw) = χ

√
φ

k
J(Sw). (1.8)

Параметр χ зависит от смачиваемости пород, J(Sw) — функция Леверетта.
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Физический смысл параметра χ становится ясным, если выражение для

капиллярного давления на границе двух несмешивающихся жидкостей вывести

из формулы Лапласа:

Pc = −2
σ

r
cos θ. (1.9)

Здесь σ — коэффициент поверхностного натяжения, θ — контактный угол, r —

радиус кривизны капиллярного мениска.

Величина среднего капиллярного давления в пористой среде следует из

оценки характерного размера (диаметра) поры: d =
√
φ/k. Радиус капилляр-

ного мениска совпадает с радиусом поры и равен половине диаметра r = d/2.

В случае гетерогенной смеси, когда в пористой среде сосуществуют две

несмешивающиеся компоненты, в соотношение (1.9) для капиллярного давле-

ния вводится функция Леверетта, которая учитывает влияние насыщенности

компонент на величину среднего капиллярного давления. В результате выра-

жение для капиллярного давления имеет вид

Pc = −4σ cos θ

√
φ

k
J(Sw). (1.10)

Поскольку измерение контактного угла представляет трудности, зачастую

при расчетах в качестве параметра задается величина капиллярного давления

или значение параметра χ, который, как следует из (1.10), χ = −4σ cos θ. Для

смачиваемой среды χ < 0 [12, 13].

Положим, что капиллярное давление по величине не превосходит атмо-

сферного давления и давления в жидкости и газе являются величинами одного

порядка: Pw ∼ Pg ∼| Pc |.

2. Формулировка задачи. Упростим задачу, используя существенную

разницу физических свойств воды и воздуха. Поскольку вязкость газа на два

порядка меньше вязкости воды, то скорость фильтрации газа значительно вы-

ше, если различие в фазовых проницаемостях невелико. Тогда можно поло-

жить, что давление в газе устанавливается мгновенно по отношению к харак-

терному времени перераспределения функции водонасыщенности и в первом

приближении считать его постоянным: Pg = const. В этом случае из соотноше-

ния (1.5) следует gradPw = gradPc и скорость перераспределения давления в

жидкости совпадает со скоростью перераспределения капиллярного давления,

т. е. функции водонасыщенности. Тогда функция водонасыщенности удовле-

творяет нелинейному уравнению диффузии вида

∂Sw

∂t
− k

φµw
div

[
fw(Sw)

dPc

dSw
gradSw

]
= 0, (2.1)

а уранение энергии принимает вид

(ρC)m
∂T

∂t
− φPc(S)

∂Sw

∂t
− div(λm gradT )

= −ρwCw
kfw(Sw)

µw

dPc

dSw
gradSw · gradT − k

µw
fw(Sw)

(
dPc

dSw

)2

(gradSw)2 . (2.2)
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Уравнение (2.1) можно записать в виде

∂Sw

∂t
= div

[
χ

√
k

φ

fw(Sw)

µw

dJ

dSw
gradSw

]
. (2.3)

Уравнение (2.3) по форме совпадает с уравнением (1), если положить, что эф-

фективный коэффициент влагопереноса определяется выражением

κ = χ

√
k

φ

fw(Sw)

µw

dJ(Sw)

dSw
.

Поскольку производная функции Леверетта всегда отрицательна: J ′
S < 0,

то для смачиваемой пористой среды (χ < 0) коэффициент диффузии влаги κ

всегда положителен. В случае несмачиваемой среды, когда χ > 0, коэффициент

диффузии отрицателен и уравнение переноса влаги сводится к некорректному

уравнению диффузии.

Уравнение диффузии влажности (2.3) для движения двухкомпонентной

смеси вода — воздух, выведенное из закона сохранения массы, закона Дарси

и выражения для функции капиллярного давления, аналогично эффективному

уравнению диффузии влаги. Уравнение (2.3) получено в предположении, что

градиент давления в газовой компоненте мал и относительные фазовые про-

ницаемости различаются незначительно. Если учесть движение воздуха, то в

этом случае задача сводится к системе двух нелинейных уравнений, и уже одно

уравнение диффузии не будет адекватно описывать процесс.

Пусть в начальном состоянии часть грунта содержит гетерогенную смесь

воды и воздуха. Если температура на некоторой неподвижной границе опус-

кается ниже температуры фазового перехода вода — лед, то возникает фронт

образования льда. В общем случае можно полагать, что образующийся лед

не заполняет поровое пространство целиком, но сосуществует с воздухом. То-

гда, после пренебрежения малыми слагаемыми, в мерзлой области справедливо

уравнение теплопроводности

∂T

∂t
= a1�T, a1 =

λf
(ρC)f

, (2.4)

λf = φSiλi + φ(1 − Si)λg + (1 − φ)λs,

(ρC)f = φSiρiCi + φ(1 − Si)ρgCp + (1 − φ)ρsCs,

В талой области перед фронтом кристаллизации перераспределение воды

описывается уравнением диффузии влаги (2.3). Рассмотрим задачу в линейном

приближении, когда отклонение функции водонасыщенности от невозмущенно-

го состояния невелико. Невозмущенным является состояние, когда вода непо-

движна и начальная водонасыщенность равна Sw0, а для невозмущенного состо-

яния за фронтом насыщенность льда определяется выражением ρi0 = Sw0ρw/ρi.
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Для простоты аппроксимируем функцию относительной фазовой проницае-

мости и функцию Леверетта линейными функциями: fw = Sw и J(Sw) = 1−Sw.

Тогда в области смеси вода — воздух уравнение диффузии влаги принимает вид

∂Sw

∂t
= κ�Sw, κ =

kSw0

φµw

dPc

dSw
= 4σ cos θ

√
k

φ

Sw0

µw
. (2.5)

Если капиллярное давление меньше атмосферного: |Pc| < Pa = 105 Па, то

второе слагаемое в левой части уравнения (2.2) много меньше первого слагае-

мого и в линейном приближении в области вода — воздух уравнение энергии

сводится к обычному уравнению теплопроводности

∂T

∂t
= a2�T, a2 =

λm
(ρC)m

, (2.6)

λm = φSw0λw + φ(1 − Sw0)λg + (1 − φ)λs,

(ρC)m = φSw0ρwCw + φ(1 − Sw0)ρgCp + (1 − φ)ρsCs.

Граничные условия на подвижной поверхности образования льда состоят из

условий сохранения энергии и массы H2O при известной температуре кристал-

лизации T∗ = 273.15 K в предположении, что капиллярные силы не изменяют

температуру фазового перехода.

Уравнение баланса энергии имеет вид

φSiρiqVn = λf (gradT )n+ − λm(gradT )n−. (2.7)

Здесь теплота фазового перехода лед — вода q = hw−hi, а V = Ẋ(t) — скорость

фронта плавления. Индексы плюс и минус — значения величин соответственно

перед и за фронтом кристаллизации, n — нормаль.

Из баланса массы H2O следует соотношение
(
Si
ρi
ρw

− Sw+

)
Vn =

k

φµw
fw(Sw+)(gradPw)n+.

Используя выражения для капиллярного давления, получаем
(
Si
ρi
ρw

− Sw+

)
Vn = κ

Sw+

Sw0
(gradSw)n+ . (2.8)

Естественно задать в качестве начальных условий температуру T0 и ис-

ходную водонасыщенность Sw0, и граничное условие, представляющее собой

значение температуры T 0 на неподвижной охлаждающей поверхности.

Сформулированная задача содержит три неизвестных параметра: скорость

подвижной границы фазового перехода V , насыщенность льда Si и значение

водонасыщености Sw+ на поверхности раздела. Для их определения имеется

два соотношения на границе кристаллизации — (2.7), (2.8), и задача является

недоопределенной. Для замыкания системы соотношений на подвижной грани-

це требуется выставить дополнительное условие, связывающее искомые пара-

метры. Естественно предположить, что весь растущий кристалл льда должен
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омываться водой. В той части, где кристалл не контактирует с водой, а контак-

тирует с воздухом, лед формироваться не будет. Из этих соображений следует

дополнительное условие равенства насыщенностей воды и льда Si− = Sw+ ≡ S∗,

которое замыкает систему соотношений на поверхности кристаллизации.

3. Автомодельное решение. Рассмотрим задачу в одномерном прибли-

жении. Пусть в начальном состоянии талый грунт занимает полупространство

x > 0 с начальной водонасыщенностью Sw0. Если температура на неподвиж-

ной стенке x = 0 опускается ниже температуры фазового перехода вода — лед,

то вправо распространяется фронт кристаллизации, двигающийся по закону

x = X(t). Если начальная температура и водонасыщенность, а также темпера-

тура охлаждающей стенки являются постоянными величинами, то сформули-

рованная задача имеет автомодельное решение вида

T = T (ξ), Sw = Sw(ξ), X(t) = β
√
t, ξ = x/

√
t.

В области перед фронтом решения уравнения теплопроводности и диффу-

зии водонасыщенности имеют вид

x > X(t) : T = T0 + (T∗ − T0)
erfc(ξ/2

√
a1)

erfc(β/2
√
a1)

, (3.1)

Sw = Sw0 + (S∗ − Sw0)
erfc(ξ/2

√
κ)

erfc(β/2
√
κ)
. (3.2)

В области за фронтом распределение температуры и водонасыщенности

определяется выражениями

0 < x < X(t) : T = T 0 + (T∗ − T 0)
erf(ξ/2

√
a2)

erf(β/2
√
a2)

. (3.3)

Подставляя решения (3.1), (3.2) в соотношения (2.7) и (2.8), получаем транс-

цендентные уравнения для определения безразмерной автомодельной скорости

фронта образования льда γ = β/2
√
a1 (ζ = ξ/2

√
a1) и значения насыщенно-

сти S∗:
√
πφS∗ρiqa1

T0
γ − λf

√
a1

a2

(
T∗
T0

− 1

)
exp(−γ2a1/a2)

erf(γ)
√
a1/a2

− λm

(
T∗
T0

− T 0

T0

)
exp(−γ2)

erfc(γ)
= 0, (3.4)

(
1 − ρi

ρw

) √
a1

κ
γ − S∗ − S0

w√
πSw0

exp(−γ2a1/κ)

erfc(γ
√
a1/κ)

= 0. (3.5)

Система (3.4), (3.5) решалась численно при следующих значениях парамет-

ров:

φ = 0.25, ρs = 2 · 103 кг/м3, ρi = 0.91 · 103 кг/м3 ρw = 103 кг/м3,

λs = 2 Вт/(м · К), λi = 2.23 Вт/(м · К), λw = 0.58 Вт/(м · К),

Cs = 103 Дж/(кг · К), Ci = 2 · 103 Дж/(кг · К),

Cw = 4.2 · 103 Дж/(кг · К), q = 3.34 · 105 Дж/кг, µw = 2 · 10−3 Па · с.
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Рис. 1. Характерные распределения водонасыщенности воды и льда

в зависимости от величины капиллярного давления. T0 = 280К, T 0 = 260К, Sw0 = 0.5.

Кривые 1 и 2 соответствуют коэффициентам диффузии κ = 10−7 и κ = 10−6

Для простоты при расчетах будем варьировать значения коэффициента

диффузии κ, хотя можно в отдельности исследовать зависимости от парамет-

ров, входящих в κ.

Поскольку при кристаллизации объем H2O возрастает, то значение водо-

нащенности на фронте должно быть больше, чем начальное значение водона-

сыщенности. Отсюда следует, что согласно диффузионному уравнению (2.5)

жидкая фаза должна оттекать от фронта и наибольшая водонасыщенность не

должна превосходить невозмущенного значения насыщенности льда Si0, кото-

рое определяется из условия неподвижности воды. В противном случае дол-

жен реализовываться подток влаги к фронту, что не обеспечивается уравнением

(2.5) при условии максимального значения Sw на фронте кристаллизации.

Численные эксперименты показали, что представленная модель адекватна

и удовлетворяет этим требованиям, а водонасыщенность Sw+, равная насыщен-

ности льда Si, изменяется в пределах от начального значения Sw0 до значения

Si0 = Sw0ρw/ρi. При больших значениях коэффициента κ, соответствующе-

го высокой проницаемости грунта, характерное время перераспределения воды

перед фронтом существенно меньше характерного времени перераспределения

температуры и водонасыщенность на фронте лишь немного превышает началь-

ную водонасыщенность. Так, например, при κ = 105 м2/с будет S∗ = 0.509

при Sw0 = 0.5. При уменьшении коэффициента диффузии влажности отток

от фронта замедляется и значение водонасыщенности на фронте возрастает

(рис. 1), приближаясь к невозмущенному значению объемной доли льда.

Соответственно изменяется скорость поверхности кристаллизации. Ско-

рость возрастает вместе с коэффициентом диффузии, поскольку уменьшается

количество кристаллизующейся воды.

Рис. 2 иллюстрирует зависимость образующегося льда от температуры

охлаждающей стенки. Кривая 1 свидетельствует, что в случае небольшого ка-
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Рис. 2. Влияние температуры охлаждающей стенки на количество

образовавшегося льда: T0 = 280 К, Sw0 = 0.5. Кривые 1 и 2

соответствуют коэффициентам диффузии κ = 10−7 и κ = 10−6

пиллярного давления масса образующего льда резко возрастает с уменьшением

температуры и при незначительном охлаждении близко к максимальному зна-

чению. Если капиллярные силы велики, то количество образующегося льда с

падением температуры возрастает незначительно и медленно стремится к пре-

дельному максимальному значению. Это объясняется тем, что при росте капил-

лярных сил перераспределение воды происходит на меньших масштабах време-

ни, обеспечивая более интенсивный отток жидкой фазы от фронта и уменьше-

ние массы образующегося льда.

Заключение. Основная цель работы состояла в построении замкнутой

модели образования льда в ненасыщенном грунте при наличии капиллярных

сил. Для описания двухфазного течения вода — воздух перед фронтом фазово-

го перехода представлен вывод уравнения диффузии, основанный на основных

законах сохранения. Система граничных условий на фронте замыкалась соот-

ношением равенства насыщенностей льда и воды. Предположение о равенстве

насыщенностей основано на том, что условие роста кристалла льда состоит в на-

личии воды, контактирующей со льдом. Представлено автомодельное решение

задачи. Показано, что рост капиллярных сил уменьшает количество образую-

щегося льда, а более интенсивный режим замораживания, наоборот, приводит

к росту льдонасыщенности.
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Abstract. A mathematical model of freezing of soils saturated with a heterogeneous
mixture of water and air in the presence of capillary pressure is proposed. The derivation
of the diffusion equation for the redistribution of moisture from the laws of conservation
of mass and momentum is given. This allows us to define the diffusion coefficient through
the parameters of the porous medium and fluids. Balance relations through the water
crystallization front is derived. A self-similar solution of the problem in the linear
approximation is obtained. It is shown that the growth of capillary forces reduces the
amount of ice formed, and a more intensive freezing regime leads to an increase in the
saturation with ice.
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Abstract. We consider a numerical method for solving boundary inverse problem using
the implicit difference scheme for approximation by time and finite difference method for
the boundary inverse problem. A numerical solution to the boundary inverse problem is
determined by special decomposition which transforms the problem into two standard
problems. We present the results of numerical experiments, including those with random
errors in the input data, which confirm the capabilities of the proposed computational

algorithms for solving this boundary inverse problem.
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1. Introduction

Boundary value problems for partial differential equations are often considered

in some applied problems [1, 2]. It is very important to develop and examine some

numerical methods for boundary value problems in the field of mathematical physics

[3, 4]. Usually solutions to boundary value problems are found from the equations

and some additional conditions. For time-independent problems, the boundary

conditions are given [5], and for time-dependent equations, initial conditions are

needed as well [6]. These boundary value problems are known as the traditional

direct problems.

In this paper, we do not consider the direct problem; instead we focus on the

inverse problem. Inverse problems are different from the direct ones. In the inverse

problem, the master equation, initial and boundary conditions are not fully specified,

but some additional information is available [7]. We find the unknown values by using

the additional information.

There are many kinds of inverse problems, such as evolutionary inverse problems

in which initial conditions are unknown [8], boundary inverse problems in which

boundary conditions are unknown [9] and coefficient inverse problems in which

the equation is not specified completely as some equation coefficients are unknown

This work is supported by RFBR (project 17–01–00732).
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[10, 11]. The inverse problem which we concentrate on in this article is a boundary

inverse problem.

Boundary inverse problems play an important role among the inverse problems

of mathematical physics. They are related to diagnosing problems where one needs

to restore the boundary regime on some border by using additional measurements on

some part of the borders or inside the computation domain. The boundary inverse

problem is studied in many works [12, 13].

Inverse problems in mathematical physics are often considered to be a class of

classic ill-posed problems due to the lack of dependency of the solution on the input

data [14–16]. So most standard numerical methods cannot provide good accuracy;

therefore, their numerical solution requires development of special computational

algorithms.

In this paper, we consider the boundary inverse problems for the one-dimension-

al second order parabolic partial differential equation, which is called heat conduction

equation, of the following form:

∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= 0, 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ x ≤ l. (1)

In this problem, we need to reconstruct the boundary condition from the measurements

which are taken inside the calculation domain. This problem belongs to the class of

conditionally well-posed problems [7, 17, 18].

To solve the boundary inverse problem for the heat conduction equation, space

approximation is performed with the use of standard finite difference, while linearized

time approximations are constructed by the fully implicit scheme. Linear problems

at a particular time level are solved by a special decomposition.

2. The Problem Formulation

We consider the problem on domain [0, l]. The boundary inverse problem is

formulated as follows

ut − uxx = 0, 0 < t ≤ T, x ∈ [0, l], (2)

with the initial condition

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, l], (3)

In the inverse problem, not all boundary conditions are known; instead, we

have the solution at some internal point x∗ and the boundary condition on the left

boundary, while the conditions are given as

u(0, t) = q(t), t ∈ (0, T ], u(x∗, t) = g(t), x∗ ∈ (0, l), t ∈ (0, T ]. (4)

The boundary inverse problem is to find solution u(l, t) to the problems (2)–(4).

There are many works that study the boundary inverse problems. Some monographs

summarize the construction and justification of numerical methods to solve the

boundary inverse problems [7, 19]. In this paper, we consider only the numerical

solution to the boundary inverse problem of the second order in the heat conduction

problem without some theoretical issues.



110 V. I. Vasil’ev and Ling-De Su

3. The computational algorithm

We consider the inverse problem (2)–(4) with � = [0, l]. To solve the parabolic

problem numerically, we introduce the grid on domain �

ωh = {xi | xi = ih, i = 1, 2, . . . ,m, . . . ,M − 1, mh = x∗, Mh = l},

where M is a positive integer. For the time we have

ωτ = {tn | tn = nτ, n = 0, 1, . . . , N, Nτ = T }.

Using the notation un(x) = u(x, tn) and backward difference for approximation

in time, we get

ut(x, t
n) ≈ un(x) − un−1(x)

τ
, n = 1, 2, . . . , N.

By employing finite difference approximations in space with the new notation ui(t) =

u(xi, t), we obtain

∂2u

∂x2
(xi, t) ≈

ui+1(t) − 2ui(t) + ui−1(t)

h2
, i = 1, 2, . . . ,M − 1.

Introducing symbols uni = u(xi, t
n), for the equation (2) we have

uni − un−1
i

τ
=
uni+1 − 2uni + uni−1

h2
, (5)

where n = 1, 2, . . . , N and i = 1, 2, . . . ,M − 1. Simplifying (5), we get

uni+1 −
(

2 +
h2

τ

)
uni + uni−1 +

h2

τ
un−1
i = 0, (6)

with un0 = qn.

We use the following decomposition for the solution un at the new time level

uni = vni + unMw
n
i , i = 0, 1, . . . ,M, (7)

where vn0 = qn, vnM = 0 and wn
0 = 0, and wn

M = 1. Substituting (7) in (6), we

employ the following equations

vni+1 −
(

2 +
h2

τ

)
vni + vni−1 +

h2

τ
un−1
i = 0, (8)

wn
i+1 −

(
2 +

h2

τ

)
wn

i + wn
i−1 = 0. (9)

To calculate unM , we find vn and wn from (8) and (9). For the solutions vni and wn
i ,

we use the following decompositions

vni = αn
i v

n
i+1 + βn

i , i = M − 1,M − 2, . . . , 0, (10)

with αn
0 = 0, βn

0 = qn and

wn
i = αn

i w
n
i+1 + γni , i = M − 1,M − 2, . . . , 0, (11)
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with γn0 = 0.

Applying (10) to (8), we obtain

αn
i =

1

2 + κ− αn
i−1

, (12)

βn
i =

κun−1
i + βn

i−1

2 + κ− αn
i−1

, (13)

where κ = h2

τ , i = 1, 2, . . . ,M − 1 and n = 1, 2, . . . , N . Using (11) in (9), we have

wn
i = αn

i w
n
i+1, γni = 0, (14)

with wn
M = 1 and i = M − 1,M − 2, . . . , 1. From (12)–(14), we can obtain all

coefficients α, β and γ, so we get all the solutions of v and w.

To evaluate unM , the additional condition u(x∗, t) = g(t) is used. Applying (7)

to this additional condition, we have

gn = vn(x∗) + unMw
n(x∗), (15)

where x∗ = mh ∈ (0, l). Thus we get

unM =
(
gn − vnm

)
/wn

m, (16)

to solve this equation. We assume that wn
m 6= 0 and vn and wn are determined from

(8), (9).

To guarantee the correctness of the computational algorithm for solving this

inverse problem, the focus of the algorithm is related to the condition wn
m 6= 0.

Taking note of that, all the values wn
i are determined by the system (9), (12) and

(14). From (12) we can easily find that 0 < αn
1 < 1. By the use of mathematical

induction we can easily get all wi ∈ (0, 1], i. e. all the wi > 0, and guarantee the

condition wn
m 6= 0. It should be noted that the value α is associated with κ = h2

τ and

wi is also affected. So we can control the value of wm by choosing the appropriate

time and space step size in order to make sure that the value of wm is not too small.

4. Numerical examples

In this section we present numerical results to test the efficiency of the computa-

tional algorithm mentioned previously for solving the boundary inverse problems for

one-dimensional second order parabolic equations.

To evaluate the numerical errors, we adopt the errors ǫ(t) which are defined as

follows:

ǫ(t) = ũ(l, t) − u(l, t),

where ũ(l, t) is the numerical solution of u(l, t) at time t, u(l, t) is the exact boundary

solution.

Example 1. We consider the boundary inverse problem from the monograph

[7] with l = 1 and T = 1. The initial condition is given as

u0(x) = 0, 0 ≤ x ≤ l.
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Fig. 2. The space-time figure of numerical solutions u(x, t)
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The boundary solutions u(1, t) have the following forms:

u(1, t) =

{
2t
T , 0 ≤ t < T

2 ,

2(T−t)
T , T

2 ≤ t ≤ T.

In the computation, we choose x∗ = 0.5, N = 50, and M = 50. The exact and

numerical solutions u(l, t) and the observation solution at x∗ = 0.5 with T = 1.0

are presented in Fig. 1. The space-time figure of numerical solutions u(x, t) are

presented in Fig. 2.

We consider this boundary inverse problem with the observation point x∗ = 0.5

and M = 50 for different N . The dependence of the errors ǫ(t) on different N is

given in Fig. 3.

In this numerical results, we also pay attention to the errors for different M . In

the computation, we choose N = 100 and the observation point to be x∗ = 0.5. The

dependence of the errors ǫ(t) on different M is given in Fig. 4.

Finally, we consider the errors ǫ(t) with different observation points choosing

M = 50 and N = 100. The dependence of the errors ǫ(t) with different observation

points is given in Fig. 5.

Example 2. This test case is taken from [12, 14]. We also put x ∈ [0, 1] with

the conditions

u0(x) = 0, 0 ≤ t ≤ 1.

The boundary solutions u(1, t) take the form

u(1, t) =

{
0, 0 ≤ t < 0.25 and 1 ≥ t > 0.75,

1, 0.25 ≤ t ≤ 0.75.

We consider the inverse problem with M = 50 and N = 50. The exact and

numerical solutions u(1, t) with different observation solutions at x∗ are presented

in Fig. 6. The space-time dependence of numerical solutions u(x, t) is presented in

Fig. 7.

In the numerical algorithm for the inverse problem, the focal point is disturbance

of the input data. Much attention is paid to the cases in which input data is given

with an error. In our boundary inverse problem while observing the solution at

an interior point u(x∗, t) = g(t), 0 < t ≤ T , the fundamental problem is to study

the influence of inaccuracies in the specified function g(t) on the accuracy of the

identification of the boundary solutions.

To illustrate the effectiveness of the numerical method with noisy input data,

we introduce the error in the values of the function g(t) at the points of the time

grid. We put

gδ(t
n) = g(tn) + δσ, tn = nτ, n = 1, 2, . . . , N1,

where δ is the tolerated noise level and σ is a random variable uniformly distributed

on the interval [−0.5, 0.5].
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Fig. 5. The errors of ǫ(t) with different observation points x∗

Fig. 8 shows the exact, numerical solutions of the boundary solutions and the

solution with noisy data for solving the boundary inverse problem with δ = 0.01.

For smoothing the function gδ(t
n), n = 1, 2, . . . , N1, we use the cubic-splines

interpolation. In the computation, we choose M = 50 and N1 = 10.

We also consider the solutions of the boundary inverse problem with different

observation points x∗ and δ = 0.01. The dependence of the solution to the boundary

on different observation points x∗ is given in Fig. 9.

Finally, we consider solutions with different tolerated noise level δ. The solutions

with different δ are given in Fig. 10. In this computation, the observation point is
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(a) Solutions with observation point x∗ = 0.5 (b) Solutions with observation point x∗ = 0.8

Fig. 6. The exact and numerical solutions u(1, t) and observation solutions u(x∗, t)

Fig. 7. The space-time figure of numerical solutions u(x, t)

chosen to be x∗ = 0.5. From Fig. 10 we see that when the noisy reaches 10−1, the

difference between the exact and numerical solutions increases.

5. Conclusions

We proposed a numerical scheme to solve the inverse problems by the means

of the finite difference method. The numerical implementation used the linearized

approximations in time and standard finite difference procedures in space based on

a decomposition of the approximate solution. Numerical solutions to the model

problem demonstrate the convergence of the approximate solutions to the inverse

problem.
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