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ОБ ОТНОСИТЕЛЬНОЙ ОГРАНИЧЕННОСТИ

ОДНОГО КЛАССА ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

В ЛЕБЕГОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

М. Г. Гадоев, Ф. С. Исхоков

Аннотация. В пространстве Lp(�), где 1 < p < +∞ и � — произвольная (ограни-
ченная или неограниченная) область n-мерного евклидова пространства Rn, иссле-
дуется относительная ограниченность одного класса дифференциальных операто-
ров с частными производными недивергентного вида высшего порядка. Исследуе-
мые операторы имеют нестепенное вырождение вдоль всей границы области �, и
вырождение по каждой независимой переменной характеризуется с помощью раз-
ных функций.

В работах, опубликованных ранее по этому направлению, обычно сначала за-
давался исследуемый оператор в области � и затем в этой области определялись
функции, с помощью которых характеризуются вырождения коэффициентов ис-
следуемого оператора. Эти функции имели одинаковое поведение вблизи границы
по разным независимым переменным.

В отличие от этого, в настоящей работе область � и функции, которые харак-
теризуют вырождения коэффициентов дифференциального оператора, задаются в
паре друг с другом и предполагается выполнение «условия погружения», введенно-
го ранее П. И. Лизоркиным. При этом дифференцируемость функций, с помощью
которых определяется вырождение исследуемого оператора, не требуется.

Исследование относительной ограниченности дифференциальных операторов
является одним из основных направлений теории таких операторов, и результа-
ты, полученные в этом направлении, имеют широкое применение в теории вло-
жения нормированных пространств дифференцируемых функций многих перемен-
ных, теории разделимости дифференциальных операторов, спектральной теории
дифференциальных операторов и т.д.

DOI: 10.25587/SVFU.2018.1.12764

Ключевые слова: дифференциальный оператор с частными производными, несте-
пенное вырождение, относительная ограниченность операторов, разбиение едини-
цы.

0. Введение

Работа посвящена исследованию относительной ограниченности одного

класса дифференциальных операторов с частными производными недивергент-

ного вида в произвольной (ограниченной или неограниченной) области � n-

мерного евклидова пространства с нестепенным вырождением на границе обла-

сти в пространстве Lp(�). Результаты об относительной ограниченности диф-

c© 2018 Гадоев М. Г., Исхоков Ф. С.



4 М. Г. Гадоев, Ф. С. Исхоков

ференциальных операторов применяются в теории разделимости дифференци-

альных операторов, теории вложения нормированных пространств дифферен-

цируемых функций многих вещественных переменных, спектральной теории

дифференциальных операторов (см., например, [1–17] и имеющуюся в них биб-

лиографию).

В настоящей работе, так же как в работе авторов [18], область � и функции,

которые характеризуют вырождения коэффициентов дифференциального опе-

ратора, задаются в паре друг с другом и предполагается выполнение «условия

погружения», введенного П. И. Лизоркиным в работе [19]. При этом вырож-

дения коэффициентов дифференциального оператора по разным независимым

переменным характеризуются с помощью разных функций и дифференциру-

емость функций, с помощью которых определяется вырождение исследуемого

оператора, не требуется.

1. Формулировка основного результата

Пусть � — произвольное открытое множество в n-мерном евклидовом про-

странстве Rn, и пусть �(0) — единичный куб с центром в начале системы ко-

ординат. Для любой точки ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn и любого вектора ~t =

(t1, t2, . . . , tn) с положительными компонентами определим параллелепипед

�~t(ξ) равенством

�~t(ξ) = {x ∈ Rn : ((x1 − ξ1)/t1, (x2 − ξ2)/t2, . . . , (xn − ξn)/tn) ∈ �(0)}.
Пусть gj(x), j = 1, 2, . . . , n, — определенные в � положительные функции. По-

ложим �ε,~g(ξ) = �ξ~g(ξ)(ξ), где ε > 0 и ~g(ξ) = (g1(ξ), g2(ξ), . . . , gn(ξ)).

Предполагается, что множество � и функции gj(x), j = 1, 2, . . . , n, связаны

следующим условием.

(A) Существует постоянная ε0 > 0 такая, что для всех ξ ∈ � параллелепи-

пед �ε,~g(ξ) содержится в � для всех ε ∈ (0, ε0).

Условие (А) является аналогом условия погружения, введенного в [19].

В этой работе также рассмотрены примеры областей � и положительных функ-

ций gj(x), j = 1, 2, . . . , n, удовлетворяющих условию погружения.

Рассмотрим дифференциальное выражение

L(x,Dx) =
∑

|k|≤2r

ak(x)D
k
x (x ∈ �), (1)

где k = (k1, k2, . . . , kn) — мультииндекс, |k| = k1 + k2 + . . .+ kn — длина муль-

тииндекса,

Dk
x =

(
1

i

∂

∂x1

)k1(1

i

∂

∂x2

)k2
. . .

(
1

i

∂

∂xn

)kn

и i — мнимая единица.

Символом B(τ,~g, �), где τ — положительное число, обозначим класс сим-

волов

L(x, s) =
∑

|k|≤2r

ak(x)s
k (x ∈ �, s ∈ Rn)



Об относительной ограниченности 5

с измеримыми коэффициентами, удовлетворяющими следующим условиям:

(I) inf
x∈�,s∈Rn

|L(x, s)| = δ 6= 0

(II) |ak(x)sk
′ | ≤ τg

−k′′1
1 (x)g

−k′′2
2 (x) . . . g

−k′′n
n (x)|L(x, s)|

для всех x ∈ �, s ∈ Rn, k = k′ + k′′, k′′ 6= 0, |k| ≤ 2r;

(III)
∑

|k|≤2r

|(ak(x) − ak(y))s
k| ≤ τ |L(x, s)| для всех s ∈ Rn и всех x, y ∈ �

таких, что |xj − yj| < ε2gj(x), j = 1, 2, . . . , n, ε ∈ (0, ε0).

Будем писать L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), если

L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), Dl
xak(x) ∈ L∞,loc(�) (|l| ≤ |k| ≤ 2r),

и выполняется одно из следующих условий:

(IVа) L(x, Dx) — симметрическое дифференциальное выражение;

(IVб) имеет место неравенство
∑

l+k′+k′′=k,
k′′ 6=0, |k|≤2r

∣∣(Dl
xak(x)

)
g
k′′1
1 (x)g

k′′2
2 (x) . . . g

k′′n
n (x)sk

′ ∣∣ ≤ τ |L(x, s)|

для всех x ∈ �, s ∈ Rn.

Наряду с дифференциальным выражением (1) рассмотрим дифференци-

альное выражение

L(x,Dx) =
∑

|k|≤2r

bk(x)D
k
x (x ∈ �) (2)

с непрерывными коэффициентами bk(x) (x ∈ �, |k| ≤ 2r), удовлетворяющими

неравенству
∑

k′+k′′=k,
|k|≤2r

∣∣bk(x)gk
′′
1

1 (x)g
k′′2
2 (x) . . . g

k′′n
n (x)sk

′ ∣∣ ≤ N|L(x, s)| (3)

для всех x ∈ �, s ∈ Rn; N — некоторая положительная постоянная.

Теорема. Пусть существует число λ > 0 такое, что

λ−1 ≤ gj(x)

gj(y)
≤ λ, j = 1, 2, . . . , n, (4)

для всех y ∈ � и всех x ∈ �ε,~g(y), и пусть при некотором κ > 0 выполняется

неравенство ∑

|k|≤2r

|ak(x)sk| ≤ κ |L(x, s)| (5)

для всех x ∈ �, s ∈ Rn. Пусть также выполняется неравенство (3). Тогда

найдется число τ0 = τ0(r, n, p,κ, δ) > 0, 1 < p < +∞, такое, что если L(x, s) ∈
B(τ,~g, �), 0 < τ < τ∗0 , то для всех u ∈ C∞

0 (�) выполняется неравенство
∑

|k|≤2r

∥∥bk(x)Dk
xu(x); Lp(�)

∥∥ ≤ M ‖L(x,Dx)u(x); Lp(�)‖, (6)
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где M = M(r, n, p,κ,N) — некоторая положительная постоянная. Если же

L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), 0 < τ < τ∗0 , то неравенство (6) имеет место также для

всех u(x) ∈ Lp(�) таких, что L(x,Dx)u(x) ∈ Lp(�).

Напомним определение относительной ограниченности операторов в бана-

ховых пространствах. Пусть X , Y и Z — банаховы пространства и A : D(A) ⊂
X → Y , B : D(B) ⊂ X → Z — некоторые плотно определенные линейные опера-

торы. Оператор B называется ограниченным относительно оператора A (или

A-ограниченным), если D(A) ⊂ D(B) и существуют постоянные α ≥ 0, β > 0

такие, что

‖Bu;Z‖ ≤ α‖u;X‖+ β‖Au;Y ‖

для всех u ∈ D(A).

Пусть операторы (см. (1), (2))

L = L(·, D), D(L) = C∞
0 (�), и L = L(·, D), D(L) = C∞

0 (�),

допускают замыкание в пространстве Lp(�). Их замыкания обозначим через

L(p) и L(p) соответственно. Тогда в условиях сформулированной выше теоремы

если L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), 0 < τ < τ∗0 , то неравенство (6) имеет место для всех

u(x) ∈ Lp(�) таких, что L(x,Dx)u(x) ∈ Lp(�), и из этого неравенства следу-

ет ограниченность оператора L(p) относительно оператора L(p) в пространстве

Lp(�).

2. Доказательство основной теоремы

Отметим, что дифференциальные операторы L(x,Dx), символы которых

принадлежат классу B(τ,~g, �), ранее изучались в работах авторов [18, 20]. Так

же как в этих работах, здесь применяется техника, основанная на следующей

лемме о разбиении единицы области �.

Лемма 1 (см. [17, лемма 1]). Пусть область � и положительные функции

gj(x), j = 1, 2, . . . , n, удовлетворяют сформулированным выше условиям.

Тогда существуют неотрицательные функции ψ1, ψ2, . . . из класса C∞
0 (�)

такие, что

1)
+∞∑
m=1

ψ2
m(x) ≡ 1 (x ∈ �);

2) покрытие {supp ψm}+∞
m=1 области � имеет конечную кратность �(n, λ),

где λ — константа из условия (4);

3) для любого мультииндекса k существует конечное число Mk > 0 такое,

что ∣∣Dk
xψm(x)

∣∣ ≤Mkg
−k1
1 (x)g−k22 (x) . . . g−knn (x) (x ∈ �);

4) для всех x, y ∈ suppψm, m = 1, 2, . . . , выполняется неравенство

|xj − yj | < ε2gj(x), j = 1, 2, . . . , n;
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5) для любой функции f ∈ L1(�) справедливо соотношение

+∞∑

m=N

∫

�

χm(x)f(x) dx → 0, N → +∞,

где χm(x) — характеристическая функция множества suppψm.

Пусть L(x, s) ∈ B(τ,~g, �) и 0 < τ < τ0, где τ0 = τ0(n, r, p,κ) > 0 — такое

же положительное число, как в [20, теорема 1]. Тогда согласно этой теореме

замыкание L(p) оператора L = L(·, D), D(L) = C∞
0 (�), в пространстве Lp(�)

существует и имеет место равенство (см. [18, с. 21])

L(p)F(p) = E + �(p), (7)

где �(p) — замыкание в Lp(�) некоторого оператора � ∈ Lp[�] такого, что

‖�‖p ≤ 1/2, и при этом D(�(p)) = Lp(�). Здесь и далее символом Lp[�]

обозначено пространство всех линейных операторов, действующих из C∞
0 (�)

в L1(�) ∩ L∞(�), замыкания которых в пространстве Lp(�) являются ограни-

ченными операторами.

Напомним (см. [18, с. 8]), что F(p) — замыкание в Lp(�) оператора

F =

+∞∑

m=1

ψm�mψm, D(F ) = C∞
0 (�), (8)

где �m, m = 1, 2, . . . , — псевдодифференциальный оператор в Rn с символом

�m(s) = L−1
m (s) и

Lm(s) =
∑

|k|≤2r

ak(x
(m,k))sk (s ∈ Rn), (9)

{x(m,k), |k| ≤ 2r} — некоторые фиксированные точки из suppψm, m = 1, 2, . . . .

Ниже докажем неравенство

‖bkDkF‖p ≤ C1,p < +∞, |k| ≤ 2r. (10)

Используя равенство

bkD
kF =

+∞∑

m=1

ψmbkD
k�mψm +

+∞∑

m=1

[bkD
k, ψm]�mψm,

где символ [·, ·] обозначает коммутатор [T1, T2] = T1T2 − T2T1, представим опе-

ратор bkD
kF в виде

bkD
kF = F

(k)
∗ + F

(k)
∗∗ , (11)

где

F
(k)
∗ =

+∞∑

m=1

ψmbk�
(k)
m ψm, F

(k)
∗∗ =

+∞∑

m=1

[bkD
k, ψm]�mψm, (12)

�
(k)
m — псевдодифференциальный оператор в Rn с символом skL−1

m (s).
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Оценим норму оператора F
(k)
∗ . Для этого представим оператор F

(k)
∗ в виде

F
(k)
∗ =

+∞∑

m=1

ψm(bk(x) − bk(x
(m,k)))�(k)

m ψm +

+∞∑

m=1

ψmbk(x
(m,k))�(k)

m ψm.

Применяя [18, лемма 2], получаем

‖F
(k)
∗ ‖p ≤M1(C1,k + C2,k), (13)

где

C1,k = sup
m=1,2,...

∥∥ψm(bk(x) − bk(x
(m,k)))�(k)

m ψm
∥∥
p
,

C2,k = sup
m=1,2,...

∥∥ψmbk(x(m,k))�(k)
m ψm

∥∥
p
.

Также с помощью [18, лемма 2] доказывается, что
∥∥ψm(bk(x) − bk(x

(m,k)))�(k)
m ψm

∥∥
p
≤M11 sup

∣∣(bk(x) − bk(x
(m,k)))skL−1

m (s)
∣∣.

В этих неравенствах верхняя грань берется по x ∈ suppψm, s ∈ Rn. Отсюда в

силу непрерывности коэффициентов bk(x), |k| ≤ 2r, и условия (3) следует, что
∥∥ψm(bk(x) − bk(x

(m,k)))�(k)
m ψm

∥∥
p
≤ M1, (14)

где M1 — некоторое конечное положительное число.

Из условия (3), в частности, следует, что

|bk(x)sk| ≤ N|L(x, s)|, |k| ≤ 2r,

для всех x ∈ �, s ∈ Rn. Следовательно,

|bk(x(m,k))sk| ≤ N|L(x(m,k), s)|, |k| ≤ 2r, m = 1, 2, . . . ,

для всех s ∈ Rn.

Согласно неравенству (16) из работы [18]

|L(x, s)| ≤ 2|Lm(s)| ≤ 3|L(x, s)|, s ∈ Rn, x ∈ suppψm, m = 1, 2, . . . . (15)

Отсюда следует, что

|L(x(m,k), s)| ≤ 2|Lm(s)| ≤ 3|L(x(m,k), s)|, s ∈ Rn, m = 1, 2, . . . .

Поэтому ∣∣bk(x(m,k))skL−1
m (s)

∣∣ ≤ 2N, |k| ≤ 2r, m = 1, 2, . . . , (16)

для всех s ∈ Rn.

Отметим, что в силу [18, лемма 3] для нормы псевдодифференциального

оператора �
(k)
m имеет место следующее неравенство:

∥∥�(k)
m

∥∥
p
≤Mp sup

s∈Rn

∣∣skL−1
m (s)

∣∣.

Отсюда и из (16) следует, что
∥∥ψmbk(x(m,k))�(k)

m ψm
∥∥
p
≤ 2N (17)
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для всех |k| ≤ 2r, m = 1, 2, . . . .

В силу доказанных неравенств (14), (17) из (13) получим следующую оцен-

ку для нормы оператора F
(k)
∗ :

‖F
(k)
∗ ‖p ≤M1,p(M1 + 2N). (18)

Переходим к оценке нормы оператора (см. (12)) F
(k)
∗∗ . Так как

[bkD
k, ψm] = bk(x)D

k(ψm(x)) − ψm(x)bk(x)D
k,

имеет место представление

F
(k)
∗∗ =

+∞∑

m=1

∑

k′+k′′=k,

k′ 6=0

C(k′, k′′)bk(x)ψ
(k′)
m �(k′′)

m ψm,

где C(k′, k′′) — постоянные числа, ψ
(k′)
m (x) = Dk′

x ψm(x) и �
(k′′)
m — псевдодиффе-

ренциальный оператор в Rn с символом sk
′′

L−1
m (s). Отсюда в силу [18, лемма 2]

следует, что

‖F
(k)
∗∗ ‖p ≤ �1/p(n, λ)

∑

k′+k′′=k,

k′ 6=0

C
(k)
(k′,k′′), (19)

где

C
(k)
(k′,k′′) = sup

m=1,2,...

∥∥bk(x)ψ(k′)
m �(k′′)

m ψm
∥∥
p
. (20)

В силу [18, лемма 3] имеем
∥∥bk(x)ψ(k′)

m �(k′′)
m ψm

∥∥
p
≤ sup
x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣ψ(k′)
m (x)bk(x)s

k′′L−1
m (s)

∣∣.

Применяя неравенство (15) и п. 3 леммы 1, получим

sup
x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣ψ(k′)
m (x)bk(x)s

k′′L−1
m (s)

∣∣

≤M21 sup
x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣bk(x)gk
′
1

1 (x)g
k′2
2 (x) . . . g

k′n
n (x)sk

′′

L−1
m (s)

∣∣

≤M22 sup
x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣bk(x)gk
′
1

1 (x)g
k′2
2 (x) . . . g

k′n
n (x)sk

′′

L−1(x, s)
∣∣.

Отсюда в силу условия (3) следует, что

sup
x∈suppψm

sup
s∈Rn

|ψ(k′)
m (x)bk(x)s

k′′L−1
m (s)| ≤M22N < +∞.

Таким образом (см. (19), (20)), существует конечное положительное число M2,p,

1 < p < +∞, такое, что

‖F
(k)
∗∗ ‖p ≤ M2,p (21)

для всех мультииндексов k таких, что |k| ≤ 2r.

В силу представления (11) из (18), (21) следует неравенство (10).

Пусть u(x) — произвольная функция из класса C∞
0 (�). Тогда существует

функция (см. (8)) v(x) ∈ C∞
0 (�) такая, что Fv = u. Используя равенство (7),
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имеем Lu = LFv = (E+� )v. Так как � ∈ Lp[�] и ‖�‖p ≤ 1/2, то v = (E+� )−1Lu.

Отсюда и из неравенства (10) имеем

‖bkDku;Lp(�)‖ = ‖bkDkFv;Lp(�)‖ ≤ C1,p‖v;Lp(�)‖
= C1,p‖(E + � )−1Lu;Lp(�)‖ ≤ C1,p‖(E + � )−1‖p‖Lu;Lp(�)‖.

Так как (E + � )−1 — ограниченный оператор, то

‖bkDku;Lp(�)‖ ≤ C2,p‖Lu;Lp(�)‖ (u ∈ C∞
0 (�)), (22)

где C2,p — положительная постоянная. Следовательно,
∑

|k|≤2r

∥∥bk(x)Dk
xu(x);Lp(�)

∥∥ ≤ M‖L(x,Dx)u(x);Lp(�)‖

для всех u ∈ C∞
0 (�), т. е. неравенство (6) в случае u ∈ C∞

0 (�) доказано.

Таким образом, первая часть утверждения основной теоремы доказана.

Для доказательства второй части вводим пространство Wp,L(�), которое со-

стоит из всех функций u(x) ∈ Lp(�) таких, что L(x,Dx)u(x) ∈ Lp(�). Норма в

Wp,L(�) определяется равенством

‖u;Wp;L(�)‖ =

{∫

�

|u(x)|p dx+

∫

�

|L(x,Dx)u(x)|p dx
}1/p

.

Если L(x, s) ∈ B(τ,~g, �) и 0 < τ < τ0, где τ0 = τ0(n, r, p,κ) > 0 — та-

кое же положительное число, как в [18, теорема 1], то согласно этой теореме

замыкание L(p) оператора L = L(·, D), D(L) = C∞
0 (�), в пространстве Lp(�)

существует. Пусть u ∈ D(L(p)). Тогда существует последовательность функций

u1(x), u2(x), . . . из класса C∞
0 (�) такая, что uj −→

p
u, Luj −→

p
L(p)u. Из (22)

следует, что

‖bkDk(ui − uj);Lp(�)‖ ≤ C2,p‖L(ui − uj);Lp(�)‖. (23)

Поэтому для произвольного ε > 0

‖Dk(ui − uj);Lp(�ε)‖ −→ 0 (i, j −→ +∞), (24)

где �ε = {x ∈ � : |bk(x)| > ε}. Так как uj −→
p

u, из (24) следует, что в �ε су-

ществует обобщенная производная Dk
xu(x) в смысле С. Л. Соболева. Отсюда в

силу произвольности ε > 0 и непрерывности коэффициентов bk(x), |k| ≤ 2r, сле-

дует, что обобщенная производная Dk
xu(x) в смысле С. Л. Соболева существует

в множестве �0 = {x ∈ � : bk(x) 6= 0}. Учитывая это и переходя к пределу при

j −→ +∞ в неравенстве (23), получим

‖bkDku− bkD
kui;Lp(�ε)‖ ≤ C2,p‖L(u− ui);Lp(�)‖.

Отсюда в силу произвольности ε > 0 имеем

‖bkDku− bkD
kui;Lp(�)‖ ≤ C2,p‖L(u− ui);Lp(�)‖.
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Следовательно, если переходить к пределу при j −→ +∞ в неравенстве
∑

|k|≤2r

∥∥bk(x)Dk
xui(x);Lp(�)

∥∥ ≤ M‖L(x,Dx)ui(x);Lp(�)‖,

то получим неравенство (6) для всех u ∈ D(L(p)).

Ниже докажем, что в условиях теоремы найдется число t0 = t(r, n, p,κ)

такое, что если 0 < τ < t0 и L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), то

D(L(p)) = Wp,L(�). (25)

Поэтому в этом случае неравенство (6) имеет место для всех u(x) ∈ Lp(�) та-

ких, что L(x,Dx)u(x) ∈ Lp(�). Таким образом, для завершения доказательства

основной теоремы осталось доказать равенство (25).

Обозначим через L′(x, s) символ дифференциального выражения L′(x,Dx),

сопряженного к дифференциальному выражению L′(x,Dx). Непосредственны-

ми вычислениями можно убедиться в том, что если L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), 0 < τ <

µ, где µ — некоторое малое число, зависящее только от r и n, то L′(x, s) ∈
B
(

8τ
µ , ~g, �

)
. Если же при этом выполняется неравенство (5), то

∑

|k|≤2r

|a′k(x)sk| ≤ κ
′|L′(x, s)| (x ∈ �, s ∈ Rn),

где κ′ = 4κ + 3 и a′k(x) — коэффициенты символа L′(x, s).

Таким образом, к дифференциальным операторам L = L(x,Dx), D(L) =

C∞
0 (�), и L′ = L′(x,Dx), D(L′) = C∞

0 (�), можно применить результаты работы

[18], согласно которым можно подобрать положительное число t1 = t1(r, n, p,κ)

такое, что если L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), то (см. [18, с. 21, 22])

R(L(p)) = Lp(�), kerL(p) = ∅; R(L′
(q)) = Lq(�), kerL′

(q) = ∅, 1/p+ 1/q = 1.

Отсюда в силу [2, лемма 2.6, п. (в)] следует равенство (L′
(q))

∗ = L(p). Поэтому

из [2, лемма 2.6, п. (г)] следует, что u(x) ∈ D((L′
(q))

∗) = D(L(p)) тогда и только

тогда, когда u(x) ∈ Lp(�) и обобщенная функция

(L(x,Dx)u)(x) =
∑

|k|≤2r

ak(x)D
k
xu(x)

принадлежит пространству Lp(�), т. е. имеет место равенство (25).

Основная теорема доказана.
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ФРЕДГОЛЬМОВА РАЗРЕШИМОСТЬ ПЕРВОЙ

КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

СМЕШАННОГО ТИПА ВТОРОГО ПОРЯДКА

СО СПЕКТРАЛЬНЫМ ПАРАМЕТРОМ

И. Е. Егоров, Е. С. Ефимова, И. М. Тихонова

Аннотация. В цилиндрической области пространства Rn+1 для уравнения сме-
шанного типа второго порядка со спектральным параметром изучается первая кра-
евая задача. Для уравнений смешанного типа второго порядка ранее были полу-
чены лишь результаты разрешимости различных краевых задач в двумерной обла-
сти. Постановку корректной краевой задачи для уравнений смешанного типа впер-
вые предложил В. Н. Врагов. Одним из условий корректности является условие
неотрицательности спектрального параметра. В этой работе анализируется случай
комплексного спектрального параметра. При определенных условиях на коэффи-

циенты уравнения получены априорные оценки. С их помощью доказана теорема
существования и единственности решения первой краевой задачи в энергетическом
классе. Получены достаточные условия фредгольмовой разрешимости первой кра-
евой задачи в энергетическом классе.

DOI: 10.25587/SVFU.2018.1.12765

Ключевые слова: уравнение смешанного типа, априорная оценка, условия орто-
гональности.

Фредгольмова разрешимость краевых задач для уравнений смешанного ти-

па со спектральным параметром изучалась во многих работах [1–14]. В ос-

новном интересные результаты были получены для модельных уравнений сме-

шанного типа со спектральным параметром на плоскости [1, 4, 5]. При этом

установлены теоремы единственности решений краевых задач для уравнений

смешанного типа со спектральным параметром, найдены собственные значения

и собственные функции этих задач для специальных областей на плоскости.

Наиболее полную библиографию по данной теме можно найти в [1, 2, 4, 5, 9].

Исследование спектральных задач, возникающих при исследовании разре-

шимости локальных и нелокальных краевых задач, представляется актуаль-

ным, поскольку возникающие задачи имеют особенности, не позволяющие при-

менить известные результаты.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(договор № 16–31–00430).

c© 2018 Егоров И. Е., Ефимова Е. С., Тихонова И. М.
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В данной работе исследуется первая краевая задача для уравнения смешан-

ного типа второго порядка со спектральным параметром в многомерном случае.

При этом спектральный параметр является комплексным числом.

Пусть � — ограниченная область в Rn с границей S ∈ C1, �t = �×{t} для

0 ≤ t ≤ T , ST = S × (0, T ), Q = �× (0, T ).

В цилиндрической области Q рассмотрим уравнение смешанного типа

Lu− λu = f(x, t), (1)

где

Lu ≡ k(x, t)utt −�u+ a(x, t)ut + c(x)u,

λ ∈ C, u = Reu+ i Imu.

Будем предполагать, что коэффициенты дифференциального оператора

L — вещественные достаточно гладкие функции в Q.

Введем множества

P±
0 = {(x, 0) : k(x, 0) ≷ 0, x ∈ �}, P±

T = {(x, T ) : k(x, T ) ≷ 0, x ∈ �}.

Краевая задача. Найти решение уравнения (1) в области Q такое, что

u|ST = 0, u|t=0 = 0, ut|P+

0

= 0, u|
P

−
T

= 0. (2)

Пусть CL — класс комплекснозначных функций из W 2
2 (Q), удовлетворяю-

щих условиям (2). Через CL∗ обозначим класс комплекснозначных функций из

W 2
2 (Q), удовлетворяющих сопряженным краевым условиям

v|ST = 0, v|
P

−
0

= 0, v|t=T = 0, vt|P+

T
= 0, (2∗)

причем

L∗v ≡ k(x, t)vtt −�v + a∗vt + c∗v, v ∈ CL∗ ,

a∗ = 2kt − a, c∗ = c+ ktt − at.

Рассмотрим известное пространство Соболева W 1
2 (Q) [15] со скалярным

произведением

(u, v)1 =

∫

Q

[
uv̄ +

n∑

i=1

uxi v̄xi + utv̄t

]
dQ, ‖u‖2

1 = (u, u)1 ∀u, v ∈W 1
2 (Q),

и пространство L2(Q), в котором

(u, v) =

∫

Q

uv̄ dQ, ‖u‖2 = (u, u), u, v ∈ L2(Q).

Пусть W̃ 1
2 (Q) (соответственно Ŵ 1

2 (Q)) — пополнение класса CL (CL∗) по норме

пространства Соболева W 1
2 (Q).
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Определение 1. Функцию u ∈ L2(Q) будем называть сильным решением

краевой задачи (1), (2), если существует последовательность функций um ∈ CL
такая, что

lim
m→∞

‖um − u‖ = lim
m→∞

‖Lum − λum − f‖ = 0, f ∈ L2(Q).

Определение 2. Функция u(x, t) ∈ W̃ 1
2 (Q) называется обобщенным реше-

нием первой краевой задачи (1), (2), если выполнено интегральное тождество

a(u, v) − λ(u, v) = (f, v) (3)

для любых v ∈ Ŵ 1
2 (Q), f ∈ L2(Q) и

a(u, v) ≡
∫

Q

[
−kutv̄t +

n∑

k=1

uxk
v̄xk

+ (a− kt)utv̄ + cuv̄

]
dQ.

Аналогично даются определения сильного решения и обобщенного решения

сопряженной краевой задачи для уравнения

L∗v − λ̄v = g, g ∈ L2(Q),

с краевыми условиями (2∗).

В силу равенства

(Lu, v) = (u, L∗v), u ∈ CL, v ∈ CL∗ ,

оператор L с областью определения CL допускает замыкание L = A в простран-

стве L2(Q). Для положительных чисел δ1, µ и c0 введем множество

D(δ1, µ, c0) = {λ ∈ C : Reλ ≤ c0 − δ−1
1 µ2(Imλ)2, Reλ ≤ 0}.

Лемма 1. Пусть коэффициент c(x) достаточно большой и выполнены усло-

вия

k(x, T ) < 0, c(x) ≥ 2c0, a− 1

2
kt ≥ δ > 0.

Тогда существуют положительные числа δ1, µ и при λ ∈ D(δ1, µ, c0) имеет место

неравенство

‖u‖1 ≤ c2‖Au− λu‖, c2 > 0, (4)

для всех функций u ∈ D(A− λE).

Доказательство. Для любой функции u ∈ CL рассмотрим выражение∫

Q

(Lu− λu)(ϕ(t)ūt + ψ(t)ū) dQ,

где ϕ(t), ψ(t) — неотрицательные бесконечно дифференцируемые функции. По-

сле интегрирования по частям с учетом краевых условий (2) имеем

Re

∫

Q

(Lu− λu)(ϕūt + ψū) dQ =

∫

Q

{[(
a− 1

2
kt

)
ϕ− k

(
ψ +

1

2
ϕt

)]
|ut|2

+

(
ψ − 1

2
ϕt

) n∑

k=1

|uxk
|2 +

[
−Reλ

(
ψ − 1

2
ϕt

)
+

(
ψ − 1

2
ϕt

)
c

]
|u|2

+ ϕ Imλ Im(uūt) + [(a− kt)ψ − kψt] Re(utū)

}
dQ+ I, (5)
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где

I =
1

2

∫

�

kϕ|ut|2 dx
∣∣∣∣
t=T

t=0

.

Выберем число T0 так, что −k(x, t) ≥ k0 > 0, t ∈ [T0, T ], T0 < T . Будем

считать, что ϕ(t) = µ > 0 при 0 ≤ t ≤ T0, ϕ(T ) = 0 и ϕt ≤ 0. Положим

ψ = −1

2
ϕt + 1.

Далее, выберем µ так, чтобы

δµ− max |k| ≥ δ > 0. (6)

Тогда в силу условий леммы 1 и неравенства Коши имеем
(
a− 1

2
kt

)
ϕ− k

(
ψ +

1

2
ϕt

)
≥ min{δµ, k0} = δ1,

∣∣∣∣
∫

Q

ϕ Imλ Im(uūt)

∣∣∣∣ ≤
1

δ1
µ2(Im λ)2

∫

Q

|u|2 dQ+
δ1
4

∫

Q

|ut|2 dQ,

∣∣∣∣
∫

Q

[(a− kt)ψ − kψt] Re(utū) dQ

∣∣∣∣ ≤
δ1
4

∫

Q

|ut|2 dQ

+
1

δ1

∫

Q

[(a− kt)ψ − kψt]
2|u|2 dQ.

Пусть c0 удовлетворяет условию

c0 − δ−1
1 [(a− kt)ψ − kψt]

2 ≥ δ2 > 0.

С другой стороны, имеем

I = −1

2
µ

∫

P−
0

k|ut|2 dx| ≥ 0.

Тогда при λ ∈ D(δ1, µ, c0) из соотношения (5) следует априорная оценка (4).

Лемма 1 доказана.

Введем множество

D∗(δ∗1 , µ
∗, c∗0) = D(δ∗1 , µ

∗, c∗0)

при k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0,

D∗(δ∗1 , µ
∗, c∗0) =

{
λ ∈ C : Reλ ≤ c∗0 −

1

δ∗1µ
∗
(Imλ)2

}

при k(x, 0) ≥ 0, k(x, T ) < 0.
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Лемма 2. Пусть коэффициент c(x) достаточно большой, выполнены усло-

вия

a− 3

2
kt ≥ δ > 0, c∗(x) ≥ 2c∗0

и имеет место один из следующих случаев:

k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0 либо k(x, 0) ≥ 0, k(x, T ) < 0.

Тогда при λ ∈ D∗(δ∗1 , µ
∗, c∗0) имеет место неравенство

‖v‖1 ≤ c∗2‖(A∗ − λ̄E)v‖, c∗2 > 0, (7)

для всех функций v ∈ D(A∗ − λE), причем параметры δ∗1 , µ∗ выбираются в

зависимости от вышеназванных случаев.

Доказательство. Для функций v ∈ CL∗ после интегрирования по частям

с учетом краевых условий (2*) имеем

Re

∫

Q

(L∗v − λ̄v)(−ϕv̄t + ψv̄) dQ =

∫

Q

{[(
a− 3

2
kt

)
ϕ− k

(
ψ − 1

2
ϕt

)]
|vt|2

+

(
ψ+

1

2
ϕt

) n∑

k=1

|vxk
|2 +

[
−Reλ

(
ψ+

1

2
ϕt

)
+

(
ψ+

1

2
ϕt

)
c∗
]
|v|2 −ϕ Imλ Im(vv̄t)

+ [(kt − a)ψ − kψt] Re(vtv̄)

}
dQ+ I, (8)

где

I = −1

2

∫

�

kϕ|vt|2 dx
∣∣∣∣
t=T

t=0

.

Рассмотрим случай k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0. Выберем число t0 < T так,

чтобы −k(x, t) ≥ k1 > 0, t ∈ [0, t0]. Пусть функция ϕ(t) удовлетворяет условиям

ϕ(0) = 0, ϕt ≥ 0, ϕ(t) = µ∗, t0 ≤ t ≤ T,

причем для µ∗ = µ выполнено (6). Положим ψ = 1
2ϕt + 1.

Снова имеем неравенство(
a− 3

2
kt

)
ϕ− k

(
ψ − 1

2
ϕt

)
≥ min{δµ, k1} = δ1.

Будем считать, что для c∗0 выполнено условие

c∗0 − (δ∗1)−1[(kt − a)ψ − kψt]
2 ≥ δ2 > 0.

Также имеем

I = −µ
∗

2

∫

�T

kϕ|vt|2 dx ≥ 0.

Теперь при λ ∈ D∗(δ1, µ, c
∗
0) из соотношения (8) получаем априорную оценку

(7).

Пусть имеет место случай k(x, 0) ≥ 0, k(x, T ) < 0. В равенстве (8) положим

ϕ(t) = e2µ
∗t, ψ(t) ≡ 0. Выбираем µ∗ > 0 так, чтобы

a− 3

2
kt + µ∗k ≥ δ

2
= δ∗1 .

В этом случае снова имеем I ≥ 0. Тогда априорная оценка (7) следует из (8)

для λ ∈ D∗(δ∗1 , µ
∗, c∗0). Лемма 2 доказана.
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Теорема 1. Пусть выполнены условия лемм 1, 2 и

λ ∈ D(δ1, µ, c0) ∩D∗(δ∗1 , µ
∗, c∗0).

Тогда для любой функции f ∈ L2(Q) существует и притом единственное сильное

решение краевой задачи (1), (2) из D(A− λE).

Доказательство. Из априорной оценки (7) следует, что N(A∗− λ̄E) = 0.

Отсюда непосредственно имеем R(A− λE) = L2(Q). С другой стороны, в силу

априорной оценки (4)

R(A− λE) = R(A− λE).

Тогда уравнение Au − λu = f везде разрешимо. Единственность искомого ре-

шения следует из леммы 1. Теорема 1 доказана.

Отметим, что сильное решение краевой задачи (1), (2) из D(A − λE), га-

рантированное теоремой 1, является обобщенным решением краевой задачи (1),

(2) из пространства W̃ 1
2 (Q).

Краевая задача, сопряженная к задаче (1), (2), имеет вид

L∗v − λ̄v = g(x, t), (x, t) ∈ Q, (1∗)

с краевыми условиями (2∗).

Теорема 2. Пусть выполнены условия лемм 1, 2 и

λ ∈ D(δ1, µ, c0) ∩D∗(δ∗1 , µ
∗, c∗0).

Тогда для любой функции g ∈ L2(Q) существует и притом единственное сильное

решение краевой задачи (1∗), (2∗) из D(A∗ − λ̄E).

Доказательство теоремы 2 проводится аналогично доказательству тео-

ремы 1.

Следуя [2], введем энергетические классы

V 1
L (Q) = D(A− λE), V 1

L∗(Q) = D(A∗ − λ̄E)

для операторов

Aλ = A− λE, A∗
λ = A∗ − λ̄E.

Лемма 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда имеет место равен-

ство (
A−1
λ

)∗
= (A∗

λ)
−1.

Доказательство. В силу теорем 1, 2 справедливо равенство

(Aλu, v) = (u,A∗
λv) u ∈ V 1

L (Q), v ∈ V 1
L∗(Q).

В этом равенстве положим

ϕ = Aλu, ψ = A∗
λv.

На основании теорем 1, 2 оно принимает вид

(ϕ, (A∗
λ)

−1ψ) =
(
A−1
λ ϕ, ψ

)
=
(
ϕ,
(
A−1
λ

)∗
ψ
)
, ϕ, ψ ∈ L2(Q),

откуда

(A∗
λ)

−1ψ = (A−1
λ )∗ψ, ψ ∈ L2(Q).

Лемма 3 доказана.
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Теорема 3. Пусть выполнены условия лемм 1, 2. Тогда имеют место сле-

дующие утверждения.

1. Краевая задача (1), (2) однозначно разрешима в V 1
L (Q) кроме не более

чем счетного множества {λk}, причем единственной предельной для {λk} точ-

кой может быть λ = ∞. Наряду с λk в спектр краевой задачи (1), (2) входит λ̄k.

При значениях λ = λk из спектра задачи (1), (2) однородная краевая задача (1),

(2) имеет нетривиальные решения в V 1
L (Q), причем каждому λk соответствует

конечное число nk линейно независимых решений.

2. Числа {λk}, {λ̄k} являются собственными значениями сопряженной кра-

евой задачи (1∗), (2∗), причем λ̄k имеет кратность nk и соответствующие соб-

ственные функции vkj , j = 1, nk, принадлежат V 1
L∗ . Для разрешимости краевой

задачи (1), (2) при λ = λk необходимо и достаточно выполнения условий орто-

гональности

(f, vkj ) = 0, j = 1, nk.

Доказательство. Краевая задача (1), (2) эквивалентна операторному

уравнению

Aλ0
u ≡ Au − λ0u = (λ− λ0)u + f. (9)

При

λ0 ∈ D(δ1, µ, c0) ∩D∗(δ∗1 , µ
∗, c∗0)

оператор Aλ0
по теореме 1 имеет ограниченный обратный A−1

λ0
, действующий из

L2(Q) в V 1
L (Q). Поэтому операторное уравнение (9) эквивалентно уравнению

u = (λ − λ0)A
−1
λ0
u+A−1

λ0
f. (10)

В силу вполне непрерывности вложения V 1
L (Q) в L2(Q) заключаем, что

A−1
λ0

— вполне непрерывный оператор из L2(Q) в L2(Q). Тем самым доказано

утверждение 1 теоремы 3.

Заметим, что сопряженная краевая задача (1∗), (2∗) эквивалентна опера-

торному уравнению

v = (λ̄− λ̄0)(A
∗
λ0

)−1v + (A∗
λ0

)−1g. (11)

В силу леммы 3 однородное уравнение (11) является сопряженным к однород-

ному уравнению (10).

Для разрешимости уравнения (9) при λ = λk необходимо и достаточно

выполнения условий ортогональности
(
A−1
λ0
f, vkj

)
= 0, j = 1, nk.

Отсюда получаем

0 =
(
f,
(
A−1
λ0

)∗
vkj
)

=
(
f,
(
A∗
λ0

)−1
vkj
)

=
1

λ̄k − λ̄0

(f, vkj ).

Теорема 3 доказана.

Замечание. Случаи k(x, 0) < 0, k(x, T ) > 0 или k(x, 0) ≥ 0, k(x, T ) > 0

рассмотрены в [9].
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Аннотация. Описание динамики некоторых финансовых событий может быть
связано со стохастическими дифференциальными уравнениями Ито (СДУ). В ра-
боте рассматриваются финансовые модели, которые имеют случайные возмущения,
вызванные винеровским и пуассоновским процессами. Построение программных
управлений с вероятностью 1 (РСР1) основано на понятии первого интеграла для
стохастических динамических систем диффузионного типа со скачками, описыва-

емых уравнениями Ито. В качестве примеров построения PCP1 рассматриваются
два вида финансовых моделей: модель инвестиционного портфеля (диффузионная)
и модель процентных ставок (диффузионная со скачками). Приведенные примеры
сопровождаются численным моделированием.
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Ключевые слова: программное управление с вероятностью 1, диффузионное
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Введение

Поведение реального объекта, функционирующего в условиях естественных

шумов, характеризуется некоторой неопределенностью, кроме того, в системах

управления сложными системами обычно участвуют люди, для которых ха-

рактерна некоторая неопределенность поведения. Описание таких систем при

помощи детерминистских подходов не всегда отражает действительную карти-

ну функционирования объекта [1]. Если детерминированной моделью процесса

является дифференциальное уравнение

dX(t) = A(t,X(t)) dt,

то для получения модели, испытывающей сильные возмущения, вызванные

диффузией и скачками, возможно представление в виде обобщенного стоха-

стического дифференциального уравнения Ито (диффузионного уравнения со

скачками)

dX(t) = A(t,X(t)) dt+B(t,X(t)) dW (t) +

∫
G(t,X(t), γ)ν(dt, dγ), (1)

где W (t) — винеровский процесс, ν(t,�γ) — стандартный пуассоновский про-

цесс.

c© 2018 Карачанская Е. В., Петрова А. П.
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Рассмотрение систем управления с винеровcкими и пуассоновскими возму-

щениями обусловлено наличием белых шумов различной интенсивности и тем

фактом, что в случайные моменты времени система может испытывать скачки.

Описание динамики некоторых финансовых событий может быть связа-

но со стохастическими дифференциальными уравнениями Ито (см., например,

[2–4]). Область применения СДУ постоянно растет: финансовая математика и

экономика, задачи управления [5–7], статистическая физика [8, 9], экология [10],

другие открытые системы и т. д.

Обязательное сохранение (с вероятностью 1) необходимых свойств, которые

можно рассматривать как первые интегралы стохастических систем [11, 12], при

любых сильных возмущениях будет определяться программным управлением с

вероятностью 1 [13].

Определение 1 [14]. Программным управлением с вероятностью 1 (PCP1

— Programmed Control with Probability 1) будем называть такое управление в

стохастической системе с сильными возмущениями, которое с вероятностью,

равной 1, обеспечивает постоянство характеристик, зависящих от положения

системы, в любой момент времени.

1. О построении РСР1 при внесении

управления в диффузионную часть

Основу для построения PCP1 дает следующая

Теорема 1 [16]. Пусть F (t,X, ω) — случайная функция, F (t,X) ∈ C 1,2
t,X и

X(t) — решение системы СДУ

dX(t) = A(t,X(t)) dt+B(t,X(t))dW (t) +

∫
G(t,X(t), γ)ν(dt, dγ), t ≥ 0,

X(0) = X0,
(2)

где X ∈ Rn, n ≥ 2; W (t) — m-мерный винеровский процесс; ν(t,�γ) — одно-

родная по t мера Пуассона, винеровские процессы Wk(t) и пуассоновская мера

ν([0;T ],A ), заданные на вероятностном пространстве (�,F , P ), Ft-измеримы

для любых t > 0 и множества A из σ-алгебры B борелевских множеств про-

странства Rn
′

и взаимно независимы. Пусть H(t,X) — матрица следующего

вида:

H(t,X) =




~e0 ~e1 . . . ~en
∂F (t,X)

∂t
∂F (t,X)
∂x1

. . . ∂F (t,X)
∂xn

f20 f21 . . . f2n
. . . . . . . . . . . .
fn,0 fn,1 . . . fn,n


 , (3)

где

fij = fij(t,X) =
∂fi(t,X)

∂xj
, i = 2, n, j = 1, n, fi0 = fi0(t,X) =

∂fi(t,X)

∂t
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— произвольные функции. Если случайная функция F (t,x, ω) является стоха-

стическим первым интегралом системы (2), то коэффициенты уравнения (2) и

неслучайная функция F (t,X)1) связаны следующими соотношениями:

1) коэффициенты

Bk(t,X) =

n∑

i=1

bik(t,X)~ei, k = 1,m,

— столбцы матрицы B(t,X) — принадлежат множеству функций Bk(t,X) ∈
{q00 ·detM(t,X)}, где M(t,X) — минор, соответствующий элементу hn+1,0 мат-

рицы (3);

2) коэффициент A(t,X) принадлежит множеству функций, определяемых

условием

A(t,X) ∈
{
R(t,X) +

1

2

n∑

k=1

[
∂Bk(t,X)

∂X

]
· Bk(t,x)

}
,

где R(t,X) — матрица-столбец, компоненты которой ri(t,x), i = 1, n, определя-

ются следующим образом:

C−1(t,X) · detH(t,X) = ~e0 +

n∑

i=1

ri(t,X)~ei;

C(t,X) — алгебраическое дополнение элемента ~e0 матрицы H(t,X) и detC(t,X)

6= 0;
[∂Bk(t,X)

∂X

]
— матрица Якоби для векторной функции Bk(t,X);

3) коэффициент

G(t,X, γ) =

n∑

i=1

gi(t,X, γ)~ei

при пуассоновской мере определяется представлением

G(t,X, γ) = Y (t,X, γ) −X,

где Y (t,X, γ) — решение системы дифференциальных уравнений

∂Y (·, γ)
∂γ

= det




~e1 ~e2 · · · ~en
∂F (t,Y (·,γ))

∂Y1

∂F (t,Y (·,γ))
∂Y2

· · · ∂F (t,Y (·,γ))
∂Yn

ϕ31(t, Y (·, γ)) ϕ32(t, Y (·, γ)) · · · ϕ3n(t, Y (·, γ))
· · · · · · · · · · · ·

ϕn1(t, Y (·, γ)) ϕn2(t, Y (·, γ)) · · · ϕnn(t, Y (·, γ))



,

удовлетворяющее начальному условию Y (t,X, γ)
∣∣
γ=0

= X .

Относительно произвольных функций fij = fij(t,X), ϕij = ϕij(t, Y (·, γ))
полагаем, что они выбраны таким образом, чтобы каждое семейство функций{
fi
}
,
{
ϕi
}
, определяемое условиями

fij(t,X) =
∂fi(t,X)

∂xj
, ϕij(t, Y (·, γ)) =

∂ϕi(t, Y (·, γ))
∂Yj

,

1)В случае, когда рассматриваем конкретную реализацию, т. е. параметр ω в дальней-
шем не влияет, неслучайную функцию F (t,X) можно считать детерминированным первым
интегралом стохастической системы.
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составляло вместе с функцией F (t,X) совокупность независимых функций.

Ранее рассмотренные задачи построения PCP1 относились к задачам с

управлением в детерминированной части, при этом множители при винеров-

ском процессе определялись при построении системы стохастических диффе-

ренциальных уравнений [13, 14]. Особенностью большинства стохастических

моделей в экономике является то, что в них известен коэффициент диффузии

(дисперсия волатильности). В финансовых моделях управление часто входит и

в диффузионную часть:

dXi(t) = α(t,X(t), u(t,X(t))) dt+

m∑

k=1

βik(t,X(t), u(t,X(t))) dWk(t)

+

∫
gi(t,X(t), γ)ν(dt, dγ), i = 1, . . . , n, (4)

что связано с возможностью регулирования волатильности, поэтому рассмот-

рим задачи построения программного управления с вероятностью 1 для подоб-

ных финансовых моделей.

Теорема 2. Пусть случайный процесс X(t) = ‖Xi(t)‖ ∈ Rn является реше-

нием системы уравнений вида (4), где W (t) = ‖Wk(t)‖, Wk(t), k = 1, . . . ,m, —

одномерные независимые винеровские процессы, ν(t,�) — стандартная пуассо-

новская мера, A(t, x) = ‖Ai(t, x)‖, Ai(t, x) ∈ C 1,2
t,x , B(t, x) = ‖Bik(t, x)‖, Bik(t, x) ∈C 1,2

t,x , G(t, x, γ) = ‖Gi(t, x, γ)‖, Gi(t, x, γ) ∈ C 1,2,1
t,x,γ . Если функция F (t,X(t)),

F (t, x) ∈ C 1,2
t,x , должна при любых t принимать значение, равное F (t0, X(t0)),

на любых траекториях решений уравнения (4), то возможно построение про-

граммных управлений с вероятностью 1 для этой системы. При этом макси-

мальное число управлений детерминированной частью равно n, максимальное

число управлений диффузионной части — nm.

Доказательство. Для построения программного управления с вероятно-

стью 1 в экономической модели вида (4) необходимо внесение управления одно-

временно в стохастическую и детерминированную части. Функцию F (t,X(t))

будем интерпретировать как первый интеграл этой системы уравнений Ито [15].

Систему (4) можно записать в векторной форме

dX(t) = α(t,X(t), u(t,X(t))) dt+ β(t,X(t), u(t,X(t))) dW (t)

+

∫
g(t,x(t), γ)ν(dt, dγ). (5)

По известной функции F (t,X(t)), трактуемой как первый интеграл систе-

мы СДУ Ито [15], строится система уравнений в соответствии с теоремой 1:

dX(t) = A(t,X(t)) dt+B(t,X(t)) dW (t) +

∫
G(t,X(t), γ)ν(dt, dγ). (6)

Сопоставление коэффициентов уравнений (6) и (5) (в силу выполнения

условий существования и единственности решения СДУ (6)) позволяет опре-

делить искомые управления. В системе (6) определяются как коэффициенты в
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детерминированной части, так и коэффициенты в диффузионной части. Для

возможности применения теоремы 1 без изменения при этом смысла исходной

управляемой системы необходимо введение управления в детерминированную

часть всех n уравнений. Таким образом, максимальное количество управлений

для детерминированной части равно n. В стохастической части вектор-столбец

B(t,X(t)) с n элементами умножается на m-мерный винеровский процесс W (t).

Рассуждая аналогично предыдущему, можно обнаружить, что общее количе-

ство слагаемых в стохастической части будет равно nm. Таким образом, мак-

симальное количество управлений в нем будет nm. �

2. Управление инвестиционным портфелем

Рассматривается возможность применения программного управления с ве-

роятностью 1 [14] для задачи финансовой математики. Для стратегии дуб-

лирования модели ведения бизнеса и дублирующего портфеля, полученной из

классической модели Блэка — Шоулза [4] и представленной системой стохасти-

ческих уравнений Ито

dS(t) = [µ1(t, S(t), Y (t)) + Z1(t, S(t), Y (t))] dt

+ [σ1(t, S(t), Y (t)) + Z3(t, S(t), Y (t))] dW (t),

dY (t) = [µ2(t, S(t), Y (t)) + Z2(t, S(t), Y (t))] dt

+ [σ2(t, S(t), Y (t)) + Z4(t, S(t), Y (t))] dW (t),

(7)

где W (t) — стандартный винеровский процесс, Y (t) = Xπ(t) — динамика ин-

вестиционного портфеля X(t) при заданной стратегии π, S(t) — цена акций,

µi(t, S(t), Y (t)), σi(t, S(t), Y (t)), i = 1, 2, — заданные функции, необходимо по-

строить PCP1 такое, что для любого t

F (t, S(t), Y (t)) = F (0, S(0), Y (0))

для заданной функции F (t, S(t), Y (t)).

В соответствии с теоремой 3.9 из [14] сначала построим систему стохасти-

ческих дифференциальных уравнений, в качестве первого интеграла которой

возьмем нужную функцию, например, пусть

F (t, s, y) = ye−2s и F (t, S(t), Y (t)) = F (0, S(0), Y (0)) = 1.

Теперь в соответствии с теоремой 1 строим матрицу B (в данном случае

вектор-столбец, поскольку W (t) — одномерный винеровский процесс):

B = q00(e
−2S(t), 2Y (t) e−2S(t)),

где q00 = q00(t, S(t), Y (t)), и определяем второе слагаемое:
[
∂B(t, S(t), Y (t))

∂(S(t), Y (t))

]
= q00

[
−2e−2S(t) 0

−4Y (t)e−2S(t) 2e−2S(t)

]
,

[
∂B(t, S(t), Y (t))

∂(S(t), Y (t))

]
B(t, S(t), Y (t)) = q200

[
−2te−4S(t)

0

]
.
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Строим матрицу H и вычисляем ее определитель

detH = det



~e0 ~e1 ~e2
0 −2Y (t)e−2S(t) e−2S(t)

f1 f2 f3




= ~e0 · (−2Y (t)e−2S(t)f3 − e−2S(t)f2) + ~e1 · e−2S(t)f1 + ~e2 · 2Y (t)e−2S(t)f1,

где fi = fi(t, S(t), Y (t)), i = 1, 2, 3. Тогда вектор A = A(t, S(t), Y (t)) имеет

координаты

a1 = − f1
2Y (t)f3 + f2

− 2q200te
−4S(t), a2 = − 2Y (t)f1

2Y (t)f3 + f2

при условии 2Y (t)f3 + f2 6= 0 и система стохастических дифференциальных

уравнений имеет вид

dS(t) =

(
− f1

2Y (t)f3 + f2
− 2q200 t e

−4S(t)

)
dt+ q00e

−2S(t) dW (t),

dY (t) = − 2Y (t)f1
2Y (t)f3 + f2

dt+ 2q00Y (t)e−2S(t) dW (t).

(8)

Следовательно, приравнивая коэффициенты уравнений (7) и (8), получаем

выражения для управлений для детерминированной части:

Z1(t, S(t), Y (t)) = − f1
2Y (t)f3 + f2

− 2q200 t e
−4S(t) − µ1(t, S(t), Y (t)),

Z2(t, S(t), Y (t)) = − 2Y (t)f1
2Y (t)f3 + f2

− µ2(t, S(t), Y (t)),

и диффузионной части:

Z3(t, S(t), Y (t)) = q00e
−2S(t) − σ1(t, S(t), Y (t)),

Z4(t, S(t), Y (t)) = 2q00Y (t)e−2S(t) − σ1(t, S(t), Y (t)).

Таким образом, искомый набор управлений найден.

Для проведения численного моделирования с помощью метода Эйлера

[18, 19] решения системы СДУ и определения значений сохраняемой функции

положим, что

dS(t) = [S(t)e−S(t) + Z1(t, S(t), Y (t))] dt

+ [S(t) + e−2t + Z3(t, S(t), Y (t))] dW (t),

dY (t) = [Y (t)S(t) + e−2S(t) + Z2(t, S(t), Y (t))] dt

+ [e−t + Z4(t, S(t), Y (t))] dW (t),

(9)

Тогда имеем набор управлений

Z1(t, S(t), Y (t)) = − f1
2Y (t)f3 + f2

− 2q200te
−4S(t) − S(t)e−S(t),
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Z2(t, S(t), Y (t)) = − 2Y (t)f1
2Y (t)f3 + f2

− Y (t)S(t) − e−2S(t),

Z3(t, S(t), Y (t)) = q00e
−2S(t) − S(t) − e−2t,

Z4(t, S(t), Y (t)) = 2q00Y (t)e−2S(t) − e−t.

В качестве произвольных функций fi(t, S(t), Y (t)), i = 1, 2, 3, и q00(t, S(t), Y (t))

были взяты

f1(t, S(t), Y (t)) = sinS(t) + cosY (t), f2(t, S(t), Y (t)) = cos t+ 2,

f3(t, S(t), Y (t)) =
1

Y (t)
, q00(t, S(t), Y (t)) = S(t).

3. Управление двумя облигациями

Пусть портфель состоит из двух облигаций, подверженных воздействию

винеровского процесса и совершающих скачки под действием пуассоновского

процесса

dR1(t) = [µ1(t, R1(t), R2(t)) + Z1(t, R1(t), R2(t))] dtσ1(t, R1(t), R2(t)) dW (t)

+

∫
g1(t, R1(t), R2(t), γ)ν(dt, dγ),

dR2(t) = [µ2(t, R1(t), R2(t)) + Z2(t, R1(t), R2(t))] dt+ σ2(t, R1(t), R2(t)) dW (t)

+

∫
g2(t, R1(t), R2(t), γ)ν(dt, dγ), (10)

где Ri(t) — процентная ставка облигации i = 1, 2, Wk(t) — двумерный вине-

ровский процесс, ν(t,�γ) — стандартная пуассоновская мера на [0, T ] × Rn,

µi(t, R1(t), R2(t)), σi(t, R1(t), R2(t)), i = 1, 2, — заданные функции. Найдем та-

кие управления, чтобы с вероятностью 1 функция риска F (t, R1(t), R2(t)) со-

храняла постоянное значение, зависящее от начальных данных: R1(0) = 0,

R2(0) = 0.

Пусть F (t, R1(t), R2(t)) = R2(t)e
−2R1(t) + e−2, тогда

F (t, R1(t), R2(t)) = F (0, R1(0), R2(0)) = e−2.

В соответствии с теоремой 1 сначала нужно построить систему стохасти-

ческих дифференциальных уравнений, для которой функция F (t, R1(t), R2(t))

является детерминированным первым интегралом.

Из утверждения 3 теоремы 1 определим коэффициент при пуассоновской

мере. Для этого сначала найдем частные производные функции F (t, s1, s2) =

s2e
−2s1 + e−2. Они имеют следующий вид (s1 и s2 — вспомогательные перемен-

ные):
∂F (t, s1, s2)

∂s1
= −2s2e

−2s1 ,
∂F (t, s1, s2)

∂s2
= e−2s1 . (11)

Тогда

∂s(t, R1(t), R2(t), γ)

∂γ
=

[
∂s1(t,R1(t),R2(t),γ)

∂γ
∂s2(t,R1(t),R2(t),γ)

∂γ

]
=

[
e−2s1

2s2e
−2s1

]
.
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Решая эту систему, получаем

s1(t, R1(t), R2(t), γ) =
1

2
ln(2γ + 2C1(R1(t), R2(t))),

s2(t, R1(t), R2(t), γ) = C2(R1(t), R2(t))(γ + C1(R1(t), R2(t))),

и с учетом начальных данных, т. е. s(t, R1(t), R2(t), γ)|γ=0 = R,

C1(R1(t), R2(t)) =
1

2
e2R1(t), C2(R1(t), R2(t)) = 2R2(t)e

−2R1(t)

или

s1(t, R1(t), R2(t), γ) =
1

2
ln(2γ + e2R1(t)),

s2(t, R1(t), R2(t), γ) = 2R2(t)γe
−2R1(t) + R2(t).

Следовательно,

g1(t, R1(t), R2(t), γ) =
1

2
ln(2γ + e2R1(t)) −R1(t),

g2(t, R1(t), R2(t), γ) = 2R2(t)γe
−2R1(t).

(12)

Далее строим матрицу B:

B = q00(e
−2R1(t), 2R2(t)e

−2R1(t)),

где q00 = q00(·) = q00(t, R1(t), R2(t)), и определяем
[
∂B(·)
∂R(t)

]
= q00

[
−2e−2R1(t) 0

−4R2(t)e
−2R1(t) 2e−2R1(t)

]
,

[
∂B(·)
∂R(t)

]
B(·) = q200

[
−2e−4R1(t)

0

]
=

[
−2r200e

−4R1(t)

0.

]
.

Теперь строим матрицу H и вычисляем ее определитель:

detH = det



~e0 ~e1 ~e2
0 −2R2(t)e

−2R1(t) e−2R1(t)

f1 f2 f3




= ~e0(−2f3R2(t)e
−2R1(t) − f2e

−2R1(t)) + ~e1(f1e
−2R1(t)) + ~e2(2f1R2(t)e

−2R1(t)),

где fi = fi(t, R1(t), R2(t)), i = 1, 2, 3. Координаты вектора A = A(t, R1(t), R2(t))

таковы:

a1 = − f1
f2 + 2f3R2(t)

− 2q200e
−4R1(t), a2 = − 2f1R2(t)

f2 + 2f3R2(t)

при условии f2 + 2f3R2(t) 6= 0, и система уравнений Ито имеет вид

dR1(t) =

[
− f1(t, R1(t), R2(t))

f2(t, R1(t), R2(t)) + 2f3(t, R1(t), R2(t))R2(t)
− 2q200e

−4R1(t)

]
dt

+ q00e
−2R1(t) dW (t) +

∫ (
1

2
ln(2γ + e2R1(t)) −R1(t)

)
ν(dt, dγ),

dR2(t) =

[
− 2f1(t, R1(t), R2(t))R2(t)

f2(t, R1(t), R2(t)) + 2f3(t, R1(t), R2(t))R2(t)

]
dt

+ 2q00R2(t)e
−2R1(t) dW (t) +

∫
2R2(t)γe

−2R1(t)ν(dt, dγ).

(13)
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Рис. 1. Решение построенной СДУ (8) и значения функции F (t, S(t), Y (t))

Рис. 2. Решение построенной СДУ (13) и значения функции F (t, R1(t), R2(t))

Искомое множество управлений детерминированной частью получим из со-

поставления уравнений (10) и (13):

Z1(·) = − f1(t, R1(t), R2(t))

f2(t, R1(t), R2(t)) + 2f3(t, R1(t), R2(t))R2(t)

− 2q200e
−4R1(t) − µ1(t, R1(t), R2(t)),

Z2(·) = − 2f1(t, R1(t), R2(t))R2(t)

f2(t, R1(t), R2(t)) + 2f3(t, R1(t), R2(t))R2(t)
− µ2(t, R1(t), R2(t)).

Сопоставляя уравнения (10) и (13), видим, что необходимо ввести допол-

нительно управление в диффузионную часть — корректирующие функции:

Z3(·) = q00e
−2R1(t) − σ1(t, R1(t), R2(t)),

Z4(·) = 2q00R2(t)e
−2R1(t) − σ2(t, R1(t), R2(t)).

Для численного моделирования возьмем

µ1(t, R1(t), R2(t)) = R1(t) +R2(t) + e−t, µ2(t, R1(t), R2(t)) = R1(t)R2(t) + e−2t,

σ1(t, R1(t), R2(t)) = eR1(t), σ2(t, R1(t), R2(t)) = eR2(t),
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в качестве произвольных функций —

f1(t, R1(t), R2(t)) = sinR1(t) + cosR2(t), f2(t, R1(t), R2(t)) = cos t+ 2,

f3(t, R1(t), R2(t)) =
1

R2(t)
, q00(t, R1(t), R2(t)) = R1(t).

Как видно из рис. 1 и 2, приведенный алгоритм построения PCP1 действи-

тельно позволяет с вероятностью 1 в любой момент времени сохранять значение

функции, зависящей от пространственного положения динамической системы.

4. Заключение

Построены программные управления с вероятностью 1 (РСР1) для модели

инвестиционного портфеля, а также для модели с двумя облигациями. До-

казана теорема о размерности РСР1 в моделях, имеющих управления как в

детерминированной, так и в диффузионной части.

Численное моделирование решения систем СДУ дает возможность нагляд-

ного представления траекторий системы, описывающей изменение фазовых пе-

ременных при наличии РСР1, и соответствующее этому поведению сохранение

заданного значения некоторой функции.
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MODELING OF THE PROGRAMMED

CONTROL WITH PROBABILITY 1

FOR SOME FINANCIAL TASKS

E. V. Karachanskaya and A. P. Petrova

Abstract: The description of the dynamics of some financial events can be related
to Itô stochastic differential equations (SDE). In this paper, we consider a financial
model affected by random disturbances which take the form of Wiener and Poisson
perturbations. The construction of the programmed control with probability 1 (PCP1)
is based on the concept of first integral for stochastic dynamic systems of diffusion type
with jumps which are described by the Itô equations. Two types of financial models
are considered as examples of the construction of PCP1: the investment portfolio model

(diffusion model) and the interest rate model (diffusion with jumps). The given examples
are accompanied by numerical modeling.
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УДК 517.972

О РЕГУЛЯРНОСТИ РЕШЕНИЯ В ЗАДАЧЕ

О РАВНОВЕСИИ ПЛАСТИНЫ ТИМОШЕНКО,

СОДЕРЖАЩЕЙ НАКЛОННУЮ ТРЕЩИНУ

Н. П. Лазарев, Х. Итоу,
П. В. Сивцев, И. М. Тихонова

Аннотация. Исследуется задача о равновесии упругой трансверсально-изотропной
пластины (модели Тимошенко), содержащей сквозную наклонную трещину. Счита-
ется что трещина не выходит на внешнюю границу. В исходном состоянии предпо-
лагается, что противоположные берега трещин соприкасаются друг с другом. При
этом трещина описывается с помощью поверхности, которая удовлетворят опреде-
ленным предположениям. На кривой, задающей трещину в срединной плоскости,
ставится краевое условие в виде неравенства, описывающее непроникание проти-
воположных берегов трещины. На внешней границе заданы однородные условия
Дирихле. Установлена локальная дополнительная гладкость решения по сравнению
с заданной в вариационной формулировке при определенных условиях на поверх-
ность, задающую трещину. Доказана бесконечная дифференцируемость функции
решения при дополнительных предположениях на функцию, задающую внешние
нагрузки, а также на значения функций перемещений вблизи кривой, описываю-
щей трещину.
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Ключевые слова: вариационное неравенство, пластина Тимошенко, трещина,
условия непроникания, регулярность решения.

Введение

При исследовании задач механики деформирования пластин и оболочек

часто используют модели Кирхгофа — Лява и Тимошенко. Для пластин (обо-

лочек), содержащих трещину, классический подход предполагает задание кра-

евых условий в виде равенств на кривой, описывающей разрез (трещину) [1–5].

В настоящее время для моделей пластин и оболочек с трещинами получен ши-

рокий круг результатов для нелинейных задач с краевыми условиями в виде

системы равенств и неравенств [6–19] и др. Эти условия налагаются на значе-

ния функций, которые описывают перемещения точек срединной поверхности

пластины (оболочки). С механической точки зрения они описывают непро-

никание противоположных берегов трещины. В работах [6, 7, 14] исследованы

нелинейные задачи о равновесии пластины модели Кирхгофа — Лява с услови-

ями непроникания для наклонной трещины. При этом в [6] условие непроника-

ния приведено для трещин, заданных гладкой поверхностью z = F (x1, x2), где

c© 2018 Лазарев Н. П., Итоу Х., Сивцев П. В., Тихонова И. М.
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F (x1, x2) — функция, определенная в (срединной) плоскости (x1, x2). В [7] при-

водится вывод условия непроникания для трещины, которая мало отличается

от вертикальной. Кроме того, в [6, 7, 14] используются дополнительные (отно-

сительно модели Кирхгофа — Лява) предположения о том, что перемещения

во всех точках берегов трещины можно задать с помощью перемещений точек,

лежащих в срединной плоскости пластины. В работе [16] для математической

модели о равновесии пластины Тимошенко, содержащей наклонную трещину,

обоснована корректность, найдены соответствующие эквивалентные вариаци-

онные и дифференциальные постановки. Кроме того, для одномерного случая

(балка с наклонным разрезом) получено аналитическое решение и исследованы

его качественные свойства.

В данной работе исследуется задача о равновесии упругой трансверсально-

изотропной пластины Тимошенко (см. [16]), содержащей наклонную трещину,

с условиями типа неравенств на внутренней границе. Доказана локальная при-

надлежность решения классуH2 вблизи прямолинейного разреза. Заметим, что

вариационная постановка предполагает решение классаH1. Показана бесконеч-

ная дифференцируемость решения при дополнительных условиях «нулевого»

раскрытия трещины и бесконечной дифференцируемости функции внешних на-

грузок. Данная работа обобщает полученные ранее результаты о регулярности

решений в задаче о равновесии пластины Тимошенко с вертикальной трещиной

[11].

1. Постановка задачи

Пусть � ⊂ R2 — ограниченная односвязная область с гладкой границей

∂�, �c — гладкая кривая без самопересечений такая, что � c ⊂ �, ∂�c /∈ �c.

Обозначим через ν = ν(x) = (ν1, ν2), x = (x1, x2) ∈ �c, вектор нормали к �c.

Как и в работах [7, 16], определим поверхность

� =
{
(x̄1, x̄2, z) | |z| ≤ h, x̄ = (x̄1, x̄2), x̄ = x− zν(x) tgα(x), x ∈ �c

}
,

где α(x), |α(x)| < π/2, x ∈ �c — функция двух переменных (рис. 1).

Предположим, что нормаль n(x̄, z) к поверхности � при фиксированном

x ∈ �c остается неизменной, т. е.

n(x̄, z) = n(x, 0) = (ν(x) cosα(x), sinα(x)) ∀x̄ = x− zν(x) tgα(x), |z| ≤ h.

Заметим, что этим свойством обладают, например, поверхности �, образован-

ные с помощью плоскости или конической поверхности.

Предположим, что в исходном недеформированном состоянии пластина,

содержащая наклонную трещину, задается в трехмерном пространстве R3 мно-

жеством � × [−h, h] \ �. При этом поверхность � соответствует трещине (раз-

резу) нулевой ширины. В срединной плоскости z = 0 имеем негладкую область

�c = �\� c. В соответствии с направлением нормали ν выберем положительные

�+
c , �+ и отрицательные �−

c , �− берега кривой �c и поверхности �.
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Рис. 1. Пластина с наклонной трещиной

Обозначим через χ = χ(x) = (W,w), x ∈ �c, вектор перемещений точек

срединной поверхности, где W = (w1, w2) и w горизонтальные (вдоль плоскости

(x1, x2)) и вертикальные перемещения соответственно. Углы поворота нормаль-

ных сечений обозначим через ψ = ψ(x) = (ψ1, ψ2), x ∈ �c.

Приведем известные тензорные соотношения теории упругости, справедли-

вые для упругих трансверсально-изотропных пластин [20]. Тензоры, описыва-

ющие деформацию пластины, определяются по формулам

εij(ψ) =
1

2

(
∂ψi
∂xj

+
∂ψj
∂xi

)
, εij(W ) =

1

2

(
∂wi
∂xj

+
∂wj
∂xi

)
, i, j = 1, 2.

Тензоры моментов и усилий вычисляются по формулам

mij(ψ) = cijklεkl(ψ), σij(W ) = 3h−2cijklεkl(W ) (1)

(по повторяющимся индексам проводится суммирование), где ненулевые посто-

янные коэффициенты тензора cijkl определяются соотношениями

ciiii = D, ciijj = Dκ, cijij = cijji = D(1 − κ)/2, i, j = 1, 2, i 6= j,

D — цилиндрическая жесткость пластины, κ — коэффициент Пуассона. Для

вектора поперечных сил q = (q1, q2) выполняются следующие равенства [20]:

qi(w,ψ) = �(w,i +ψi), i = 1, 2,

(
v,i =

∂v

∂xi

)
(2)

где � = 2κ′G , κ′ — коэффициент сдвига, G — модуль сдвига в площадках,

перпендикулярных срединной плоскости пластины. Предполагаем, что все ко-

эффициенты, описывающие упругие свойства пластины, постоянны.

Пусть H1(�c) — пространство Соболева, H1,0(�c) — его подпространство,

состоящее из всех функций, которые обращаются в нуль на внешней границе

∂�. Введем следующие обозначения:

H(�c) = H1,0(�c)
5, ‖ · ‖ = ‖ · ‖H(�c).
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Пусть η = (W,w,ψ) ∈ H(�c), η̄ = (W,w, ψ̄) ∈ H(�c). Определим билинейную

форму

B(η, η̄) =

∫

�c

(σij(W )εij(W ) +mij(ψ) εij(ψ̄) + �(w,i +ψi)(w̄,i +ψ̄i)).

Заметим, что для билинейной формы справедлива оценка

B(η, η) ≥ c‖η‖2
H(�c)

∀η ∈ H(�c) (3)

c не зависящей от η постоянной c > 0 [11]. Функционал потенциальной энергии

деформированной пластины имеет вид

�(η) =
1

2
B(η, η) −

∫

�c

Fη ∀η = (W,w,ψ) ∈ H(�c), (4)

где F = (f1, f2, f3, µ1, µ2) ∈ L2(�c)
5 — вектор заданных внешних нагрузок.

На внешней границе ∂� зададим краевые условия жесткого защемления:

η = 0 на ∂�, где η = (W,w,ψ). (5)

Как известно, в модели Тимошенко перемещения χ̂(x, z) = (Ŵ (x, z), ŵ(x, z)) для

точек пластины, отстоящих от срединной поверхности на расстояние |z| ≤ h,

выражаются с помощью перемещений в срединной поверхности χ̂(x, 0) = χ(x) =

(W,w) и углов поворота нормальных сечений ψ = ψ(x). При этом справедливы

следующие формулы [20]:

Ŵ (x, z) = W (x) + zψ(x), ŵ(x, z) = w(x), |z| ≤ h, x ∈ �c.

Пусть угол α(x) достаточно мал при всех x ∈ �c. Предположим, что переме-

щения в точках (x̄, z) ∈ �± (на берегах трещины) можно выразить с помощью

следов функций W (x), w(x), ψ(x) на кривой �c следующими равенствами:

ŵ±(x̄, z) = w±(x), Ŵ±(x̄, z) = W±(x) + zψ±(x), |z| ≤ h, x ∈ �c, (6)

где x̄ = x− zν(x) tgα(x).

Условие непроникания берегов трещины заключается в том, что разность

перемещений χ̂(x̄, z)+ на положительном берегу �+ и χ̂(x̄, z)− на �− в проекции

на нормаль n(x̄, z) должна быть неотрицательной (см. [16]):

(χ̂(x̄, z)+ − χ̂(x̄, z)−)) · (ν(x) cosα(x), sinα(x)) ≥ 0, (x̄, z) ∈ �.

С учетом (6), подставляя экстремальные значения z = h, z = −h, находим

[Wν ] cosα− h|[ψν ]| cosα+ [w] sinα ≥ 0, x ∈ �c,

где ψν = ψiνi, Wν = wiνi, [v] = v|�+
c
− v|�−

c
. Поделив последнее соотношение на

cosα, выведем условие непроникания для наклонной трещины

[Wν ] + [w] tgα ≥ h|[ψν ]|, x ∈ �c. (7)
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Заметим, что при α ≡ 0 неравенство (7) обращается в известное условие непро-

никания для вертикальных трещин, содержащихся в пластинах модели Тимо-

шенко [17, 18]. Если же для углов поворота вблизи трещины выполняются соот-

ношения гипотезы «прямых нормалей» Кирхгофа — Лява: ψi+w,i = 0, i = 1, 2,

то (7) принимает вид условия непроникания для наклонной трещины в пластине

Кирхгофа — Лява [7, 14].

Задача о равновесии пластины, содержащей наклонную трещину, форму-

лируется в виде минимизации функционала энергии [16]

inf
η∈K

�(η), (8)

где

K = {η ∈ H(�c) | η = (W,w,ψ) удовлетворяет (7)}
— множество допустимых функций. Известно, что задача (8) имеет единствен-

ное решение ξ = (U, u, φ) и эквивалентна следующему вариационному неравен-

ству:

ξ ∈ K, B(ξ, η − ξ) ≥
∫

�c

F (η − ξ) ∀η ∈ K. (9)

Кроме того, при условии достаточной гладкости решения ξ вариационной зада-

чи (8) функция удовлетворяет следующей дифференциальной постановке, со-

стоящей из уравнений равновесия (10)–(12) и граничных условий (13)–(17):

σij,j(U) = −fi, в �c, i = 1, 2, (10)

mij,j(φ) − qi(u, φ) = −µi, в �c i = 1, 2, (11)

qi,i (u, φ) = −f3 в �c, (12)

U = φ = 0, u = 0 на ∂�, (13)

[σν ] = [mν ] = 0, [στ ] = [mτ ] = 0, σν tgα = qν на �c, (14)

στ = mτ = 0, [Uν ] + [u] tgα ≥ h|[φν ]|, −hσν ≥ |mν | на �c, (15)(
σν +

1

h
mν

)
([Uν ] + [u] tgα+ h[φν ]) = 0 на �c, (16)

(
σν −

1

h
mν

)
([Uν ] + [u] tgα− h[φν ]) = 0 на �c. (17)

И наоборот, достаточно гладкая функция ξ = (U, u, φ), удовлетворяющая (10)–

(17), является решением вариационной задачи (8) (см. [16]).

2. Гладкость решения в случае

нулевого раскрытия трещины

В этом разделе рассматривается вопрос о регулярности решений. До сих

пор предполагалось, что берега трещины могут расходиться. Пусть теперь рас-

крытие трещины в некоторой окрестности точки x0 = (x0
1, x

0
2) ∈ �c является

нулевым. Это условие можно записать в виде

[ξ] = 0 на O(x0) ∩ �c.
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Докажем, что в этом случае при дополнительном условии бесконечной диф-

ференцируемости функции F в этой же окрестности O(x0) решение ξ также со-

стоит из бесконечно гладких функций в O(x0). Имеет место следующее утвер-

ждение.

Теорема 1. Пусть F ∈ C∞(O(x0))5 и [ξ] = 0 на O(x0) ∩ �c. Тогда ξ ∈
C∞(O(x0))5.

Доказательство. По условию теоремы имеют место соотношения

[U ] = [φ] = (0, 0), [u] = 0 на O(x0) ∩ �c. Следовательно, выполняются соот-

ношения (см. [21])

U, φ ∈ H1(O(x0))2, u ∈ H1(O(x0)).

Для начала рассмотрим уравнение (10) и установим, что оно выполняется так-

же в области O(x0). Из вариационного неравенства (9) подстановкой пробных

функций вида η = ξ± η̄, удовлетворяющих η̄ = (W,w, ψ̄), ψ̄ = 0, w = 0, получим
∫

�c

σij(U)wi,j =

∫

�c

fiwi ∀wi ∈ H1
0 (�c), i = 1, 2.

Отсюда, поменяв области интегрирования с �c на O(x0), можно легко получить

равенства ∫

�c

σij(U)θ,j =

∫O(x0)

σij(U)θ,j =

∫

�c

fiθ =

∫O(x0)

fiθ

для любых θ ∈ C∞
0 (O(x0)), i = 1, 2. Данные соотношения при i = 1, 2 и опре-

деляют выполнение равенства в (10) в смысле распределений в области O(x0).

Аналогично из (9) получим
∫O(x0)

mij(φ)θ,j +

∫O(x0)

qi(u, φ)θ =

∫O(x0)

µiθ, i = 1, 2, (18)

∫O(x0)

qi(u, φ)θ,i =

∫O(x0)

f3θ (19)

для любой θ ∈ C∞
0 (O(x0)). Последние соотношения означают, что уравнения

(11), (12) выполняются в смысле распределений в области O(x0). Представим

уравнения (10)–(12), выполненные в O(x0), следующим образом:

L(φ) = ∇u− (µ1, µ2), (20)

M(U) = −(f1, f2), (21)

N(u) = −f3 − �φi,i, (22)

соответственно. Здесь L, M , N — эллиптические операторы.

Далее используем результаты о внутренней гладкости решений эллиптиче-

ских уравнений (см. [22]). Из (21) следует, что U ∈ C∞
0 (O(x0))2. Покажем,

что

φ ∈ H l
loc(O(x0))2, u ∈ H l

loc(O(x0)) (23)
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для любого l = 1, 2, . . . . В самом деле, из (20) следует, что φ ∈ H2
loc(O(x0))2,

тогда правая часть в (22) принадлежит H1
loc(O(x0)). Отсюда, в свою очередь,

вытекает, что u ∈ H3
loc(O(x0)). Аналогично, поскольку правая часть в (20) при-

надлежит H2
loc(O(x0)), имеем включение φ ∈ H4

loc(O(x0))2. Продолжая описан-

ную схему, устанавливаем справедливость (23). Согласно теоремам вложения

(см. [21]) заключаем, что

φ ∈ Ck(O(x0))2, u ∈ Ck(O(x0)) ∀ k = 1, 2, . . . ,

откуда и следует утверждение теоремы.

3. Дополнительная гладкость решения

В данном разделе исследуется регулярность без дополнительных условий

на решение ξ и функцию F , описывающую внешние нагрузки. Докажем, что ре-

шение при дополнительном условии на поверхность трещины имеет локальную

гладкость выше, чем гладкость, доставляемую вариационной постановкой.

Здесь снова обозначим через x0 = (x0
1, x

0
2) ∈ �c некоторую фиксированную

точку. Сформулируем следующее условие.

Предположение 1. Пусть локально поверхность трещины является ча-

стью некоторой плоскости, для которой пересечение �c ∩ O(x0) границы �c с

некоторой окрестностью O(x0) ⊂ R2 точки x0 параллельно оси Ox1 (рис. 2).

Рис. 2. Прямолинейный участок

разреза �c с окрестностью O(x0)

Заметим, что при выполнении предположе-

ния 1 в окрестности O(x0) угол α, характеризу-

ющий наклон поверхности трещины, постоянен.

Обозначим через Rδ(x
0) ⊂ R2 открытый шар ра-

диуса δ с центром в точке x0. Справедливо сле-

дующее утверждение.

Теорема 2. Пусть выполнены условия пред-

положения 1. Тогда имеет место включение ξ ∈
H2(Rδ(x

0) ∩ �c)5 для достаточно малых δ.

Доказательство. Выберем гладкую функцию ϕ такую, что ϕ ≡ 1 в

Rδ(x
0), ϕ ≡ 0 вне R3δ/2(x

0), 0 ≤ ϕ ≤ 1 всюду. Включение R2δ(x
0) ⊂ O(x0)

предполагается выполненным.

Введем обозначения

d±λp(x) = λ−1(p(x ± λe) − p(x)), �λ = −d−λdλ,

e — единичный вектор оси Ox1, 0 < |λ| < δ/2. В этом случае функции

uλ = u+
λ2

2
ϕ2�λu, uλi = ui +

λ2

2
ϕ2�λui, φλi = φi +

λ2

2
ϕ2�λφi, i = 1, 2,

определены в области �c. В соответствии с вышеуказанными предположениями

нормаль ν имеет координаты (0, 1) вблизи x0, значит, условие непроникания (2)

на �c ∩ O(x0) имеет вид

[u2] + [u] tgα ≥ h|[φ2]|. (24)
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Легко проверить, что для введенной выше функции ϕ отображениеG : H(�c) →
H(�c), определенное равенством

G(p) = p+
λ2

2
ϕ2�λp,

сохраняет неотрицательный знак на �c ∩O(x0), т. е. если p ≥ 0 на �c ∩O(x0), то

G(p) ≥ 0 на �c ∩O(x0).

Действительно, для x ∈ �c ∩ O(x0) имеем

p(x) +
λ2

2
ϕ2(x)�λp(x) = (1 − ϕ2(x))p(x) +

ϕ2(x)

2
[p(x− λe) + p(x+ λe)] ≥ 0.

Кроме того, можно заметить следующее свойство линейности:

G(Ap1 +Bp2) = AG(p1) +BG(p2)

для любых постоянных A,B ∈ R. Поскольку ξ удовлетворяет на �c ∩ O(x0)

неравенству (24), функция ξλ =
(
uλ1 , u

λ
2 , u

λ, φλ1 , φ
λ
2

)
в силу свойств отображения

G : H(�c) → H(�c) также удовлетворяет неравенству

[uλ2 ] + [uλ] tgα ≥ h|[φλ2 ]| на �c ∩O(x0).

Следовательно,

[(Uλ)ν ] + [uλ] tgα ≥ h|[(φλ)ν ]| на �c.

Предыдущие рассуждения позволяют заключить, что ξλ ∈ K. Подставим

ξλ в вариационное неравенство в качестве пробной функции. В итоге получаем

неравенство

〈mij(φ), εij(ϕ
2�λφ)〉c + 〈σij(U), εij(ϕ

2�λU)〉c

+ 〈qi(u, φ), (ϕ2△λu),i+ϕ
2△λφ

i〉c ≥
2〈F, ξλ − ξ〉c

λ2
, (25)

где через 〈 ·, ·
〉
c

для удобства обозначено скалярное произведение в соответству-

ющем пространстве L2(�c) (для правой части в L2(�c)
5). Можно проверить,

что разность между выражениями

〈σij(U), εij(ϕ
2�λU)〉c и − 〈σij(dλϕU), εij(dλϕU)〉c

может быть оценена сверху правой частью следующего далее неравенства (26)

(см. [23]). Аналогично разность между

〈mij(φ), εij(ϕ
2�λφ)〉c и − 〈mij(dλϕφ), εij(dλϕφ)〉c

между

〈u,i +φi, (ϕ2△λu),i +ϕ
2△λφi〉c и − 〈(dλ(ϕu),i +dλ(ϕφi)), (dλ(ϕu),i +dλ(ϕφi))〉c

может быть также оценена сверху той же величиной.
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Таким образом, соотношение (25) влечет следующее неравенство:

〈mij(dλ(ϕφ)), εij(dλ(ϕφ))〉c + 〈σij(dλ(ϕU)), εij(dλ(ϕU))〉c
+ �〈(dλ(ϕu),i+dλ(ϕφi)), (dλ(ϕu),i +dλ(ϕφi))〉c ≤ (A+B‖dλ(ϕξ)‖H(�c)), (26)

где A,B — положительные величины, не зависящие от λ. Применяя для левой

части (26) неравенство (3), находим

C3‖dλ(ϕξ)‖2
H(�c)

≤ (A+B‖dλ(ϕξ)‖H(�c)),

где постоянная C3 > 0 не зависит от λ. Отсюда получаем оценку

‖dλ(ϕξ)‖H(�c) ≤ c

равномерно для всех λ ∈ (0, λ0]. Последнее означает (см. [21]), что

∂

∂x
(ϕξ) ∈ H(�c).

Следовательно, функции ui,11, ui,12, φi,11, φi,12, i = 1, 2; u,11, u,12 принадлежат

L2(Rδ(x
0) ∩�c). Вместе с этим равенство (10) может быть представлено так:

U,22 = �.

Функция � зависит от f1, f2, U,12, U,11 линейно. Ввиду установленных вклю-

чений имеем � ∈ L2(Rδ(x
0) ∩ �c). Таким образом, производные U до вто-

рого порядка включительно принадлежат L2(Rδ(x
0) ∩ �c). Рассмотрим те-

перь уравнение (11). Поскольку u, φi ∈ L2(�c) при i = 1, 2, его можно за-

писать в виде φ,22 = S. Функция S является линейной комбинацией функций из

L2(Rδ(x
0)∩�c). Перепишем уравнение (12) в виде u,22 = −(φi,i + u,11 )−�−1f3.

Очевидно, что правая часть последнего равенства принадлежит L2(Rδ(x
0)∩�c).

Теорема доказана.
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Abstract: The equilibrium problem for an transversely isotropic elastic plate (Timo-
shenko model) with an inclined crack is studied. It is supposed that the crack does
not touch the external boundary. For initial state, we assume that opposite crack faces
are in contact with each other on a frictionless crack surface. Herewith, the crack is
described with the use of a surface satisfying certain assumptions. On the crack curve
defining the crack in the middle plane, we impose a nonlinear boundary condition as
an inequality describing the nonpenetration of the opposite crack faces. It is assumed
that on the exterior boundary of the cracked elastic plate the homogeneous Dirichlet
boundary conditions are prescribed. We establish additional smoothness of the solution
in comparison with that given in the variational statement. We prove that the solution
functions are infinitely smooth under additional assumptions on the function of external
loads and the functions of displacements near the curve describing the inclined crack.
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ИССЛЕДОВАНИЕ СОВМЕСТНОСТИ

ПЕРЕОПРЕДЕЛЕННОЙ СИСТЕМЫ

ДЛЯ МНОГОМЕРНОГО

УРАВНЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ (ОБЩИЙ СЛУЧАЙ)

Г. А. Рудых, Э. И. Семенов

Аннотация. Исследуется многомерное параболическое уравнение второго поряд-
ка с неявным вырождением и с конечной скоростью распространения возмущений.
Рассматриваемое уравнение представляется в виде переопределенной (число урав-
нений превосходит число искомых функций, подлежащих определению) системы
дифференциальных уравнений с частными производными. Ясно, что у переопре-
деленной системы дифференциальных уравнений может вообще не существовать
решений. Поэтому для установления факта существования ее решений и степени
их произвола проводится исследование, связанное с анализом совместности введен-
ной переопределенной системы дифференциальных уравнений. В итоге проведен-
ного исследования получены как достаточные, так и необходимые и достаточные
условия совместности переопределенной системы дифференциальных уравнений с
частными производными. На основе этих результатов с использованием уравне-
ния Лиувилля и теоремы о потенциальных операторах конструктивно строятся но-
вые точные неотрицательные решения многомерного уравнения нелинейной теп-
лопроводности. Помимо этого получены новые точные неотрицательные решения
нелинейных эволюционных уравнений Гамильтона — Якоби, нелинейной теплопро-
водности и волны Римана, не являющиеся инвариантными с точки зрения групп
точечных преобразований и групп Ли — Беклунда. Наконец, получены преобра-
зования Беклунда, связывающие решения исследуемого многомерного уравнения
теплопроводности с родственными нелинейными эволюционными уравнениями.

DOI: 10.25587/SVFU.2018.1.12768

Ключевые слова: многомерное уравнение нелинейной теплопроводности, нели-
нейное эволюционное уравнение, конечная скорость распространения возмущений,
точное неотрицательное решение, преобразование Беклунда.

1. Введение

В работе с использованием уравнения Лиувилля [1, 2] и теоремы о необхо-

димом и достаточном условии потенциальности векторного поля [3, 4] излагает-

ся подход, позволяющий в ряде случаев конструктивно строить новые точные

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (проект № 15–08–06680)
и Совета по грантам Президента Российской Федерации для государственной поддержки ве-
дущих научных школ (НШ–8081.2016.9).
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неотрицательные решения многомерного уравнения нелинейной теплопроводно-

сти с конечной скоростью распространения возмущений [5–7], часть из которых

не являются инвариантными с точки зрения групп точечных преобразований и

групп Ли — Беклунда [8, 9].

2. Многомерное уравнение нелинейной

теплопроводности с неявным вырождением

Рассмотрим многомерное уравнение нелинейной теплопроводности

ut = ∇ · (K(u)∇u), u = u(x, t) : �× R
+ → R

+
, (1)

где x ∈ Rn; � ⊂ Rn — область; R+ = (0,+∞); R
+

= [0,+∞); u(x, t) ≥ 0 — тем-

пература среды; K(u) — функция, определенная при всех u ∈ R
+
; K(u) > 0 при

u > 0, причем K(0) = 0; K(u) ∈ C2(R+) ∩ C(R
+
) — коэффициент нелинейной

теплопроводности. Уравнение (1) возникает во многих прикладных задачах и

принадлежит к классу так называемых неявно вырождающихся параболиче-

ских уравнений. Строгая математическая теория этих уравнений берет свое

начало в сравнительно недавних работах [5, 10–12]. Всюду в этой работе отно-

сительно функции K(u) будем предполагать, что

1∫

0

K(u)

u
du < +∞. (2)

Известно [13–15], что сходимость интеграла (2) является необходимым и доста-

точным условием конечной скорости распространения возмущений в процессах,

описываемых уравнением (1). Кроме того, если K(u) ∈ C2(R+) ∩ C(R
+
) и вы-

полняется неравенство (2), то уравнение (1) помимо процессов нестационарной

фильтрации описывает диффузию и распространение тепла в сплошной среде

с большими температурными перепадами [5].

Теперь представим исследуемое уравнение (1) в виде следующей системы:

ut + ∇ · (uf(x, t)) = 0, (3)

f(x, t) = −K(u)

u
∇u. (4)

Система уравнений (3), (4) является переопределенной (число уравнений пре-

восходит число искомых функций, подлежащих определению) относительно

u(x, t). При этом вектор-функция f(x, t) ∈ Rn удовлетворяет включению

f(x, t) ∈ C1(G → R
n), где G ⊂ R

n+1 — открытое множество; G = � × I;

I = {t : 0 < t < +∞}; � — проекция G в Rn. Очевидно, что у переопре-

деленной системы уравнений (3), (4) может вообще не существовать решений.

Поэтому для установления факта существования решений и степени их произво-

ла необходимо провести исследование и анализ совместности переопределенной

системы (3), (4). Методы исследования совместности переопределенных систем

дифференциальных уравнений с частными производными изложены в [16–19].
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Отметим, что уравнение нелинейной теплопроводности (1) и линейное диффе-

ренциальное уравнение с частными производными первого порядка (3) можно

рассматривать как систему уравнений с дифференциальной связью (4). При

этом метод дифференциальных связей [17–19] существенно использует теорию

совместности систем дифференциальных уравнений. В [20, 21] рассматривалось

приложение этого метода для уравнения (1) со степенным коэффициентом теп-

лопроводности.

Предположим, что f(x, t) ∈ C1(G→ R
n), тогда соотношение (3) при задан-

ной вектор-функции f(x, t) является уравнением Лиувилля [1, 2] относительно

температуры u(x, t) для нормальной системы обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений (ОДУ)

ẋ = f(x, t), x ∈ R
n, ẋ =

d

dt
x(t).

В силу формулы (2) имеет смысл функция

�(u) =

u∫

0

K(ξ)

ξ
dξ, u ≥ 0, �(0) = 0. (5)

Помимо этого ввиду монотонности �(u) существует обратная функция �−1(η),

причем 0 ≤ η < �(∞) ≤ +∞.

Замечание 1. В работе [22] проведено исследование совместности пере-

определенной системы уравнений (3), (4) в важном частном случае f(x, t) =

−A(t)x−B(t), где A(t) = [aij(t)] — вещественная симметричная (n×n)-матрица;

B(t) = (b1(t), . . . , bn(t))
′ — вектор-столбец; aij(t), bi(t) ∈ C1(R+); i, j = 1, 2, . . . , n.

Перейдем к рассмотрению общего случая, когда вектор-функция f(x, t) ∈
Rn удовлетворяет включению f(x, t) ∈ C1(G→ Rn).

3. Исследование совместности переопределенной

системы уравнений (общий случай)

В этом разделе при определенных предположениях относительно вектор-

функции f(x, t) ∈ C1(G → R
n) и с использованием теоремы о потенциальных

операторах [3, 4, 23] устанавливается, что скалярная функция u(x, t), определяе-

мая из соотношения (4) и удовлетворяющая уравнению Лиувилля (3), является

точным решением многомерного уравнения нелинейной теплопроводности (1) с

конечной скоростью распространения возмущений.

Имеет место следующий основополагающий результат для всех дальнейших

исследований.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (2), (5) и компоненты векторного

поля f(x, t) ∈ C1(G→ Rn) связаны соотношениями

∂

∂xi
fj(x, t) =

∂

∂xj
fi(x, t), i 6= j, i, j = 1, n. (6)
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Тогда функция

u(x, t) =

{
�−1(F (x, t)) в области F (x, t) > 0,

0 в области F (x, t) ≤ 0,
(7)

F (x, t) = −
1∫

0

(f(τx, t),x) dτ, (8)

определяемая из (4) и удовлетворяющая уравнению Лиувилля (3), является

точным неотрицательным решением уравнения нелинейной теплопроводности

(1). При этом выполняются соотношения

Ft = R(F )�F + |∇F |2, (9)

d

dF
ln�−1(F ) =

1

R(F )
, (10)

R(F ) = K(�−1(F )), (11)

ft = ∇(R(F )∇ · f − |f |2). (12)

Кроме того, уравнение (9) (соответственно (12)) является достаточным (необхо-

димым и достаточным) условием совместности переопределенной относительно

функции u(x, t) системы (3), (4).

Доказательство. Прежде всего отметим [23], что для потенциальности

векторного поля f(x, t) ∈ Rn, определяемого формулой f(x, t) = ∇U(x, t), необ-

ходимо и достаточно, чтобы его компоненты удовлетворяли соотношению (6).

При этом соответствующий потенциал U(x, t) определяется согласно теореме о

потенциальных операторах по формуле

U(x, t) =

1∫

0

(f(τx, t),x) dτ + C (t),

где C (t) — произвольная функция, зависящая от переменной t. С учетом фор-

мулы (5) уравнение (4) может быть записано в виде

∇�(u) = −f(x, t). (13)

С другой стороны, так как выполняются равенства (6), согласно теореме о по-

тенциальных операторах из соотношения (13) следует, что

�(u) = −
1∫

0

(f(τx, t),x) dτ = F (x, t), (14)

где (·, ·) — скалярное произведение в Rn. Соотношение (14) приводит к справед-

ливости формулы (7), в которой �−1 — функция, обратная к �, существующая

в силу монотонности последней. Из формул (13), (14) имеем

∇F (x, t) = −f(x, t). (15)
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Подставляя функцию (7) в уравнение Лиувилля (3) и принимая во внимание

формулы (5), (14), приходим к нелинейному эволюционному уравнению типа

нелинейной теплопроводности (9) и соотношению (10). При этом уравнение (9)

является достаточным условием совместности

∇ ∂

∂t
u =

∂

∂t
∇u

переопределенной относительно функции u = u(x, t) системы

ut =

[
�F +

|∇F |2
K(u)

]
u, (16)

∇u =
u

K(u)
∇F, (17)

получаемой из (3), (4) с учетом формулы (15). Действительно, расписывая

условие совместности системы (16), (17) и учитывая, что u(x, t) 6= 0, получим

∇ ∂

∂t
u− ∂

∂t
∇u = − u

K(u)
∇[Ft −R(F )�F − |∇F |2].

При этом формулы (7), (10) приводят к цепочке равенств

u(x, t) = �−1(F (x, t)) = exp

(∫
dF

R(F )

)
. (18)

Кроме того, из соотношения (10) с учетом формул (5), (7), (14) следует справед-

ливость функционального соотношения (11). Отметим, что система уравнений

(3), (4) имеет также другое представление

ut =

[
−∇ · f +

|f |2
K(u)

]
u, (19)

∇u = − u

K(u)
f . (20)

Покажем, что уравнение (12) на вектор-функцию f ∈ Rn, в котором F определя-

ется посредством формулы (8), является необходимым и достаточным условием

совместности переопределенной относительно функции u = u(x, t) системы (19),

(20). В самом деле, расписывая условие совместности системы (19), (20) и ис-

ключая из рассмотрения тривиальное решение u(x, t) = 0, имеем

∇ ∂

∂t
u− ∂

∂t
∇u =

u

K(u)
[ft −∇(R(F )∇ · f − |f |2)].

Итак, если система уравнений (19), (20) совместна, то вектор-функция f =

f(x, t) удовлетворяет уравнению (12), и наоборот, если f(x, t) удовлетворяет

уравнению (12), то система (19), (20) совместна. При этом соотношения (16),

(17) и (19), (20) являются преобразованиями Беклунда [24], связывающими со-

ответственно решения u(x, t), F (x, t) и u(x, t), f(x, t) уравнений (1), (8) и (1),

(12). Легко проверить, что функция (7) является решением уравнения (1). Дей-

ствительно, подставляя (7) в (1) и используя формулы (9)–(11), (18), нетрудно

убедиться, что уравнение выполняется тождественно. Теорема доказана.

Отметим, что при n = 3 условие (6) означает, что ∇ × f(x, t) = 0, т. е.

векторное поле f(x, t) безвихревое.
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Следствие 1. Если R(F ) ≡ α > 0, то уравнения (9), (12) запишутся так:

Ft = α�F + |∇F |2, (21)

ft = α∇(∇ · f) −∇|f |2, (22)

и являются многомерными аналогами [25, 26] одномерного уравнения Бюргерса

ut + uux = µuxx

где µ ∈ R
+ — коэффициент диффузии.

Одномерное уравнение Бюргерса знаменито по нескольким причинам. Во-

первых, оно включает в себя типичную нелинейность с типичной тепловой диф-

фузией и поэтому может рассматриваться как нелинейная версия линейного

уравнения теплопроводности. Во-вторых, это уравнение можно считать одно-

мерной редукцией не менее известных уравнений Навье — Стокса, так как оно

в простейшей из возможных форм описывает баланс между нелинейным кон-

вективным (член uux) и диссипативным (член µuxx) процессами. В-третьих,

что гораздо замечательнее, данное уравнение может быть линеаризовано при

помощи известного преобразования Коула — Хопфа. Кроме того, в этих рабо-

тах показано, что общее решение уравнения Бюргерса можно получить в явном

виде.

Решения уравнений (21), (22) связаны формулой (15). Помимо этого в

рассматриваемом случае соотношения (19), (20) принимают вид

ut =

(
1

α
|f |2 −∇ · f

)
u, ∇u = − 1

α
uf (23)

и представляет собой преобразование Беклунда — Хопфа, связывающее реше-

ния уравнения Бюргерса (22) и линейного уравнения теплопроводности

ut = α�u, α ∈ R, α > 0. (24)

C другой стороны, из формулы (18) имеем

u(x, t) = �−1(F (x, t)) = exp

(
1

α
F (x, t)

)
,

причем

F (x, t) = −
1∫

0

(
n∑

i=1

xifi(τx, t)

)
dτ + β, β ∈ R,

где F (x, t) — функция, удовлетворяющая уравнению (21). Так как общее реше-

ние уравнения (24) хорошо известно, по формулам

F (x, t) = α lnu(x, t), f(x, t) = −α∇ lnu(x, t)

можно найти точные решения уравнений (21), (22). Пусть R(F ) ≡ α > 0, тогда

функция

u(x, t) = γ exp


− 1

α

1∫

0

(
n∑

i=1

xifi(τx, t)

)
dτ


 , γ ∈ R

+,
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является точным положительным решением уравнения (24). Кроме того, век-

тор-функция f(x, t) ∈ Rn удовлетворяет уравнению Бюргерса (22), а второе из

соотношений (23) — преобразование Коула — Хопфа, связывающее решения

f(x, t), u(x, t) уравнений (22), (24).

Следствие 2. Пусть R(F ) = λF , тогда (9), (12) принимают соответствен-

но вид уравнения нелинейной теплопроводности

Ft = λF�F + |∇F |2, λ ∈ R
+, (9′)

и нелинейного интегродифференциального уравнения

ft = ∇


−λ

1∫

0

(f(τx, t),x) dτ∇ · f − |f |2

 (12′)

относительно вектор-функции f = f(x, t) ∈ Rn. При этом уравнение нелинейной

теплопроводности (1) согласно формуле (18) конкретизируется и запишется в

форме

ut = ∇ · (uλ∇u), u = u(x, t) : �× R
+ → R

+, (1′)

где x ∈ Rn; � ⊂ Rn — область; λ ∈ R+.

Тем самым из теорем 1, 2 работы [22] и теоремы 1 данной статьи следует,

что уравнения (9′), (12′) обладают явными точными решениями

F (x, t) =
1

λ
(u(x, t))λ, f(x, t) = −(u(x, t))λ−1∇u(x, t).

При этом u(x, t) — неотрицательное решение уравнения пористой среды (неста-

ционарной фильтрации) (1′), полученное в работе [22].

Теорема 2. Пусть выполнены условия (2), (5), (6) и компоненты вектор-

ного поля f(x, t) ∈ C1(G→ Rn) удовлетворяют соотношению

∇ · f(x, t) =
n∑

i=1

∂

∂xi
fi(x, t) = 0. (25)

Тогда функция u(x, t) вида (7), (8), определяемая из (4) и удовлетворяющая

уравнению Лиувилля (3), является точным неотрицательным решением мно-

гомерных нелинейных эволюционных уравнений типа Гамильтона — Якоби и

теплопроводности

ut =
K(u)

u
|∇u|2, (26)

ut =
K2(u)

K(u) − uK ′(u)
�u, (27)

где K ′(u) = dK(u)
du , K(u) 6= γu, γ ∈ R+, причем выполняются соотношения

Ft = |∇F |2, �F = 0, (28)

ft = −∇|f |2, (29)
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d

dF
ln�−1(F ) =

1

K(�−1(F ))
, �−1(F ) 6= 0. (30)

Кроме того, уравнение (28) (соответственно (29)) является достаточным (необ-

ходимым и достаточным) условием совместности переопределенной относитель-

но u(x, t) системы уравнений (3), (4).

Доказательство. Рассуждая, как при доказательстве теоремы 1, прихо-

дим к справедливости формул (7), (8) и (13)–(15). При этом соотношения (6)

являются необходимыми и достаточными условиями для того, чтобы векторное

поле f(x, t) ∈ Rn было потенциальным. При этом соответствующий потенци-

ал F (x, t) определяется согласно (8). С другой стороны, в силу условия (25)

векторное поле f(x, t) ∈ Rn соленоидально (несжимаемо). В связи с этим из

формул (15), (25) следует, что функция F (x, t) является гармонической, т. е.

�F (x, t) = 0, x ∈ � ⊂ R
n, t ∈ R

+. (31)

Так как из рассмотрения исключается тривиальное решение u(x, t) = 0, урав-

нение (31) запишется в виде

K(u)�u =

[
K(u)

u
−K ′(u)

]
|∇u|2, (32)

или, что то же самое,

�u+

[
K ′(u)

K(u)
− 1

u

]
|∇u|2 = 0, K(u) 6= 0. (33)

Подставляя функцию (7) в уравнение Лиувилля (3) и принимая во внимание

формулу (31), получим уравнение (28). Соотношения (5), (7), (14) приводят к

справедливости равенства (30). Из формул (13), (28) следует уравнение (29).

Долее уравнение нелинейной теплопроводности (1) с учетом соотношения (32)

может быть преобразовано к нелинейным эволюционным уравнениям (26), (27).

Легко проверить, что функция u(x, t), определяемая согласно (7), (8), удовле-

творяет уравнениям (26), (27). Наконец, аналогично, как и в теореме 1, дока-

зывается, что уравнение (28) является достаточным, а уравнение (28) — необ-

ходимым и достаточным условием совместности переопределенной системы (3),

(4). Теорема доказана.

Замечание 2. Отметим, что уравнения (28), (29) являются соответствен-

но известными многомерными нелинейными эволюционными уравнениями Га-

мильтона — Якоби и волны Римана.

Следствие 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда функция (7),

(8), удовлетворяющая условию (31), определяет класс точных неотрицательных

решений нелинейного эллиптического уравнения (33), отыскиваемых из квад-

ратуры

�(u) =

u∫

0

K(ξ)

ξ
dξ = F, u ≥ 0, (34)
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где F — гармоническая функция.

Доказательство. В справедливости этого результата убедимся непосред-

ственной подстановкой функции (7) в исследуемое уравнение (33). Итак, под-

ставляя (7) в (31), приходим к уравнению

��−1(F ) +

[
K ′(�−1(F ))

K(�−1(F ))
− 1

�−1(F )

]
|∇�−1(F )|2 = 0. (35)

Так как имеет место зависимость

∇�−1(F ) =
d�−1(F )

dF
∇F

и функция F = F (x, t) гармоническая, т. е. удовлетворяет уравнению (31), то

справедливы соотношения

��−1(F ) = ∇ · (∇�−1(F )) =
d2�−1(F )

dF 2
|∇F |2,

|∇�−1(F )|2 = [
d�−1(F )

dF
]2|∇F |2.

Далее, пользуясь определением функции, удовлетворяющей соотношению (30),

находим, что
d�−1(F )

dF
=

�−1(F )

K(�−1(F ))
,

d2�−1(F )

dF 2
=

�−1(F )

K2(�−1(F ))
− K ′(�−1(F ))

K3(�−1(F ))
(�−1(F ))2.

Тем самым, используя полученные формулы, нетрудно убедиться, что уравне-

ние (35) выполняется тождественно. Наконец, из цепочки равенств (34) следует

справедливость формулы (7). Следствие доказано.

Пример 1. Пусть K(u) = uλ, λ ∈ R
+. Тогда нелинейное эллиптическое

уравнение (33) запишется как

u(x)�u(x) + (λ− 1)|∇u(x)|2 = 0, u(x) ≥ 0, λ ∈ R
+. (36)

Из квадратуры (34) получим, что уравнение (36) обладает точным неотрица-

тельным решением

u(x) =

{
(λF (x))1/λ в области F (x) > 0,

0 в области F (x) ≤ 0,

где F (x) — произвольная гармоническая функция. При этом F (x) связана с

функцией f(x) формулой (15). Пусть n = 2, возьмем гармоническую функцию

вида F (x1, x2) = 3x2
1x2 − x3

2. Тогда функция

u(x1, x2) =

{ (
3λx2

1x2 − λx3
2

)1/λ
в области 3x2

1x2 − x3
2 > 0,

0 в области 3x2
1x2 − x3

2 ≤ 0

является точным решением уравнения (36) в двумерном координатном про-

странстве.
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Замечание 3. Точные решения некоторых классов нелинейных эллипти-

ческих уравнений вида (33) строились в [27, 28]. В частности, в этих исследо-

ваниях показано, что точное решение уравнения

�u+
1

2g(u)

dg(u)

du
|∇u|2 = 0

определяется из квадратуры

u∫

0

(g(ξ))1/2dξ = v,

где v — произвольная гармоническая функция.
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transformation.

REFERENCES

1. Kaplan W., “Some methods for analysis of the flow in phase space,” in: Proc. Symp. Nonlinear
Circuit Analysis, pp. 99–106, New York (1953).

2. Steeb W. H., “Generalized Liouville equation, entropy and dynamic systems containing limit
cycles,” Physica A, 95, No. 1, 181–190 (1979).

3. Vainberg M. M., Variational Methods for Nonlinear Operators Study [in Russian], Gostekh-
teorizdat, Moscow (1956).

4. Berger M. S., Perspectives in Nonlinearity, New York; Amsterdam (1968).
5. Kalashnikov A. S., “Some problems of the qualitative theory of nonlinear degenerate second-

order parabolic equations,” Russ. Math. Surv., 42, No. 2, 135–176 (1987).
6. Galaktionov V. A., Dorodnitsyn V. A., Elenin G. G., Kurdyumov S. P., and Samarskii A. A.,

“A quasilinear equation with a source: Peaking, localization, symmetry exact solutions,
asymptotics, structures,” J. Sov. Math., 41, No. 5, 1222–1292 (1988).

c© 2018 G. A. Rudykh, E. I. Semenov



62 G. A. Rudykh and E. I. Semenov

7. Samarskij A. A., Galaktionov V. A., Kurdyumov S. P., and Mikhajlov A. P., Peaking Models
in Problems for Quasilinear Parabolic Equations [in Russian], Nauka, Moscow (1987).

8. Ovsyannikov L. V., Group Analysis of Differential Equations [in Russian], Nauka, Moscow
(1978).

9. Ibragimov N. H., Transformation Groups in Mathematical Physics [in Russian], Nauka, Mos-
cow (1983).

10. Antontsev S. N., Localization of Solutions to Degenerate Equations of Сontinuum Mechanics
[in Russian], Lavrentiev Hydrodyn. Inst., Novosibirsk (1986).

11. Aronson D. G., The Porous Medium Equation. Some Problems in Nonlinear Diffusion, Sprin-
ger-Verl., Berlin (1986) (Lect. Notes Math.; V. 1224).

12. Aronson D. G., “Regularity of flows in porous medium: a survey,” in: Nonlinear Diffusion
Equations and Their Equilibrium States, 1, No. 1, pp. 35–49, Springer-Verl., New York (1988).

13. Olejnik O. A., Kalashnikov A. S., and Zhou Yu-lin, “The Cauchy problem and boundary
problems for equations of the type of non-stationary filtration [in Russian],” Izv. Akad. Nauk
SSSR, Ser. Mat., 22, No. 5, 667–704 (1958).

14. Kalashnikov A. S., “The occurrence of singularities in solutions of the non-steady seepage
equation [in Russian],” Zh. Vychisl. Mat. Mat. Fiz., 7, No. 2, 440–443 (1967).

15. Kalashnikov A. S., “On equations of the type of non-stationary filtration with infinite velocity
of perturbation propagation,” Vestn. Moskov. Univ., Ser. I, No. 6, 45–49 (1972).

16. Yanenko N. N., “Compatibility theory and integration methods for systems of partial differen-
tial equations [in Russian],” in: Tr. Vsesoyuz. Mat. S’ezda, 2, pp. 613–621, Nauka, Leningrad
(1964).

17. Rozhdestvenskii B. L., Systems of Quasilinear Equations, Nauka, Moscow (1978).
18. Sidorov A. F., Metod Differentsialnyh Svyazey i Ego Prilozheniya v Gazovoy Dinamike [in

Russian], Nauka, Novosibirsk (1984).
19. Shapeev V. P., Metod Differentsialnyh Svyazey i Ego Prilozheniya k Uravneniyam Mekhaniki

Sploshnoy Sredy [in Russian], Diss. Dokt. Fiz.-Mat. Nauk, Novosibirsk (1987).
20. Kaptsov O. V., “Linear determining equations for differential constraints,” Sb. Math., 189,

No. 12, 1839–1854 (1998).
21. Kaptsov O. V., Integration Methods for Partial Differential Equations [in Russian], Fizmatlit,

Moscow (2009).
22. Rudykh G. A. and Semenov E. I., “Research of compatibility of the redefined system for

the multidimensional nonlinear heat equation (special case) [in Russian],” Izv. Irkutsk. Gos.
Univ., Ser. Mat., 18, 93–109 (2016).

23. Vainberg M. M., Functional Analysis [in Russian], Prosveshchenie, Moscow (1979.
24. Newell A. C., Solitons in Mathematics and Physics, SIAM (1989).
25. Bogoyavlenskii O. I., Overturning Solitons [in Russian], Nauka, Moscow 1991.
26. Holden H., “The Burgers equation with a noisy forse and the stochastic heat equation,”

Commun. Partial Differ. Equations, 19, No. 1–2, 119–141 (1994).
27. Bitsadze A. V. “Exact solutions of some classes of nonlinear partial differential equations,”

Differ. Equations, 17, No. 10, 1774–1778 (1981).
28. Bitsadze A. V., Some Classes of Partial Differential Equations [in Russian], Nauka, Moscow

(1981).

Submitted December 15, 2017

Gennadii A. Rudykh
Institute of Mathematics, Economics and Information Science,
Irkutsk State University (ISU),

20 Gagarin Boulevard, Irkutsk, 664003, Russia
rudykhga@gmail.com

Eduard I. Semenov
Matrosov Institute for System Dynamics and Control Theory,

134 Lermontov Street, Irkutsk 664033, Russia
edwseiz@gmail.com



Математические заметки СВФУ
Январь—март, 2018. Том 25, № 1

УДК 517.9

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

РАСПРЕДЕЛЕННОГО ПОРЯДКА

В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Е. М. Стрелецкая, В. Е. Фёдоров, А. Дебуш

Аннотация. Исследуется задача Коши для уравнения распределенного порядка в
банаховом пространстве с дробной производной Герасимова — Капуто и с линей-
ным ограниченным оператором в правой части. Методами теории преобразования
Лапласа найдены условия существования и единственности решения задачи в про-
странстве экспоненциально растущих функций. Решение представлено в виде кон-
турного интеграла от резольвенты ограниченного оператора со сложным аргумен-
том, определяемым видом распределенной производной. Доказана аналитичность
полученного решения в правой полуплоскости комплексной плоскости. Получен-
ный общий результат использован при исследовании задачи Коши для одной ин-
тегродифференциальной системы уравнений, правая часть которой представляет
собой композицию интегрального по пространственным переменным и линейного
преобразований неизвестной вектор-функции.
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1. Введение и предварительные сведения

Уравнения c распределенными дробными производными встречаются при

математическом моделировании сложных систем [1–7]. Существует большое

количество работ, посвященных качественному и численному анализу различ-

ных уравнений с дробными производными, отметим среди них работы авторов

данной статьи [8–19], близкие по методам исследования и посвященные иссле-

дованию качественных вопросов разрешимости уравнений дробного порядка в

банаховых и локально выпуклых пространствах. В настоящей работе рассмат-

ривается задача Коши для уравнения распределенного дробного порядка с про-

изводной Герасимова — Капуто
b∫

a

ω(α)Dα
t x(t) dα = Ax(t), t ≥ 0,

в банаховом пространстве. Оператор A предполагается линейным и ограничен-

ным. Доказана теорема об однозначной разрешимости этой задачи в простран-

стве экспоненциально растущих функций, получен вид ее решения, аналитиче-

ского в правой полуплоскости. Полученный общий результат использован при

исследовании одной интегродифференциальной системы уравнений.
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При β > 0 обозначим gβ(t) := tβ−1/� (β) для t > 0,

Jβt h(t) := (gβ ∗ h)(t) :=

t∫

0

gβ(t− s)h(s) ds =
1

� (β)

t∫

0

(t− s)β−1h(s) ds.

Пусть α > 0, m — наименьшее целое число, не превосходимое числом α, Dm
t —

обычная производная порядка m ∈ N, Dα
t — дробная производная Герасимова —

Капуто [20, 21], т. е.

Dα
t h(t) := Dm

t J
m−α
t

(
h(t) −

m−1∑

k=0

h(k)(0)gk+1(t)

)
.

Пусть X — банахово пространство, обозначим через L (X) банахово про-

странство всех линейных непрерывных операторов, действующих из X в X.

Сформулируем используемую в дальнейшем теорему. Обозначим

Sa0,θ0 := {λ ∈ C : | arg(λ− a0)| < θ0, λ 6= a0}, �ϕ := {t ∈ C : | arg t| < ϕ, t 6= 0},

R+ := {0}∪R+. Преобразование Лапласа функции x : R+ → X будем обозначать

через x̂.

Теорема 1 [22, теорема 2.6.1]. Пусть θ0 ∈ (π/2, π), a0 ∈ R, R : (a0,+∞) →
X. Тогда следующие утверждения эквивалентны.

1. Функция R имеет аналитическое продолжение R̃ : Sa0,θ0 → X, при этом

∀θ ∈ (π/2, θ0)∃K = K(θ) > 0 ∀λ ∈ Sa0,θ ‖R̃(λ)‖X ≤ K(θ)

|λ− a0|
.

2. Существует такая аналитическая функция T : �θ0−π/2 → X, что

∀θ ∈ (π/2, θ0)∃C = C(θ) > 0 ∀t ∈ �θ−π/2 ‖T (t)‖X ≤ C(θ)ea0 Re t

и T̂ (λ) = R(λ) при всех λ > a0.

2. О решении задачи Коши для эволюционного

уравнения распределенного дробного порядка

При A ∈ L (X) рассмотрим задачу Коши

x(0) = x0 (1)

для дифференциального уравнения распределенного порядка

b∫

a

ω(α)Dα
t x(t) dα = Ax(t), t ≥ 0, (2)

где Dα
t — дробная производная Герасимова — Капуто, 0 ≤ a < b ≤ 1. Решением

задачи (1), (2) будем называть функцию x ∈ C(R+; X) такую, что существует
b∫
a

ω(α)Dα
t x(t) dα ∈ C(R+; X) и выполняются равенства (1) и (2).
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Обозначим через E(K, a0; X) множество таких функций x : R+ → X, что

∃K > 0 ∃a0 > 0 ∀t ∈ R+ ‖x(t)‖X ≤ Kea0t.

Будем использовать также обозначения

E(X) :=
⋃

K>0

⋃

a0>0

E(K, a0; X), W (λ) :=

b∫

a

ω(α)λα dα,

γ =
3⋃

k=1

γk, γ1 = {λ ∈ C : |λ| = r0, argλ ∈ (−π, π)}

γ2 = {λ ∈ C : argλ = π, λ ∈ [−r0,−∞)},
γ3 = {λ ∈ C : argλ = −π, λ ∈ (−∞,−r0]}.

Теорема 2. Пусть A ∈ L (X), x0 ∈ X и функция ω : (a, b) → R такова, что

при некотором β > 0 функция W (λ) аналитична на множестве {λ ∈ C : |λ| ≥
β, argλ ∈ (−π, π)}, при этом

∃C > 0 ∃δ > 0 ∀λ ∈ C (|λ| ≥ β) ⇒ (|W (λ)| ≥ C|λ|δ).

Тогда функция

x(t) =
1

2πi

∫

γ

W (λ)

λ
(W (λ)I −A)−1eλtx0 dλ, r0 = max

{
β,

(
2‖A‖L (X)

C

)1/δ}
,

(3)

является единственным решением задачи (1), (2) в пространстве E(X).

Доказательство. Для r0 = max{β, (2‖A‖L (X)/C)1/δ} и λ ∈ γ выполня-

ется неравенство |W (λ)| ≥ 2‖A‖L (X) и существует оператор (W (λ)I − A)−1 ∈L (X), при этом

‖W (λ)(W (λ)I −A)−1‖L (X) = ‖(I −W (λ)−1A)−1‖L (X) ≤
1

1 − 1
2

= 2. (4)

Поэтому значения x(t) определены формулой (3) по крайней мере при t > 0.

Пусть R > r0,

�R =

4⋃

k=1

�k,R, �1,R = γ1,

�2,R = {λ ∈ C : |λ| = R, argλ ∈ (π,−π)}
�3,R = {λ ∈ C : argλ = π, λ ∈ [−r0,−R]},
�4,R = {λ ∈ C : argλ = −π, λ ∈ [−R,−r0]},

замкнутый контур �R обходится по часовой стрелке. Введем в рассмотрение

еще контуры

�5,R = {λ ∈ C : argλ = π, λ ∈ (−R,−∞)},
�6,R = {λ ∈ C : argλ = −π, λ ∈ (−∞,−R)},
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тогда γ = �5,R ∪ �6,R ∪ �R \ �2,R.

Перепишем x(t) при t > 0 в виде

x(t) =
1

2πi

∫

γ

eλt

λ

∞∑

k=0

W (λ)−kAkx0 dλ = x0 +
1

2πi

∫

γ

eλt

λ

∞∑

k=1

W (λ)−kAkx0 dλ

= x0 +
1

2πi

∫

γ

eλt

λ
W (λ)−1A

∞∑

k=0

W (λ)−kAkx0 dλ.

При t ∈ [0, 1], λ ∈ γ
∥∥∥∥∥
eλt

λ
W (λ)−1A

∞∑

k=0

W (λ)−kAk

∥∥∥∥∥L (X)

≤ 2C−1er0‖A‖L (X)

|λ|1+δ

согласно условиям теоремы на функцию W , поэтому
∥∥∥∥∥∥

1

2πi

∫

γ

eλt

λ
W (λ)−1A

∞∑

k=0

W (λ)−kAk dλ

∥∥∥∥∥∥L (X)

≤ 2C−1er0‖A‖L (X)

rδ0
+

2C−1er0‖A‖L (X)

2πδrδ0
.

Следовательно, интеграл сходится равномерно по t ∈ [0, 1] и по непрерывности

x(0) = x0 +
1

2πi

∫

γ

1

λ
W (λ)−1A

∞∑

k=0

W (λ)−kAkx0 dλ

= x0 + lim
R→∞

1

2πi

(∫

�R

−
∫

�2,R

+

∫

�5,R

+

∫

�6,R

)
1

λ
W (λ)−1A

∞∑

k=0

W (λ)−kAkx0 dλ = x0,

так как по теореме Коши

1

2πi

∫

�R

1

λ
W (λ)−1A

∞∑

k=0

W (λ)−kAk dλ = 0,

∥∥∥∥
∫

�2,R

1

λ
W (λ)−1A

∞∑

k=0

W (λ)−kAk dλ

∥∥∥∥L (X)

≤ 4πC−1‖A‖L (X)

Rδ
,

∥∥∥∥
∫

�k,R

1

λ
W (λ)−1A

∞∑

k=0

W (λ)−kAk dλ

∥∥∥∥L (X)

≤ 4C−1‖A‖L (X)

δRδ
, k = 5, 6.

Таким образом, x ∈ C(R+; X), x(0) = x0.

По построению

‖x(t)‖X ≤ 1

π

∫

γ

etReλ

|λ| ds‖x0‖X ≤ Ker0t,
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так как
∫

γ1

etReλ

|λ| ds ≤ er0t
2π∫

0

er0t(cosϕ−1) dϕ ≤ 2πer0t,

∫

γk

etReλ

|λ| ds ≤ er0t
−r0∫

−∞

ex−r0

x
dx = C1e

r0t, k = 2, 3, t ≥ 1.

При этом можно взять

K = 2‖x0‖X +
2e−r0

π

−r0∫

−∞

ex

x
dx‖x0‖X +

2

π
max
t∈[0,1]

‖x(t)‖X.

Следовательно, x ∈ E(X).

При Reµ > r0 выполняется равенство

x̂(µ) =
1

2πi

∫

γ

W (λ)

λ(µ − λ)
(W (λ)I −A)−1x0 dλ.

В силу (4) данный интеграл сходится и справедливы равенства

lim
R→∞

1

2πi

∫

�k,R

W (λ)

λ(µ− λ)
(W (λ)I −A)−1x0 dλ = 0, k = 2, 5, 6.

Поэтому по интегральной формуле Коши и в силу отрицательной ориентации

контура �R

x̂(µ) = lim
R→∞

1

2πi

∫

�R

W (λ)

λ(µ− λ)
(W (λ)I −A)−1x0 dλ =

W (µ)

µ
(W (µ)I −A)−1x0,

при этом x̂(µ) аналитически продолжима на {µ ∈ C : |µ| > r0, argµ ∈ (−π, π)}
ввиду аналитичности резольвенты.

Используя также обозначение L для преобразования Лапласа, запишем

L




b∫

a

ω(α)Dα
t x(t)dα


 (µ) =

W (µ)2

µ
(W (µ)I −A)−1x0 −

W (µ)

µ
x0

=
W (µ)

µ
(W (µ)(W (µ)I −A)−1x0 − x0) = A

W (µ)

µ
(W (µ)I −A)−1x0 = Ax̂(µ).

Здесь принят во внимание тот факт, что оператор коммутирует со своей ре-

зольвентой. Подействуем на обе части полученного равенства обратным пре-

образованием Лапласа и получим равенство (2) во всех точках непрерывности

функции x, т. е. при всех t ≥ 0. Как было замечено, x ∈ C(R+; X), поэтому

в силу непрерывности оператора A правая часть уравнения (2) принадлежит

этому пространству, а потому и левая часть уравнения также в нем лежит и

функция x является решением задачи (1), (2).
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Если существуют два решения x1, x2 задачи (1), (2) из пространства E(X),

то их разность y = x1 − x2 ∈ E(X) является решением уравнения (2) и удовле-

творяет начальному условию y(0) = 0. Подействуем на обе части равенства

b∫

a

ω(α)Dα
t y(t)dα = Ay(t)

преобразованием Лапласа и получим

W (λ)ŷ(λ) = Aŷ(λ).

Поэтому при Reλ > r0 имеем ŷ(λ) = 0. Значит, y ≡ 0. �

Замечание 1. Нетрудно убедиться, что, скажем, ω(α) = const, ω(α) = αn,

n ∈ N, или ω(α) = cα, c > 0, удовлетворяют условиям теоремы 2.

Следствие 1. В условиях теоремы 2 семейство операторов
{
X(t) =

1

2πi

∫

γ

W (λ)

λ
(W (λ)I −A)−1eλt dλ ∈ L (X) : t ∈ R+

}
,

а поэтому и решение (3) задачи (1), (2) аналитически продолжимо в правую

полуплоскость {t ∈ C : Re t > 0}.
Доказательство. Как замечено при доказательстве теоремы 2,

X̂(µ) =
W (µ)

µ
(W (µ)I −A)−1

является аналитической функцией на множестве

{µ ∈ C : |µ| > r0, argµ ∈ (−π, π)}.

Поэтому для любого θ0 ∈ (π/2, π) можно выбрать настолько большое a0 > 0,

что X̂ будет аналитична в секторе Sa0,θ0, при этом в силу (4)
∥∥∥∥
W (µ)

µ
(W (µ)I −A)−1

∥∥∥∥L (X)

≤ 2

|µ| ≤
C

|µ− a0|
∀µ ∈ Sa0,θ0

при некотором C = C(θ0, a0). По теореме 1 оригинал X этой функции анали-

тически продолжим в �θ0−π/2. Устремив θ0 к π, получим его аналитичность в

�π/2 = {t ∈ C : Re t > 0}. �

Пример. Рассмотрим задачу

v(x, 0) = v0(x), x ∈ �, (5)

b∫

a

ω(α)Dα
t v(x, t)dα =

∫

�

K(x, ξ)Bv(ξ, t) dξ, (x, t) ∈ �× R+. (6)

Здесь � ⊂ Rn — ограниченная область, 0 ≤ a < b ≤ 1, ω : (a, b) → R, (m ×m)-

матрица B, K : � × � → Rm заданы, v(x, t) = (v1(x, t), v2(x, t), . . . , vm(x, t)) —

неизвестные функции.
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Возьмем X = L2(�)m,

(Aw)(x) =

∫

�

K(x, ξ)Bw(ξ) dξ

для w = (w1, w2, . . . , wm) ∈ L2(�)m. Тогда A ∈ L (L2(�)m), и если функция ω

удовлетворяет условиям теоремы 2, задача (5), (6) имеет единственное решение

в пространстве E(L2(�)m).
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ЗАДАЧА СОПРЯЖЕНИЯ УПРУГОГО ВКЛЮЧЕНИЯ

ТИМОШЕНКО И ПОЛУЖЕСТКОГО ВКЛЮЧЕНИЯ

А. М. Хлуднев, Т. С. Попова

Аннотация. Исследуется краевая задача, описывающая равновесие двумерного
упругого тела с двумя тонкими сопрягающимися включениями при наличии отсло-
ения. При этом одно из включений является упругим, а другое — полужестким.
Наличие отслоения означает существование трещины между включениями и упру-
гим телом. На берегах трещины задаются нелинейные краевые условия вида нера-
венств, которые не позволяют противоположным берегам трещин проникать друг
в друга. Указанные краевые условия приводят к формулировке проблемы в виде
задачи с неизвестным множеством контакта. Приведена как дифференциальная
постановка в виде краевой задачи, так и вариационная постановка в виде задачи
минимизации функционала энергии на выпуклом множестве допустимых переме-
щений. Обоснована однозначная разрешимость поставленной задачи. Показана
эквивалентность дифференциальной и вариационной постановок. Исследован пре-
дельный переход по параметру жесткости тонкого упругого включения. Найдены
условия сопряжения как для исходной задачи, так и для предельной.

DOI: 10.25587/SVFU.2018.1.12770

Ключевые слова: включение Тимошенко, полужесткое включение, упругое тело,
трещина, нелинейные краевые условия

1. Формулировка задачи равновесия. Поведение и свойства компо-

зитных материалов в значительной степени зависят от свойств связующего и

характера его контакта с наполнителем. В качестве наполнителя часто высту-

пают тонкие волокна (включения). В свою очередь, моделирование поведения

волокон может быть разным с точки зрения математической модели; при этом

качество модели сильно влияет на конечный результат. В последние годы вы-

полнено большое число работ, в которых поведение волокон описывается на ос-

нове моделей балок Бернулли — Эйлера и Тимошенко и различных предельных

моделей, получаемых после переходов к пределу по физическим параметрам

[1–5]. При этом допускалось отслоение волокон от связующего, что с точки

зрения математической модели означает наличие разреза (трещины) в области

решения. Как известно, классический подход к описанию трещин в деформиру-

емых телах характеризуется линейными краевыми условиями на берегах. При

этом модели допускают взаимное проникание берегов, что противоречит прак-

тике [6]. В указанных выше работах, относящихся к тонким включениям, на

берегах трещин задавались нелинейные краевые условия, не допускающие вза-

имного проникания берегов. В этом случае рассматриваемые задачи относятся

c© 2018 Хлуднев А. М., Попова Т. С.
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к классу проблем с неизвестным множеством контакта. По поводу различных

краевых задач теории трещин с краевыми условиями взаимного непроникания

берегов можно обратиться к [7–23].

Существуют и другие подходы, используемые для описания включений в

упругих телах без отслоения [24–28].

Следует также подчеркнуть трудность отыскания краевых условий в точке

контакта включений. Указанные точки являются точками сопряжения, поэтому

вид соответствующих краевых условий зависит от моделей, используемых для

описания включений. Отметим большое число работ, в которых исследовались

задачи сопряжения как в случае тонких включений, так и в других ситуациях

[29–37].

В данной работе исследуется задача сопряжения двух тонких включений,

расположенных в упругом теле. Как было отмечено, предельные переходы по

параметрам для включений Бернулли — Эйлера и Тимошенко приводят к раз-

личным предельным моделям для тонких включений. В частности, можно по-

лучить несколько разных с точки зрения моделирования полужестких включе-

ний. Мы рассматриваем случай полужесткого включения, полученного из моде-

ли Бернулли — Эйлера при переходе параметра жесткости к бесконечности [3].

Указанная модель содержит обыкновенное дифференциальное уравнение чет-

вертого порядка для определения прогиба тонкого включения с правой частью,

учитывающей влияние окружающего упругого тела; касательные перемещения

тонкого включения при этом имеют заданную структуру.

Содержание работы таково. В разд. 1 формулируется задача равновесия

упругого тела с упругим и полужестким включением. Установлена эквивалент-

ность вариационной и дифференциальной постановок. Найдены условия сопря-

жения в точке контакта тонких включений. В разд. 2 обоснована возможность

предельного перехода по параметру жесткости упругого включения и найдены

условия сопряжения в точке контакта.

Приведем формулировку задачи равновесия упругого тела с двумя тонкими

включениями. Пусть � ⊂ R
2 — ограниченная область с гладкой границей � ,

γ ⊂ �, �γ = � \ γ̄, где

γt = (−1, 0)× {0}, γs = (0, 1) × {0}, γ = γt ∪ γs ∪ {(0, 0)}}.

Считаем, что срединная линия тонкого упругого включения совпадает с γt, а

γs совпадает со срединной линией полужесткого включения. Таким образом,

γ можно рассматривать как неоднородное включение, состоящее из двух ча-

стей γt, γs. Упругое тело при этом занимает область �γ (рис. 1). Для описа-

ния упругого включения используется модель балки Тимошенко (см., напри-

мер, [38]), а для описания полужесткого включения — модель, полученная из

балки Бернулли — Эйлера предельным переходом по параметру жесткости [3].

Пусть ν = (0, 1) — единичный вектор нормали к γ, а τ = (1, 0); A = {aijkl},
i, j, k, l = 1, 2, — заданный положительно определенный тензор коэффициентов
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Рис. 1. Упругое тело с включениями γt, γs

упругости:

aijkl = ajikl = aklij , i, j, k, l = 1, 2; aijkl ∈ L∞(�),

aijklϕijϕkl ≥ c0|ϕ|2 для всех ϕji = ϕij , c0 = const > 0.

По повторяющимся индексам производится суммирование. Все величины с дву-

мя нижними индексами в дальнейшем считаются симметричными по этим ин-

дексам; f = (f1, f2) ∈ L2(�)2 — заданный вектор внешних сил, действующих на

упругое тело.

Будем предполагать, что положительный (по отношению к нормали ν) бе-

рег включения γ отслаивается, образуя тем самым трещину между упругим

телом и включением. На берегах трещины будем задавать краевые условия

вида неравенств, обеспечивающие взаимное непроникание берегов. Постанов-

ка задачи равновесия упругого тела с включениями γt, γs состоит в следую-

щем. Найти вектор перемещений u = (u1, u2) и тензор напряжений σ = {σij},
i, j = 1, 2, определенные в �γ , и функции v, w, ϕ, определенные для γ, γ, γt
соответственно, а также постоянную c0 такие, что

− div σ = f, σ −Aε(u) = 0 в �γ , (1.1)

−w,11 = [στ ],−ϕ,11 + v,1 + ϕ = 0, −v,11 − ϕ,1 = [σν ] на γt, (1.2)

w = c0, v,1111 = [σν ] на γs, (1.3)

u = 0 на � ; w = u−τ , v = u−ν на γ, (1.4)

v,11 = v,111 = 0 при x1 = 1; ϕ+ v,1 = w,1 = ϕ,1 = 0 при x1 = −1, (1.5)

[uν ] ≥ 0, σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [uν ] = 0 на γ, (1.6)

v,11(0+) = −ϕ,1(0−), v,111(0+) = −(v,1 + ϕ)(0−), (1.7)

v,1(0+) = −ϕ(0−); [v(0)] = [w(0)] = 0; w,1(0−) = 0,

∫

γs

σ−
τ = 0. (1.8)
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Здесь [h] = h+−h− — скачок функции h на γ, где h± — значения функции h на

положительном и отрицательном берегах разреза в соответствии с выбранным

направлением нормали ν; [p(0)] = p(0+) − p(0−), p,1 = dp
dx1

; ε(u) = {εij(u)} —

тензор деформаций, εij(u) = 1
2 (ui,j + uj,i), i, j = 1, 2; σν = (σ1jνj , σ2jνj), σν =

σijνjνi, στ = (σν)τ , uν = uν. При этом (1.1) — уравнения равновесия упруго-

го тела и уравнение состояния (закон Гука), а (1.2) представляют уравнения

равновесия тонкого включения γt. Уравнения для этого тонкого включения

в точности соответствуют модели упругой балки Тимошенко. Правые части

[σν ], [στ ] в уравнениях (1.2) описывают силы, действующие на включение со

стороны упругого тела. Соотношения (1.3) относятся к полужесткому включе-

нию γs. В частности, имеем уравнение четвертого порядка для вертикальных

(вдоль оси x2) перемещений этого включения, а горизонтальные (вдоль оси x1)

перемещения постоянны. Первое краевое условие из (1.6) обеспечивает взаим-

ное непроникание берегов трещины. Второе и третье условия (1.4) гарантируют

равенство перемещений точек упругого тела и тонкого включения на γ−. Вторая

группа краевых условий (1.5) соответствуют нулевому моменту, нулевой пере-

резающей силе и нулевой деформации растяжения (сжатия) тонкого включения

γt в точке x1 = −1. Первые четыре условия (1.8) и условия (1.7) являются усло-

виями сопряжения тонких включений в точке (0, 0). Что касается оставшихся

краевых условий (1.6), то они являются типичными при формулировке краевых

задач с неизвестной областью контакта (см. [10]). В частности, если в заданной

точке x0 контакт отсутствует, т. е. [uν(x0)] > 0, получаем нулевое значение по-

верхностной силы: (σν)+(x0) = 0. С другой стороны, если поверхностная сила

ненулевая, т. е. σ+
ν (x0) < 0, то имеем условие контакта [uν(x0)] = 0. Наконец,

последнее условие (1.8) обеспечивает равенство нулю сил, действующих вдоль

оси x1 на полужесткое включение γs.

Для простоты физические параметры в уравнениях равновесия (1.2) для

упругого включения и во втором уравнении (1.3) взяты равными единице.

В дальнейшем зависимость от параметра, характеризующего жесткость вклю-

чения γt, будет исследована подробно (см. разд. 3). В частности, будет обосно-

вана возможность предельного перехода по этому параметру при его стремле-

нии к бесконечности.

Как показано ниже, соотношения (1.1)–(1.8) в точности эквивалентны ва-

риационной формулировке задачи минимизации функционала энергии на под-

ходящем множестве функций. При этом функционал энергии будет содержать

слагаемые, соответствующие энергии деформирования упругого тела, работе

внешних сил, энергии деформирования включения γt и энергии изгиба вклю-

чения γs. Приведем вариационную формулировку задачи (1.1)–(1.8). Введем в

рассмотрение вспомогательный функционал

F (ψ) =
1

2

∫

γt

{
w2
,1 + ϕ2

,1 + (v,1 + ϕ)2
}
, ψ = (v, w, ϕ),
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действующий из H1(γt)
3 в R. Определим функционал энергии

π(u, ψ) =
1

2

∫

�γ

σ(u)ε(u) −
∫

�γ

fu+ F (ψ) +
1

2

∫

γs

v2
,11; ψ = (v, w, ϕ).

Здесь и далее для краткости σij(u)εij(u) обозначается через σ(u)ε(u). Введем

пространство функций

H = {(u, ψ) | u ∈ H1
� (�γ)

2, (v, w) ∈ H1(γ)2, ϕ ∈ H1(γt);

v|γs ∈ H2(γs), w|γs ∈ R; ψ = (v, w, ϕ)}
и множество допустимых перемещений

K = {(u, ψ) ∈ H | [uν ] ≥ 0, v = u−ν , w = u−τ на γ; v,1(0+) = −ϕ(0−)},
где

H1
� (�γ) = {ξ ∈ H1(�γ) | ξ = 0 на �}.

Тогда задача минимизации:

найти (u, ψ) ∈ K так, что π(u, ψ) = inf
K
π,

имеет решение, удовлетворяющее вариационному неравенству

(u, ψ) ∈ K, (1.9)
∫

�γ

σ(u)ε(ū− u) −
∫

�γ

f(ū− u) + F ′(ψ)(ψ̄ − ψ)

+

∫

γs

v,11(v̄,11 − v,11) ≥ 0 для всех (ū, ψ̄) ∈ K. (1.10)

Задача (1.9), (1.10) разрешима. Для доказательства разрешимости фактически

требуется установить коэрцитивность функционала π на множестве K, так как

слабая полунепрерывность снизу этого функционала очевидна. При (u, ψ) ∈ K

и α > 0 имеем

π(u, ψ) =
1

2

∫

�γ

σ(u)ε(u)−
∫

�γ

fu+F (ψ) +
1

2

∫

γs

v2
,11 ±α

∫

γ

(v2 +w2), ψ = (v, w, ϕ).

В силу краевых условий w = u−τ , v = u−ν на γ, неравенства Корна и теорем

вложения справедливо следующее неравенство при малых α:

1

4

∫

�γ

σ(u)ε(u) − α

∫

γ

(v2 + w2) ≥ 0. (1.11)

Воспользовавшись леммой, доказанной в [2], получим, что существуют посто-

янные c1, c2, c3, не зависящие от функций, такие, что

α

∫

γt

(v2 + w2) + α

∫

γs

(v2 + w2) +
1

2

∫

γt

{
w2
,1 + ϕ2

,1 + (v,1 + ϕ)2
}

+
1

2

∫

γs

v2
,11 ≥ c1‖(v, w, ϕ)‖2

H1(γt)3
+ c2‖v‖2

H2(γs)
+ c3‖w‖2

H1(γs)
. (1.12)
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Здесь мы принимаем во внимание тот факт, что w = const на γs. Таким образом,

из (1.11), (1.12) вытекает, что

π(u, ψ) → +∞, ‖(u, ψ)‖H → ∞, (u, ψ) ∈ K, ψ = (v, w, ϕ),

что означает коэрцитивность функционала π.

Ниже доказывается, что на классе гладких решений задачи (1.1)–(1.8) и

(1.9), (1.10) эквиваленты. Это означает, что все соотношения (1.1)–(1.8) вы-

текают из (1.9), (1.10) и, обратно, неравенство (1.9), (1.10) можно вывести из

(1.1)–(1.8).

Предложение 1. Формулировки (1.1)–(1.8) и (1.9), (1.10) эквивалентны

на классе достаточно гладких решений.

Доказательство. Пусть выполнено (1.9), (1.10). Подстановкой в (1.10)

тестовых функций вида (ū, ψ̄) = (u, ψ) ± (ũ, 0), ũ ∈ C∞
0 (�γ)

2, можно получить

уравнение равновесия (см. (1.1)). Второе и третье условия из (1.8) выполнены

в силу теорем вложения, так как v, w ∈ H1/2(γ). Подставим в (1.10) функцию

(ū, ψ̄) = (u, ψ) ± (ũ, ψ̃), (ũ, ψ̃) ∈ K, ψ̃ = (ṽ, w̃, ϕ̃), [ũν ] = 0 на γ. Получим
∫

�γ

σ(u)ε(ũ) −
∫

�γ

fũ+

∫

γt

{w,1w̃,1 + ϕ,1ϕ̃,1 + (v,1 + ϕ)(ṽ,1 + ϕ̃)} +

∫

γs

v,11ṽ,11 = 0.

Интегрирование по частям здесь дает

−
∫

γ

[(σν)ũ] −
∫

γt

{w,11w̃ + (ϕ,11 − v,1 − ϕ)ϕ̃ + (v,11 + ϕ,1)ṽ}

+

∫

γs

v,1111ṽ + w,1w̃|0−1 + ϕ,1ϕ̃|0−1 + (v,1 + ϕ)ṽ|0−1 + v,11ṽ,1|10 − v,111ṽ|10 = 0. (1.13)

Выбирая в (1.13) тестовые функции, обладающие свойствами

ṽ = w̃ = ϕ̃ = 0 при x1 = −1; w̃ = c ∈ R на γs,

ϕ̃ = 0 при x1 = 0−, ṽ = ṽ,1 = 0 при x1 = 0+, 1,
(1.14)

найдем

−
∫

γ

[σν ]ũν −
∫

γ

[στ ũτ ] −
∫

γt

{w,11w̃ + (ϕ,11 − v,1 − ϕ)ϕ̃+ (v,11 + ϕ,1)ṽ}

+

∫

γs

v,1111ṽ + (w,1w̃)(0−) = 0. (1.15)

В силу произвольности ũ+
τ получаем σ+

τ = 0 на γ. Учитывая условия ũ−τ =

w̃, ũ−ν = ṽ на γ, из (1.15) получим уравнения (1.2) и второе уравнение из (1.3).

Более того, поскольку постоянная c из (1.14) выбирается произвольным обра-

зом, из (1.15) следует последняя группа условий (1.8).
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Вернемся к тождеству (1.13), справедливому для всех указанных выше

функций (ũ, ψ̃). В силу уже доказанных уравнений и краевых условий получим

(w,1w̃)|−1 + (ϕ,1ϕ̃)|0−1 + ((v,1 + ϕ)ṽ)|0−1 + (v,11ṽ,1)|10 − (v,111ṽ)|10 = 0. (1.16)

Из этого тождества получаем справедливость краевых условий (1.5) для w, v, ϕ

и, таким образом, из (1.16) следует, что

(ϕ,1ϕ̃)(0−) + ((v,1 + ϕ)ṽ)(0−) − (v,11ṽ,1)(0+) + (v,111ṽ)(0+) = 0.

Поскольку ṽ(0+) = ṽ(0−) и ϕ̃(0−) = −ṽ,1(0+), отсюда убеждаемся в справед-

ливости краевых условий из (1.7). Второе, третье и четвертое условия из (1.6)

стандартны для контактных задач с неизвестным множеством контакта с тон-

кими включениями, поэтому их вывод из (1.9), (1.10) опустим (см. [2, 3, 10]).

Таким образом, из (1.9), (1.10) следуют все соотношения (1.1)–(1.8).

Обратно, пусть выполнены соотношения (1.1)–(1.8). Докажем, что соот-

ветствующие функции удовлетворяют вариационному неравенству (1.9), (1.10).

Выберем произвольную функцию (ū, ψ̄) ∈ K, ψ̄ = (w̄, v̄, ϕ̄). Из (1.1)–(1.3) следу-

ет, что

∫

�γ

(− divσ − f)(ū− u) −
∫

γt

(w,11 + [στ ])(w̄ − w) − γt(v,11 + ϕ,1 + [σν ])(v̄ − v)+

+

∫

γt

(−ϕ,11 + v,1 + ϕ)(ϕ̄ − ϕ) +

∫

γs

(v,1111 − [σν ])(v̄ − v) = 0.

Интегрируя здесь по частям, получим

∫

�γ

σ(u)ε(ū− u) −
∫

�γ

f(ū− u) +

∫

γ

[σν(ū − u)]

+

∫

γt

{w,1(w̄,1 − w,1) + ϕ,1(ϕ̄,1 − ϕ,1) + (v,1 + ϕ)(v̄,1 + ϕ̄− v,1 − ϕ)}

+

∫

γs

v,11(v̄,11v,11) −
∫

γs

[σν ](v̄ − v) −
∫

γt

{[στ ](w̄ − w) + [σν ](v̄ − v)}

− w,1(w̄ − w)|0−1 − ϕ,1(ϕ̄− ϕ)|0−1 − (v,1 + ϕ)(v̄ − v)|0−1

+ v,111(v̄ − v)|10 − v,11(v̄,1 − v,1)|10 = 0. (1.17)

С учетом краевых условий (1.5), (1.7), первого и последнего из условий (1.8)

для вывода вариационного неравенства (1.10) из (1.17) достаточно доказать,
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что справедливо соотношение
∫

γ

[σν(ūν − uν)] +

∫

γt

[στ (ūτ − uτ )] −
∫

γs

[σν ](v̄ − v)

−
∫

γt

{[στ ](w̄ − w) + [σν ](v̄ − v)} ≤ 0. (1.18)

Однако справедливость неравенства (1.18) легко проверяется с помощью крае-

вых условий (1.4), (1.6).

Таким образом, из (1.1)–(1.8) получаем (1.9), (1.10). Предложение 1 полно-

стью доказано.

2. Предельный переход по параметру жесткости. В этом разделе

введем положительный параметр в модель (1.1)–(1.8). Этот параметр будет ха-

рактеризовать жесткость тонкого включения γt. Целью проводимых ниже рас-

суждений является обоснование возможности предельного перехода при стрем-

лении указанного параметра к бесконечности. Итак, пусть δ > 0 — параметр.

Для каждого δ можно найти единственное решение задачи

(uδ, ψδ) ∈ K, (2.1)

∫

�γ

σ(uδ)ε(ū− uδ) −
∫

�γ

f(ū− uδ) + δF ′(ψδ)(ψ̄ − ψδ)

+

∫

γs

vδ,11
(
v̄,11 − vδ,11

)
≥ 0 для всех (ū, ψ̄) ∈ K. (2.2)

Задача (2,1), (2.2) соответствует минимизации функционала энергии

1

2

∫

�γ

σ(u)ε(u) −
∫

�γ

fu+ δF (ψ) +
1

2

∫

γs

v2
,11, ψ = (v, w, ϕ),

на множестве K и на классе гладких решений эквивалентна следующей диф-

ференциальной постановке: найти вектор перемещений uδ =
(
uδ1, u

δ
2

)
и тензор

напряжений σδ =
{
σδij
}
, i, j = 1, 2, определенные в �γ , и функции vδ, wδ, ϕδ,

определенные на γ, γ, γt соответственно, а также постоянную cδ0 такие, что

− divσδ = f, σδ −Aε(uδ) = 0 в �γ ,

−δwδ,11 =
[
σδτ
]
, −δϕδ,11 + δvδ,1 + δϕδ = 0, −δvδ,11 − δϕδ,1 = [σδν ] на γt,

wδ = cδ0, vδ,1111 =
[
σδν
]

на γs,

uδ = 0 на � ; wδ = uδ−τ , vδ = uδ−ν на γ,

vδ,11 = vδ,111 = 0 при x1 = 1; ϕδ + vδ,1 = wδ,1 = ϕδ,1 = 0 при x1 = −1,
[
uδν
]
≥ 0, σδ+ν ≤ 0, σδ+τ = 0, σδ+ν [uν ] = 0 на γ,
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vδ,11(0+) = −δϕδ,1(0−), vδ,111(0+) = −δ(vδ,1 + ϕδ)(0−),

vδ,1(0+) = −ϕδ(0−); [vδ(0)] = [wδ(0)] = 0; wδ,1(0−) = 0,

∫

γs

σδ−τ = 0.

Сначала получим априорные оценки решения задачи (2.1), (2.2). Из (2.2)

при α > 0 имеем
∫

�γ

σ(uδ)ε(uδ) −
∫

�γ

fuδ + δ

∫

γt

{(
wδ,1
)2

+
(
ϕδ,1
)2

+
(
vδ,1 + ϕδ

)2}

+

∫

γs

(
vδ,11
)2 ± α

∫

γ

{(wδ)2 + (vδ)2} = 0. (2.3)

В силу неравенства Корна, краевых условий (1.4) и теорем вложения при малых

α имеем
1

2

∫

�γ

σ(uδ)ε(uδ) − α

∫

γ

{(wδ)2 + (vδ)2} ≥ 0.

Применяя рассуждения, использованные при доказательстве коэрцитивности

функционала π, при δ ≥ δ0 > 0 получим

‖uδ‖H1
� (�γ)2 ≤ c, ‖(vδ, wδ)‖H1(γ)2 ≤ c, ‖vδ‖H2(γs) + ‖ϕδ‖H1(γt) ≤ c (2.4)

и равномерно по δ

δ

∫

γt

{(
wδ,1
)2

+
(
ϕδ,1
)2

+
(
vδ,1 + ϕδ

)2} ≤ c. (2.5)

В силу (2.4), (2.5) можно предполагать, что при δ → ∞

uδ → u слабо в H1
� (�γ)

2, vδ → v слабо в H2(γs), (2.6)

(vδ, wδ) → (v, w) слабо в H1(γ)2, ϕδ → ϕ слабо в H1(γt), (2.7)

w,1 = 0, ϕ,1 = 0, v,1 + ϕ = 0 на γt.

Следовательно, существуют постоянные c1, c2, c3 такие, что

w(x1) = c1, ϕ(x1) = c2, v(x1) = −c2x1 + c3 на γt.

Введем множество допустимых перемещений для предельной задачи

K∞ =
{
(u, v) | u ∈ H1

� (�γ)
2; v|γs ∈ H2(γs), v|γt ∈ L(γt);

u−τ |γ ∈ R; [uν ] ≥ 0, v = u−ν на γ; [v,1(0)] = 0
}
,

где

L(γt) = {l | l(x1) = c1x1 + c0 на γt; c0, c1 ∈ R}.
При определении множества L(γt) считается, что постоянные c0, c1 произволь-

ны.
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Возьмем теперь произвольный элемент (ū, v̄) ∈ K∞. Тогда v̄(x1) = b0 + b1x1

на γt; bi ∈ R, i = 0, 1; ū−τ |γ = c0 ∈ R. Положим ψ̄ = (v̄, w̄, ϕ̄), где w̄ = c0 на γ,

ϕ = −b1 на γt. В этом случае (ū, ψ̄) ∈ K. Подставим элемент (ū, ψ̄) в качестве

тестовой функции в (2.2) и перейдем к пределу при δ → ∞ на основе сходимости

(2.6), (2.7). Получим

(u, v) ∈ K∞, (2.8)

∫

�γ

σ(u)ε(ū− u)−
∫

�γ

f(ū− u) +

∫

γs

v,11(v̄,11 − v,11) ≥ 0 для всех (ū, v̄) ∈ K∞. (2.9)

Следует пояснить принадлежность предельного элемента (u, v) множеству K∞.

В частности, требует пояснения условие [v,1(0)] = 0. При δ > 0 мы имели

(uδ, ψδ) ∈ K, в частности, vδ,1(0+) = −ϕδ(0−). В силу указанной сходимости vδ,

ϕδ это условие будет выполнено и в пределе при δ → ∞, т. е. v,1(0+) = −ϕ(0−).

Однако ϕ(0−) = c2, v,1(0−) = −c2, поэтому [v,1(0)] = 0. Кроме того, ясно, что

для предельной функции w из (2.7) будем иметь [w(0)] = 0 и, таким образом,

w = u−τ |γ ∈ R. Все остальные условия, необходимые для принадлежности мно-

жеству K∞, для предельного элемента (u, v) очевидны.

Итак, доказано следующее утверждение.

Теорема. Решения задачи (2.1), (2.2) сходятся при δ → ∞ в смысле (2.6),

(2.7) к решению задачи (2.8), (2.9).

Задача (2.8), (2.9) описывает равновесие упругого тела с тонким включе-

нием γ, которое отслаивается на положительном берегу. Более того, часть γt
включения является жесткой, а часть γs — полужесткой.

Приведем дифференциальную формулировку задачи (2.8), (2.9). Требуется

найти вектор перемещений u = (u1, u2) и тензор напряжений σ = {σij}, i, j =

1, 2, определенные в �γ , и функцию v, определенную на γ, а также постоянные

b0, a0, a1 такие, что

− div σ = f, σ −Aε(u) = 0 в �γ , (2.10)

v,1111 = [σν ] на γs; v,11 = v,111 = 0 при x1 = 1, (2.11)

u = 0 на � ; b0 = u−τ , v = u−ν на γ, (2.12)

[v(0)] = 0, [v,1(0)] = 0; v(x1) = a0 + a1x1, x1 ∈ (−1, 0), (2.13)

[uν] ≥ 0, σ+
ν ≤ 0, σ+

τ = 0, σ+
ν [uν ] = 0 на γ;

∫

γ

σ−
τ = 0, (2.14)

∫

γt

[σν ]l − (v,111)(0+)l(0−) + v,11(0+)l,1(0−) = 0 для всех l ∈ L(γt). (2.15)
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Учитывая структуру элементов пространства L(γt), заметим, что тожде-

ство (2.15) можно переписать в виде двух соотношений

−
∫

γt

[σν ] + v,111(0+) = 0,

∫

γt

[σν ]x1 + v,11(0+) = 0,

которые имеют ясный физический смысл.

Предложение 2. Формулировки (2.8), (2.9) и (2.10)–(2.15) эквивалентны

на классе достаточно гладких решений.

Доказательство. Пусть выполнено (2.8), (2.9). Возьмем в (2.9) тестовую

функцию (ū, v̄) = (u, v) ± (ũ, 0), ũ ∈ C∞
0 (�γ)

2. Получим уравнение равновесия

(см. (2.10)). Далее выберем в (2.9) тестовую функцию вида (ū, v̄) = (u, v)±(ũ, ṽ),

(ũ, ṽ) ∈ K∞, [ũν ] = 0 на γ. Будем иметь тождество

∫

�γ

σ(u)ε(ũ) −
∫

�γ

fũ+

∫

γs

v,11ṽ,11 = 0.

Отсюда следует после интегрирования по частям

−
∫

γ

[(σν)ũ] +

∫

γs

v,1111ṽ + v,11ṽ,1|10 − v,111ṽ|10 = 0,

или

−
∫

γt

[σν ]ũν −
∫

γs

[σν ]ũν −
∫

γ

[στ ũτ ] +

∫

γs

v,1111ṽ + v,11ṽ,1|10 − v,111ṽ|10 = 0. (2.16)

В силу произвольности величин ũ±τ отсюда заключаем, что

σ+
τ = 0 на γ;

∫

γ

σ−
τ = 0.

Кроме того, из (2.16) получаем

v,1111 = [σν ] на γs; v,11 = v,111 = 0 при x1 = 1.

Итак, из (2.16), обозначая ũν |γt через l, имеем

∫

γt

[σν ]l − (v,111)(0+)l(0−) + v,11(0+)l,1(0−) = 0 для всех l ∈ L(γt),

т. е. тождество (2.15). При этом мы воспользовались тем, что l,1(0−) = ṽ,1(0+).

Справедливость оставшихся краевых условий (2.14) сомнений не вызывает.

Они стандартны для задач с неизвестным множеством контакта при наличии

упругих, жестких или полужестких включений (см. [2, 3, 10]).

Итак, из (2.8), (2.9) вытекают все условия (2.10)–(2.15).
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Докажем обратное. Пусть выполнены все соотношения (2.10)–(2.15). Име-

ем
∫

�γ

(− div σ − f)(ū− u) +

∫

γs

(v,1111 − [σν ])(v̄ − v) = 0 для всех (ū, v̄) ∈ K∞.

Интегрируя здесь по частям, находим
∫

�γ

σ(u)ε(ū− u) −
∫

�γ

f(ū− u) +

∫

γ

[σν(ū − u)] +

∫

γs

v,11(v̄,11 − xv,11)

−
∫

γs

[σν ](v̄ − v) + v,111(v̄ − v)|10 − v,11(v̄,1 − v,1)|10 = 0. (2.17)

Для того чтобы доказать справедливость вариационного неравенства (2.9), из

(2.17) достаточно установить, что
∫

γ

[σν(ū−u)]+
∫

γs

v,11(v̄,11−v,11)−
∫

γs

[σν ](v̄−v)+v,111(v̄−v)|10−v,11(v̄,1−v,1)|10 ≤ 0.

(2.18)

Однако справедливость неравенства (2.18) легко проверяется в силу краевых

условий (2.14), (2.15).

Предложение 2 доказано.

В заключение отметим, что условия сопряжения для предельной модели

(2.10)–(2.15) характеризуются первыми двумя равенствами (2.13) и тождеством

(2.15). Горизонтальные перемещения включений γt, γs в точке (0, 0) совпадают

в силу (2.12) и равны b0.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦЫ

В ВИНТОВОМ ПНЕВМОСЕПАРАТОРЕ

СТАТИСТИЧЕСКИМИ МЕТОДАМИ

С. Р. Крылатова, А. И. Матвеев,
И. Ф. Лебедев, Б. В. Яковлев

Аннотация. При математическом моделировании процессов, происходящих в уст-
ройствах обогащения полезных ископаемых, появляются задачи определения веро-
ятности местонахождения частицы на рабочих поверхностях устройств. В насто-
ящей работе для решения подобной задачи предлагается статистический подход,

т. е. при определении вероятности используется идея метода Гиббса. Рассмот-
рены проблемы моделирования процессов, происходящих в воздушном винтовом
сепараторе. Разработаны математическая модель винтовой поверхности пневмо-
сепаратора, модели движения частицы, потока невзаимодействующих частиц по
рабочей поверхности сепаратора и алгоритм определения концентрации потока ча-
стиц. Рассчитанное распределение концентрации невзаимодействующих частиц на
рабочей поверхности устройства отождествляется с распределением вероятности
местонахождения одной частицы. Разработанный алгоритм определения вероят-
ности положения частицы на рабочей поверхности пневмосепаратора может быть
использован как элемент более сложной математической модели, например модели,
где учитываются взаимодействия между частицами.

DOI: 10.25587/SVFU.2018.1.12771

Ключевые слова: винтовой сепаратор, концентрация, статистический метод,

уравнение движения, поток частиц, обогащение, математическая модель.

Для определения оптимальных параметров [1], и усовершенствования ра-

бочей поверхности [2] винтового пневмосепаратора необходима разработка ма-

тематической модели процессов, происходящих внутри сепаратора [3, 4]. Пнев-

мосепаратор продувается воздухом с нижней части устройства [5]. Частицы

песка, совершая под действием потока воздуха вращательное движение, уходят

наверх и выбрасываются из сепаратора. Из-за наклона рабочей поверхности

тяжелая частица смещается в центральную часть сепаратора и отделяется [6].

В [7, 8] представлены математические модели движения частицы в винтовом се-

параторе. В [9] исследованы процессы сепарации в винтовом сепараторе мето-

дом дискретных элементов. В этих исследованиях появляется задача определе-

ния вероятности положения частицы на рабочей поверхности в процессе работы

устройства. Такая задача может быть использована как основной элемент ма-

тематической модели коллективного движения частиц в пневмосепараторе [10].

c© 2018 Крылатова С. Р., Матвеев А. И., Лебедев И. Ф., Яковлев Б. В.
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Рис. 1. Рабочая поверхность винтового пневмосепаратора

В настоящей работе для описания движения частицы используется идея

метода Гиббса [11, 12], т. е. вместо последовательных (по времени) состояний

системы вводится ансамбль, который представляет собой совокупность состоя-

ний многих систем с определенными начальными условиями. На первом этапе

работы определяется движение одной частицы внутри пневмосепаратора под

действием направленного потока воздуха [13]. В качестве рабочей поверхности

выбрана винтовая поверхность с определенным углом раствора и аксиальным

углом наклона. Математическая модель рабочей поверхности винтового сепа-

ратора получена обобщением модели конической поверхности [14], т. е. добав-

ляется третья аксиальная компонента нормали к поверхности (рис. 1).

Уравнение движения частицы имеет вид [15]

m~̈R = ~Fв +m~g + ~Fтр + ~N, (15)

где ~R = r~er + z~ez — радиус-вектор частицы, m — ее масса,

~Fв = a(v0 cos(β) − vψ)~eψ + a

(
v0 sin(β) − 1

tg(α)
vr − tg(β)vψ

)
~ez

— сила действия потока воздуха, a — коэффициент сопротивления при дви-

жении тела в воздушной среде, зависящий от характеристики среды, формы и

свойств тела, v0 — скорость потока воздуха, vψ — аксиальная составляющая ско-

рости движения тела, ~g = −g~ez — ускорение свободного падения, ~Fтр = −Nf ~vv —

сила трения о поверхность, r — расстояние от оси модели до частицы, ψ — угол

цилиндрической системы координат, ~er, ~eψ, ~ez — базисные векторы цилиндри-

ческой системы координат.

Нормаль к рабочей поверхности сепаратора определяется соотношением

~eN = − cos(α) cos(β)~er − sin(α) sin(β)~eψ + sin(α) cos(β)~ez ,
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где β = arctg
(

h
2πR

)
— угол наклона рабочей поверхности по азимутальному

направлению, α — угол полураствора конусной поверхности, т. е. угол наклона

нормали рабочей поверхности по радиальному направлению.

Нормаль к рабочей поверхности относительно вертикальной оси можно на-

писать в следующем виде:

~eN = − sin(γ1) cos(γ2)~er − sin(γ1) sin(γ2)~eψ + cos(γ1)~ez,

где γ1 — угол между нормалью и вертикальной осью, γ2 — азимут проекции

нормали на горизонтальную плоскость,

cos(γ1) = sin(α) cos(β), tg(γ2) = − tg(α) tg(β),

~N = ~N(vψ , r) =

(
mgcos(γ1) +

mv2
ψ

r
cos(γ2) sin(γ1)

)
~en

— сила реакции поверхности.

Из (1) получена система дифференциальных уравнений с начальными усло-

виями

r(0) = r0, ψ(0) = ψ0, z(0) = z0, vr(0) = 0, vψ(0) = 0, vz(0) = 0,

ṙ = vr,

ψ̇ =
vψ
r
,

ż =
1

tg(α)
vr + tg(β)vψ ,

v̇r =
v2
ψ

r
− N

m
cos(α) cos(β) − f

N

m

vr
v

tg(α),

v̇ψ =
N

m
sin(α) sin(β) +

a

m
(v0 cos(β) − vψ) − vrvψ

r
− f

N

m

vψ
v
,

v̇z = −g +
a

m

(
v0 sin(β) −

(
vr

tg(α)
+ tg(β)vψ

))

+
N

m
sinα cosβ − f

N

m

1

v

(
1

tg(α)
vr + tg(β)vψ

)
.

Эта система решается методом Рунге — Кутты, тем самым определяет-

ся закон движения частицы по рабочей поверхности. Используя полученный

результат, можно определить траектории и законы движения и для системы

невзаимодействующих частиц. Совокупность состояний невзаимодействующих

частиц принимаем за статистический ансамбль. Ясно, что в начальный момент

времени вдоль радиуса винтовой поверхности распределение вероятности поло-

жения частицы однородно. Зная начальные условия для невзаимодействующих

частиц, можно определить концентрацию частиц на винтовой поверхности в по-

следующие моменты времени. При стационарном случае получается определен-

ное не зависящее от времени распределение плотности частиц на поверхности.

Согласно методу Гиббса это распределение отождествляется с распределением
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Рис. 2. Распределение концентрации невзаимодействующих частиц

Рис. 3. Распределение частиц на модельной плоскости для трех витков

вероятности местонахождения одной частицы. В качестве примера в работе

рассмотрен поток из 30 частиц с равномерным начальным распределением по

радиусу (рис. 2). Вероятность местонахождения частицы на рабочей поверхно-

сти определяется как концентрация этого потока.

С целью определения концентрации потока частиц рабочую поверхность

каждого витка отображаем на плоскость (рис. 3), которую назовем модель-

ной плоскостью. Имеем некоторый поток частиц в модельной плоскости с

заданными координатами и скоростями в начальный момент времени. Зако-

ны движения для каждой частицы известны. Для решения задачи использу-

ем вычислительные свойства компьютера. На компьютере строим положение

частицы в плоскости за равные промежутки времени (потому что в началь-

ный момент времени поток однородный). В окрестности точки наблюдения

(X,Y ) выделяем физически бесконечно малую область, например, для плоской

задачи окружность радиуса R с центром в точке наблюдения. Относительно

этой точки наблюдения определяем расстояние всех точек потока по формуле

Li =
√

(X − xi)2 + (Y − yi)2.

Следующий шаг: создаем программу, определяющую расстояния до точек,
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Рис. 4. Распределение концентрации на модельной плоскости.

а — вид сверху, b — вид сбоку

которые лежат только внутри этой окружности:

L1i,k =

{
0, если Li,k > R,

Li,k, иначе.

Расстояния до тех точек, которые лежат вне окружности, зануляются програм-

мой. Таким образом получается двухмерная матрица данных, определяющая

расстояния от центра окружности до точек, лежащих внутри него. Элементы

матрицы делятся на значение самих элементов:

Ki,k =
L1i,k
L1i,k

.

Тогда элементами матрицы являются только 0 и 1. Следовательно, сумми-

руя все элементы матрицы

k =

n∑

i=o

(
n∑

k=0

Ki,k

)
,

получаем количество частиц внутри окружности с физически бесконечно ма-

лым объемом. Выбирая координаты точек наблюдения и введя соответствен-

но физически бесконечно малые области, определяем количество частиц внут-

ри такой «подвижной» окружности на всей плоскости. Концентрация частиц

определяется отношением количества частиц к площади окружности. На рис. 4

представлен график концентрации частиц на модельной плоскости. Согласно

модели вероятность нахождения частицы на этой плоскости пропорциональна

концентрации.

Изложенный статистический метод определения вероятности положения

частицы может быть использован и для других устройств.
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MODELING OF PARTICLE MOTION IN SPIRAL

PNEUMOSEPARATOR BY STATISTICAL METHODS
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Abstract: In mathematical modeling of mineral processing, there arise problems of
determining the probability of the particle presence on the working surfaces of devices.
In the paper, we propose a statistical approach to solving such problem, i. e., the idea
of the Gibbs method is used. We consider problems of modeling processes in an air
spiral separator. A mathematical model of the spiral surface of a pneumoseparator,
a model of particle motion, a flux of noninteracting particles along the separator working
surface, and an algorithm for determining the particle flux concentration are developed.
The calculated distribution of the noninteracting particles concentration on the working
surface of the device is identified with the probability distribution of the location of
one particle. The developed algorithm for determining the probability of position of
a particle on the working surface of the pneumoseparator can be used as an element of
a more complex mathematical model, for example, a model where interactions between
particles are taken into account.
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УДК 517.95+532.5

О НЕКОТОРЫХ ПРИМЕНЕНИЯХ

ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

И МЕТОДАХ ЕГО РЕШЕНИЯ

В. Н. Ханхасаев, Э. В. Дармахеев

Аннотация. Создание новых технологических процессов, основанных на исполь-
зовании высокоинтенсивных потоков энергии, вынуждает при определении темпе-
ратурного состояния учитывать конечную скорость распространения тепла. Этот
учет может быть осуществлен при помощи гиперболического уравнения теплопро-
водности, полученного А. В. Лыковым в рамках неравновесной феноменологиче-
ской термодинамики как следствие обобщения закона Фурье для потоков и урав-
нения теплового баланса. В прежних работах В. Н. Ханхасаева моделировался
процесс коммутационного отключения электрической дуги в спутном потоке газа
с использованием этого уравнения. В данной работе развивается математическая
модель этого процесса с добавлением периода устойчивого горения дуги до момен-
та отключения, и заменой строго гиперболического уравнения теплопроводности
гиперболо-параболическим. Для полученного смешанного уравнения теплопровод-
ности корректно поставлены и численно решаются ряд краевых задач в программ-
ных средах Фортран и Маткад с получением полей температур, хорошо согласую-
щихся с имеющимися экспериментальными данными.

DOI: 10.25587/SVFU.2018.1.12772

Ключевые слова: гиперболо-параболические уравнения, гиперболическое урав-
нение теплопроводности, схема переменных направлений, уравнения Навье — Сток-
са, тепловой баланс.

Введение

Несмотря на большой опыт в разработке коммутационных аппаратов и

исследовании происходящих в них электродуговых процессов, отраженный, в

частности, в монографии А. И. Полтева [1], существует ряд проблем, связан-

ных с изучением квазистационарных и существенно нестационарных процессов

в дуге, обдуваемой потоком газа, созданием методов расчета и поиском путей

повышения эффективности дутьевых систем для увеличения теплосъема с элек-

трической дуги.

Анализ работы выпускаемых в настоящее время промышленных высоко-

вольтных выключателей классического типа с коммутацией, сопровождающей-

ся возникновением дуги, показывает, что они зачастую не отвечают совре-

менным требованиям по уровням отключаемых токов, напряжений на разрыв,

c© 2018 Ханхасаев В. Н., Дармахеев Э. В.
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быстродействию и надежности. В работах С. Л. Буянтуева и др. [2] был предло-

жен и экспериментально на первом этапе исследован новый автогазовый способ

гашения коммутационной дуги, основанный на принципе возгонки элегаза (SF6)

из одного агрегатного состояния в другое под действием энергии дуги с обра-

зованием высокого давления в дутьевой камере. На втором этапе необходимо

учитывать влияние потока газа в разные стадии горения и гашения дуги от ам-

плитудных до нулевых значений тока, различную геометрию дутьевых систем

и термохимические эффекты в столбе дуги.

В соответствии с полученными результатами и с целью дальнейшей эф-

фективной доработки этого способа встала задача построения адекватных ма-

тематических моделей теплообмена и математического аппарата для их описа-

ния при определенных режимах работы. В силу тепловой инерции плазмы в

области перехода тока через ноль, где находится наиболее удобное время для

разъединения электрической цепи, температура дуги достаточно высока (на оси

≈ 7000◦ K), а время гашения и тепловая постоянная времени дуги τ для про-

дольного дутья в воздухе, элегазе или смесях элегаза с азотом имеют длитель-

ность от единиц до десятков микросекунд, и тепловое равновесие достигается

сравнительно быстро. Поэтому если процессы в области амплитуды тока обыч-

но представляют как установившиеся, описываемые классическим уравнением

теплопроводности параболического типа, то дугогашение в области нуля тока

необходимо рассматривать как существенно нестационарный процесс, описыва-

емый гиперболической моделью [3–5].

К этой проблеме примыкает моделирование волнового механизма теплопе-

реноса, обусловленного конечной скоростью распространения тепла. Из клас-

сической теории переноса известны следующие законы:

q̄(x, y, z, t) = −λ gradT (x, y, z, t) — закон Фурье, λ — коэффициент тепло-

проводности, q̄ — плотность теплового потока, T — температура;

q̄(x, y, z, t) = −D gradC(x, y, z, t) — закон Фика, D — коэффициент диффу-

зии, q̄ — плотность потока диффузии, C — концентрация;

q̄(x, y, z, t) = −K gradH(x, y, z, t) — закон Дарси, K — коэффициент филь-

трации, q̄ — поток объемного расхода или скорость фильтрации, H — давление.

Все они имеют одинаковую форму, и в общем виде их можно записать так:

q̄(x, y, z, t) = −A gradU(x, y, z, t) — обобщенный закон переноса [6], где A —

коэффициент переноса, q̄ — плотность потока, U — потенциал.

Дифференциальное уравнение переноса, получаемое из данного закона в

одномерном случае, имеет параболический тип:

∂U

∂t
= a

∂2U

∂x2
. (1)

Если продифференцировать фундаментальное решение этого уравнения

U(x, t) =
1√

4πat
exp

(
− x2

4at

)
(2)

и устремить время к нулю, то будет видно, что скорость переноса потенциала

в начальный момент времени равна бесконечности. Решение этого парадокса в
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том, что при рассмотрении среды на молекулярном уровне ее нельзя считать

сплошной, так как между молекулами находится свободное пространство.

Приближение сплошной среды, подразумевающее у нее отсутствие внут-

ренней структуры, означает, что в интегральных законах сохранения для этой

среды можно совершать предельный переход при стремлении объема к нулю.

Такой предельный переход позволяет получить уравнение сохранения энергии

в дифференциальной форме. С физической точки зрения эта процедура некор-

ректна, так как любая среда всегда состоит из отдельных элементов и имеет

свою внутреннюю дискретную структуру [7].

В рамках теории теплопроводности Каттанео и Вернотте [8, 9] в 1958 г.

из молекулярно-кинетических представлений, используя гипотезу о конечности

продолжительности удара молекул и представления о длине свободного пробега

молекул, чисто эмпирически предложили новый обобщенный закон теплопро-

водности, в котором появилось дополнительное слагаемое τ ∂q∂t , учитывающее

дискретную молекулярную структуру среды и отвечающее за инерционность

тепла. В этом слагаемом τ — время релаксации, т. е. время установления

термодинамического равновесия между тепловым потоком и градиентом тем-

пературы. Тогда обобщенный закон переноса запишется в следующем виде:

τ
∂q

∂t
+ q = −A gradU. (3)

Это дополнительное слагаемое, с одной стороны, позволяет оставаться на

уровне макроскопических параметров среды при описании процессов переноса

потенциала и не опускаться до уровня молекулярной физики, а с другой сто-

роны, оно учитывает дискретную структуру этой среды. Введение этого сла-

гаемого теоретически обосновал А. В. Лыков [10] в рамках неравновесной фе-

номенологической термодинамики как следствие обобщения соотношения Он-

загера для потоков. Классические теории переноса справедливы, если скорость

протекания процессов много меньше скорости распространения возмущений в

рассматриваемой среде, и такие процессы можно назвать квазистационарными.

Ряд работ по теплофизике последних лет В. А. Бубнова [11], А. Г. Шашкова

[7], О. Н. Шабловского [12], Г. Н. Кувыркина [13], Г. Я. Бородянского [14],

А. С. Макаренко [15], В. Ф. Формалева и И. А. Селина [6] также показали, что

для существенно нестационарных процессов теплопроводности гиперболическая

модель точнее передает свойства процесса теплопереноса.

Продолжая развивать математическую модель исследуемого процесса, за-

меним постоянный коэффициент тепловой релаксации τ на функцию от времени

k = k(t), а возможно, и k = k(t, x), где k = 0 в области параболичности опера-

тора теплопроводности смешанного типа (гиперболо-параболического) второго

порядка, а также рассмотрим обратную задачу для установления k = k(t, x)

по известным экспериментальным данным. Принимая в качестве решения за-

дачи структурной идентификации математической модели со смешанным опе-

ратором теплопроводности с установленным k = k(t, x), в дальнейшем можно
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решать различные другие задачи параметрической идентификации, т. е. уточн-

нять другие коэффициенты уравнения.

Для одномерного по пространственным переменным гиперболического урав-

нения теплопроводности опубликовано достаточно много различных аналити-

ческих и численных исследований. Можно порекомендовать работы [7, 10], где

имеется сравнение решений классического параболического и обобщенного ги-

перболического уравнений теплопроводности. Главным выводом является так-

же то, что при малых временах и при высокоинтенсивных тепловых нагруз-

ках гиперболическая математическая модель лучше отображает перенос тепла.

В одномерном случае приведем для примера численное решение смешанного

уравнения теплопроводности в среде Mathcad-15 [16].

В работах [17, 18] приведены теоретическое обоснование, алгоритм и раз-

ностные схемы численного расчета для внутренних точек дискретного разбие-

ния области задания более общего гиперболо-параболического уравнения. В на-

стоящей работе, более тесно связанной с процессом тепломассообмена, сконцен-

трируемся на более подробном описании разностных схем для граничных точек

области задания при введении краевых условий третьего рода на основе сохра-

нения теплового баланса и консервативности всей схемы.

1. Постановка двумерной задачи

Рассмотрим уравнение смешанного типа в частных производных 2-го по-

рядка

k(τ)
∂2T

∂τ2
+
∂T

∂τ
= λ

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2

)
+ qv(x, y, τ) (4)

в цилиндрической области G = � × [T1,T2], � = [0, lx] × [0, ly]; T1 < 0, T2 > 0,

lx > 0, ly > 0; � = γ × [T1,T2], γ = ∂�. При этом k(τ) = 0, τ ≤ 0; k(τ) > 0,

τ > 0; (x, y, τ) ∈ G, т. е. при τ ≤ 0 уравнение (4) параболическое, а при

τ > 0 гиперболическое; λ — коэффициент температуропроводности (λ = 70 из

экспериментальных данных), k — коэффициент тепловой релаксации [10], qv —

джоулево тепло (внутренние источники тепла), qv = 0 при τ > 0.

Краевая задача. Найти решение уравнения (4) в области G такое, что[
∓λ∂T

∂x
+ α0x,lxT

]

x=0,lx

= q0x,lx,

[
∓λ∂T

∂y
+ α0y,lyT

]

y=0,ly

= q0y,ly, (5)

T (x, y, τ)|τ=T1
= T0(x, y), (6)

α0x,lx,0y,ly и q0x,lx,0y,ly — коэффициенты теплоотдачи и плотности теплового по-

тока поверхностных источников на границе области � соответственно, T0(x, y) —

начальное распределение поля температур в момент времени τ = T1.

2. Основной результат двумерной задачи

Изобразим область переменных (x, y) прямоугольной формы и введем вна-

чале неравномерную пространственную сетку, показанную на рис. 1:

{xn, ym}N,Mn=1,m=1, hxn = xn+1 − xn, hym = ym+1 − ym,
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и равномерную сетку по времени: {τj}Jj=0, τj = T1 + j�τ . Грани элементарных

объемов разместим посередине между узловыми точками.

Рис. 1

Сначала составим конечно-разностное уравнение для произвольного внут-

реннего элементарного объема, содержащего узловую точку (xn, ym). Этот объ-

ем окружен четырьмя соседними. Поэтому в уравнении теплового баланса сле-

дует учитывать четыре тепловых потока от соседних объемов. Уравнение ба-

ланса имеет вид
xn+1/2∫

xn−1/2

ym+1/2∫

ym−1/2

k

(
dT

dτ

j+1

− dT

dτ

j
)
dydx+

xn+1/2∫

xn−1/2

ym+1/2∫

ym−1/2

(
T j+1 − T j

)
dydx

=

τj+1∫

τj


−Pn+1/2 + Pn−1/2 − Pm+1/2 + Pm−1/2 +

xn+1/2∫

xn−1/2

ym+1/2∫

ym−1/2

qv dydx


 dτ,

где xn±1/2 = (xn + xn±1)/2 и ym±1/2 = (ym + ym±1)/2.

Для расчета тепловых потоков Pn±1/2, Pm±1/2 используются следующие

формулы, основанные на обычном законе Фурье:

Pn+1/2 = λ
(un,m − un+1,m)

hn

(hm + hm−1)

2
,

Pm−1/2 = λ
(un,m−1 − un,m)

hm−1

(hn + hn−1)

2
,

Pn−1/2 = λ
(un−1,m − un+1,m)

hn−1

(hm + hm−1)

2
,

Pm+1/2 = λ
(un,m − un,m+1)

hm

(hn + hn−1)

2
.

Множители (hm + hm−1)/2 и (hn + hn−1)/2 соответствуют «площадям» граней

элементарного объема, через которые проходят тепловые потоки.

Таким образом, из уравнения теплового баланса получаем следующую неяв-

ную схему:

k

[(
uj+1
n,m − ujn,m

)

�τ
−
(
ujn,m − uj−1

n,m

)

�τ

]
1

�τ

(hm + hm−1)(hn + hn−1)

4
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+

(
uj+1
n,m − ujn,m

)

�τ
· (hm + hm−1)(hn + hn−1)

4

= λ

[(
uj+1
n+1,m − uj+1

n,m

)

hn
−
(
uj+1
n,m − uj+1

n−1,m

)

hn

]
(hm + hm−1)

2

+ λ

[(
uj+1
n,m+1 − uj+1

n,m

)

hm
−
(
uj+1
n,m − uj+1

n,m−1

)

hm

]
(hn + hn−1)

2

+

xn+1/2∫

xn−1/2

ym+1/2∫

ym−1/2

qv dydx, (7)

где ujn,m — сеточная функция, соответствующая температуре T (xn, ym, τj).

С помощью метода теплового баланса несложно составить разностные урав-

нения и для граничных элементарных объемов. При этом в уравнениях тепло-

вого баланса следует учитывать тепловые потоки на границе области в окру-

жающую среду, выражения для которых вытекают из граничных условий (5).

Например, для объема, прилегающего к границе x = lx и содержащего узел

(xN , ym) (см. рис. 1.), получим

k

[(
uj+1
N,m − ujN,m

)

�τ
−
(
ujN,m − uj−1

N,m

)

�τ

]
1

�τ

(hm + hm−1)hN−1

4

+

(
uj+1
N,m − ujN,m

)

�τ

(hm + hm−1)hN−1

4

=

[
qlx − αlxu

j+1
N,m + λ

(
uj+1
N−1,m − uj+1

N,m

)

hN−1

]
(hm + hm−1)

2

+

[
λ

(
uj+1
N,m+1 − uj+1

N,m

)

hm
− λ

(
uj+1
N,m − uj+1

N,m−1

)

hm

]
hN−1

2
+

xN∫

xN−1/2

ym+1/2∫

ym−1/2

qv dydx.

Для элементарных объемов, лежащих в углах, надо учитывать темпера-

турные потоки в среду с двух смежных граней. Так, для объема, построенного

вокруг узла (xN , y1) (см. рис. 1.) и имеющего величину hN−1h1/4, получим

k

[(
uj+1
N,1 − ujN,1

)

�τ
−
(
ujN,1 − uj−1

N,1

)

�τ

]
1

�τ

h1hN−1

4
+

(
uj+1
N,1 − ujN,1

)

�τ

h1hN−1

4

=

[
qlx − αlxu

j+1
N,1 + λ

(
uj+1
N−1,1 − uj+1

N,1

)

hN−1

]
h1

2

+

[
λ

(
uj+1
N,2 − uj+1

N,1

)

h1
+ q0y − α0yu

j+1
N,1

]
hN−1

2
+

xN∫

xN−1/2

h1/2∫

0

qv dydx.

Следует отметить, что если в правой части уравнения (7) заменить индекс

времени j + 1 на j, то получим явную схему.
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В ходе численного решения по явной разностной схеме [19, 20] значения

uj+1
n,m вычисляются непосредственно по значениям предыдущих слоев ujn,m и

uj−1
n,m. Поэтому общее число арифметических действий, необходимое при пе-

реходе со слоя на слой, пропорционально числу N2 узлов сетки на одном слое.

Поскольку условие устойчивости явной схемы для данного случая �τ ≈ h2, для

расчета до момента времени T2 число слоев будет иметь порядок N2. Таким

образом, общее число арифметических действий будет пропорционально N4.

Если вести расчеты по неявной (устойчивой) схеме, то можно брать шаги �τ и

h одного порядка, т. е. �τ ≈ h. Но в этом случае на каждом слое необходимо

решать систему N2 линейных уравнений. Даже с учетом разреженности матри-

цы системы для ее решения методом Гаусса потребуется число арифметических

действий, пропорциональное N3. Поскольку при расчете до момента T2 надо

сделать N шагов по времени, для решения всей задачи потребуется около N4

действий. Таким образом, для двумерной пространственной задачи как явная,

так и неявная схемы приводят к одинаковому объему вычислений. На каждую

вычисленную точку при τ = T2 требуется около N4 операций.

Чтобы сократить число операций, построим неявную разностную схему по

локально одномерному методу, которая является более экономичной по сравне-

нию с упомянутыми ранее схемами.

Для начала введем в рассмотрение вспомогательный [21] (полуцелый) слой

τj+1/2 = τj + �τ
2 . Для простоты далее будет использоваться равномерная сетка:

xn = (n − 1)hx, ym = (m − 1)hy. Тогда разностная схема (7) при равномерной

сетке на полуцелом слое j + 1/2 примет вид

k

(
u
j+1/2
n,m − 2ujn,m + u

j−1/2
n,m

)
(
�τ
2

)2 +
u
j+1/2
n,m − ujn,m

�τ
2

= �1u
j+1/2
n,m + �2u

j
n,m +

qv
2
, (8)

где

�1un,m =
1

h2
x

(un+1,m−2un,m+un−1,m), �2un,m =
1

h2
y

(un,m+1−2un,m+un,m−1).

Значения на слое j + 1 будут вычисляться аналогичным образом по значе-

ниям, полученным на j + 1/2 полуцелом слое:

k

(
uj+1
n,m − 2u

j+1/2
n,m + ujn,m

)
(
�τ
2

)2 +
uj+1
n,m − u

j+1/2
n,m

�τ
2

= �1u
j+1/2
n,m + �2u

j+1
n,m +

qv
2
. (9)

Вычисление решения разностной схемы (8), (9) осуществляется в два этапа. На

первом вычисление значений un,m на полуцелом слое τj+1/2 ведется прогонкой

в направлении оси 0x. Второй этап — прогонка на слое τj по оси 0y. Поэтому

схему называют локально одномерной или схемой переменных направлений.

Всего на одном слое осуществляется 2N прогонок. Следовательно, число

арифметических операций на одном слое пропорционально N2. В используемой

неявной схеме можем положить �τ = h и тогда для расчета до момента T2 по

времени надо сделать N шагов. Таким образом, трудоемкость решения всей
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задачи оценивается числом, имеющим порядок N3, что более чем на порядок

лучше по сравнению с вышеописанными схемами.

Из-за наличия граничных условий (7) область сеточной функции ujn,m раз-

бивается на 9 перечисленных ниже участков. Это связано с тем, что в локально

одномерном методе при вычислении сеточной функции u
j+1/2
n,m на первом полу-

шаге в прогонке вдоль оси 0x участвуют помимо ujn,m соседние по y значения

ujn,m−1, u
j
n,m+1. На втором полушаге производится прогонка вдоль оси 0y. При

этом область сеточной функции будет точно так же разбиваться на 9 таких же

участков.

Локально одномерная схема на пространственной сетке, равномерной по

каждой из координат x, y, имеет вид

u
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n+1,m −

(
h2
x

λ

(
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�τ2
+

1
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+ 2
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+
h2
x

h2
y

ujn,m−1 +
h2
x

λ

(
qv
2

− k

�τ2
uj−1/2
n,m

)
= 0

для внутренней точки (n = 2, . . . , N − 1, m = 2, . . . ,M − 1);

−
(

1 + αlx
hx
λ

+
1

2

h2
x

λ
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1
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))
u
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+
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2
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1
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�τ2
u
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)
= 0

для точки на стороне прямоугольника (например, n = N , m = 2, . . . ,M − 1);

−
(

1 + αlx
hx
λ

+
1

2

h2
x

λ
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))
u
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1
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h2
x
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1

hy
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для угловой точки (например, n = N , m = 1).

В качестве примера приводим расчеты температурных полей на рис. 2–4,

где показан процесс остывания электрической дуги в одной из математических

моделей [22].

3. Постановка трехмерной задачи

Перейдем теперь к рассмотрению осесимметрической трехмерной матема-

тической модели с добавлением аксиальной координаты z, т. е. с учетом газоди-

намики дугового разряда, и приведем постановку смешанной краевой задачи,
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Рис. 2. Распределение температуры в начальный момент времени τ = T1

Рис. 3. Распределение температуры Рис. 4. Распределение температуры

в момент времени τ = 0 в момент времени τ = T2

являющейся модификацией задачи Рагаллера [23], где параболическое уравне-

ние энергии заменено на два уравнения (10):

Найти поля температуры и скорости системы

k
∂q

∂t
+ q = −λ∂T
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− 1

r

∂

∂r
(rq),

(10)
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удовлетворяющие начально-краевым условиям

T |t=0 = ϕ1(r); T |r=1 = 0, 3;
∂T

∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0;

∂T

∂z

∣∣∣∣
z=0

= 0; q|t=0 = −λ∂T
∂r

∣∣∣∣
t=0

= ϕ′
1(r);

q|r=0 = 0; vz|t=0 = vz |r=1 =

(
2p0

ρ
ln

(
p

p0

))0,5

;

vz|z=0 = 0; vr|t=0 = 0; vr|r=0 = 0.

(11)

Система уравнений газодинамики, применяемая в работах Рагаллера [23],

является частным случаем системы (10) при k = 0. Здесь пренебрегается ак-

сиальными теплопроводностью и вязкостью. Импульс предполагается не зави-

сящим от радиальной координаты. Эффекты турбулентного переноса вклю-

чаются в коэффициенты радиальных теплопроводности и вязкости. Влияние

геометрии разрядной трубки отражено в системе уравнений (10) посредством

члена с продольным импульсом p(z), для которого хорошей аппроксимацией

в момент времени, близкий к моменту прерывания тока, является продольное

распределение давления газа.

Для решения поставленных краевых задач для этих систем был составлен

и отлажен комплекс программ на языке программирования Фортран для PC

с помощью метода изотерм [4]. В трехмерном пространстве были введены ра-

диальная и аксиальная дискретизации и дифференциальная форма уравнений

системы была преобразована к изотермам.

Дискретизация основана на следующих фундаментальных свойствах этой

гиперболической системы дифференциальных уравнений в частных производ-

ных: соседние зоны, расположенные ниже по течению потока, могут быть рас-

считаны зона за зоной, начиная с точки стагнации, где система ведет себя как

дуга цилиндрической формы и эволюционирует независимо от областей, на-

ходящихся ниже по течению. Для каждого интервала времени рассчитываем

все зоны в осевом направлении, чтобы также включить в модель токонесущие

фазы (сильноточную дугу и бестоковый режим). Этот расчет необходим для

вычисления в каждый данный момент полного сопротивления дуги. Средние

значения по зоне определяются как среднеарифметические значения по двум

соседним изотермам, служащим границами зоны.

Распределение аксиального давления определяется геометрией нагретого

газа и изначально заданной разницей в давлении, которая затем меняется в

расчете. В данной работе изучается только случай свободно остывающего шну-

ра электрического разряда, т. е. Q(T ) = 0, а в этом режиме можно пренебречь

излучательным переносом энергии. Кроме начального профиля температуры

необходимо задать начальное поле скоростей, для которого хорошую аппрок-

симацию можно получить в адиабатическом приближении (11). Сетка изотерм

выбиралась следующим образом: самая дальняя от центра изотерма равна тем-
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пературе холодного газа, т. е. 300◦К, начальное приращение — 300◦К, начальное

число изотерм равно 25. После уменьшения числа изотерм в два раза между

старыми изотермами проводятся новые [4, 5].

Заключение

1. По приведенным разностным схемам проводится численный расчет на

языках Фортран и С++ с гладкими коэффициентами k и qv с выводом полей

температур в различные моменты времени, вид которых говорит об устойчиво-

сти примененных разностных схем.

2. В работах [19, 20] численный расчет предлагалось проводить по обыч-

ным явной и неявной схемам, которые почти на порядок менее экономичны, чем

предложенная здесь локально одномерная схема. Кроме того, в них использу-

ются краевые условия первого рода.

3. Система дифференциальных уравнений в частных производных (10),

(11) является одним из этапов обобщения классических уравнений Навье —

Стокса на пути к более общим уравнениям Бернетта, вытекающим из моле-

кулярно-кинетической теории газов [24].
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of the hyperbolic heat equation obtained by A. V. Lykov in the framework of nonequi-
librium phenomenological thermodynamics as a consequence of the generalization of
the Fourier law for flows and the heat balance equation. In the previous works by
V. N. Khankhasaev, the process of switching off the electric arc in a spiral gas flow was
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of disconnection and replacement of the strictly hyperbolic heat conduction equation
by a hyperbolic-parabolic equation. For the resulting mixed heat conduction equation,
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1. К публикации в журнале «Математические заметки СВФУ» принима-
ются статьи, содержащие новые результаты в области математики, механики и
информатики. Статьи, опубликованные ранее, а также направленные в другие
издания, редакцией не рассматриваются. Редакционный совет вправе воздер-
жаться от принятия статьи к рассмотрению, если она не соответствует профилю
журнала.

2. Направляя статью в редакцию журнала, автор (соавторы) на безвоз-
мездной основе передает(ют) издателю на срок действия авторского права по
действующему законодательству РФ исключительное право на использование
статьи или отдельной ее части (в случае принятия статьи к опубликованию) на
территории всех государств, где авторские права в силу международных дого-
воров Российской Федерации являются охраняемыми, в том числе следующие
права: на воспроизведение, на распространение, на публичный показ, на дове-
дение до всеобщего сведения, на перевод на иностранные языки (и исключи-
тельное право на использование переведенного произведения вышеуказанными
способами), на предоставление всех вышеперечисленных прав другим лицам.
Одновременно со статьей автор (соавторы) направляет в редакцию подписан-
ный лицензионный договор на право использования научного произведения в
журнале. Образец договора высылается авторам по электронной почте вместе
с сообщением о принятии статьи к печати.

3. Для рассмотрения статьи на предмет ее публикации в журнале в ре-
дакцию представляются текст статьи объемом не более 1,5 авторских листов
(18 страниц журнального текста), написанной на русском или, по согласованию
с редакцией, на английском языке, а также сопроводительное письмо, в кото-
ром сообщается, что статья направляется именно в журнал «Математические
заметки СВФУ», и информация об авторе (коллективе авторов) с указанием
фамилии, имени и отчества, полного почтового адреса для переписки, места
работы, подробного служебного адреса, адреса электронной почты и номера
телефона. Статьи объемом более 1,5 авторских листов, как правило, не рас-
сматриваются и могут быть приняты к рассмотрению и опубликованы лишь по
специальному решению редакционного совета.

4. Статья должна быть подготовлена с использованием текстового редак-
тора LaTeX и представлена в виде файлов форматов pdf и tex.

5. В начале статьи указывается индекс УДК и/или MSC. Статья сопро-
вождается аннотацией объемом не менее 100 слов, желательно без формул, и
списком ключевых слов. Аннотация и список должны быть представлены на
русском и английском языках.

6. Список литературы печатается в конце текста. Ссылки на литературу
в тексте нумеруются в порядке их появления и даются в квадратных скобках.
Ссылки на неопубликованные работы нежелательны. Оформление литературы
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должно соответствовать требованиям стандартов (примеры библиографических
описаний см. в последних номерах журнала).

7. Издание осуществляет рецензирование всех поступающих в редакцию
материалов, соответствующих ее тематике, с целью их экспертной оценки. Все
рецензенты являются признанными специалистами по тематике рецензируемых
материалов и имеют в течение последних 3 лет публикации по тематике рецен-
зируемой статьи. Рецензии хранятся в редакции издания в течение 5 лет.

8. Принятая к рассмотрению статья направляется на анонимное рецензи-
рование. На основании рецензии редсовет принимает решение о возможности
публикации статьи, которое сообщается автору. Автор вправе сообщить свои
замечания и возражения к рецензии. Повторное решение редсовета по статье
является окончательным.

9. Редакция издания направляет авторам представленных материалов ко-
пии рецензий или мотивированный отказ, а также обязуется направлять копии
рецензий в Министерство науки и высшего образования Российской Федерации
при поступлении в редакцию издания соответствующего запроса.

10. После редакционной подготовки непосредственно перед публикацией
автору высылается корректура. По возможности в наиболее короткие сроки
необходимо ее прочесть, внести исправления (правка против авторского ориги-
нала нежелательна) и направить в редакцию. Статья выходит в свет только
после получения от автора (коллектива авторов) авторской корректуры, под-
писанной автором (всеми соавторами) в печать.

11. В соответствии с международными законами об авторском праве Ре-
дакция уведомляет авторов журнала об их ответственности за получение ими в
случае необходимости письменного разрешения на использование охраняемых
авторским правом материалов, таких, как цитаты, воспроизведение данных, ил-
люстраций и любых иных материалов, которые могут быть использованы в их
публикациях, а также о том, что вытекающая отсюда ответственность за на-
рушение таких авторских прав лежит на авторах. Плата за опубликование с
авторов или учреждений, где работают авторы, не взимается, и опубликованные
статьи не оплачиваются.

12. Права авторов на использование материалов статей и переводов статей

из журнала «Математические заметки СВФУ» в иных публикациях определя-

ются общими международными и российскими законами об авторских правах.


