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Аннотация. Рассматривается обратная задача нахождения вместе с решением
внешних источников воздействия по временной переменной для уравнения третьего
порядка при задании точечных условий переопределения, в частности, рассматри-
ваются случаи восстановления плотностей от одного, а также от двух источников.
Доказано существование и единственность решения коэффициентной обратной за-
дачи для уравнения третьего порядка с финальными условиями переопределения.
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1. Введение

Задачи определения коэффициентов уравнений и систем в частных произ-

водных по некоторой дополнительной информации об их решении имеют боль-

шое практическое значение [1–3]. Отметим, что обратные задачи для гипербо-

лических уравнений зачастую относятся к некорректным задачам математиче-

ской физики, теория которых была заложена в работах А. Н. Тихонова [4–6],

В. К. Иванова [7], М. М. Лаврентьева [8, 9].

В теории обратных задач тепло- и массопереноса [10–12] часто возникают

проблемы восстановления плотностей неизвестных внешних источников. При

этом считают, что имеет место зависимость неизвестной правой части от вре-

менной переменной [13], и рассматриваемые обратные задачи формулируют как

Работа выполнена при поддержке Минобрнауки России в рамках государственного за-
дания на выполнение НИР на 2014–2016 гг. (проект № 3047).
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проблемы управления [14]. Исследованию обратных задач для параболических

уравнений высокого порядка посвящены работы [15, 16]. Заметим, что прямые

пространственно нелокальные краевые задачи для уравнений третьего порядка

хорошо изучены (см., например, [17–19]), а обратные задачи для таких урав-

нений изучены сравнительно мало. Отметим работы, в которых неизвестный

параметр зависит от временной переменной, рассматривались в случаях пара-

болических [20, 21] и гиперболических [22–24] уравнений.

В настоящей работе устанавливается разрешимость обратной задачи на-

хождения вместе с решением внешних источников воздействия для уравнений

третьего порядка по временной переменной при задании точечных условий пере-

определения, в частности, рассматриваются случаи восстановления плотностей

от одного, а также от двух источников.

2. Постановка обратных краевых задач

Пусть � — интервал (0, 1) оси Ox, Q — прямоугольник � × (0, T ) при 0 <

T < +∞.

Краевая задача 1. Найти функции u(x, t), q(t), являющиеся в прямо-

угольнике Q решением уравнения

uttt + uxx + c(x, t)u = f(x, t) + q(t)h(x, t) (1)

и такие, что для них выполняются начальные условия

u(x, 0) = ut(x, 0) = u(x, T ) = 0, x ∈ �, (2)

краевые условия

ux(0, t) = 0, ux(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (3)

а также условие переопределения

u(0, t) = 0, t ∈ (0, T ). (4)

Краевая задача 2. Найти функции u(x, t), q1(t), q2(t), являющиеся в пря-

моугольнике Q решением уравнения

uttt + uxx + c(x, t)u = f(x, t) + q1(t)h1(x, t) + q2(t)h2(x, t), (5)

и такие, что для нее выполняются начальные условия (2), краевые условия (3),

а также два условия переопределения

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ). (6)

В работе [22] обратная задача восстановления плотностей источников для

одномерного волнового уравнения с постоянными коэффициентами изучалась

с помощью метода Фурье.
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3. Разрешимость краевой задачи 1

Для простоты выкладок положим c(x, t) = c(t) и введем следующие обо-

значения:

f1(x, t) = f(x, t)− f(0, t)h(x, t)

h(0, t)
, h1(x, t) =

h(x, t)

h(0, t)
,

α0(t) = f1x(0, t), α1(t) = h1x(0, t), β0(t) = f1x(1, t), β1(t) = h1x(1, t).

Введем обозначение

h0 = max
Q
|h1xx|. (7)

Пусть V0 = W 2,3
2,x,t(Q) — линейное анизотропное пространство Соболева, а

W0, W1 — линейные пространства

W0 = {v(x, t) : v(x, t) ∈ V0, vxxttt ∈ L2(Q)},

W1 = {v(x, t) : v(x, t) ∈W0, vx ∈W0}
с нормами

‖v‖W0
= ‖v‖V0

+ ‖vxxttt‖L2(Q). ‖v‖W1
= ‖v‖W0

+ ‖vx‖W0
.

Прежде чем доказывать разрешимость краевой задачи 1, заметим, что для

функций v(x, t) из пространства V0, для которых выполняется условие (2), име-

ют место следующие неравенства:

v2(0, t) ≤ δ1
1∫

0

v2
x(x, t) dx + C1(δ1)

1∫

0

v2(x, t) dx,

v2(1, t) ≤ δ1
1∫

0

v2
x(x, t) dx + C1(δ1)

1∫

0

v2(x, t) dx;

(8)

T∫

0

v2
t (x, t) dt ≤ δ2

T∫

0

v2
ttt(x, t) dt+ C2(δ2, T )

T∫

0

v2(x, t) dt; (9)

T∫

0

v2
tt(x, t) dt ≤ δ3

T∫

0

v2
ttt(x, t) dt+ C3(δ3, T )

T∫

0

v2(x, t) dt, (10)

в которых δ1, δ2, δ3 — произвольные положительные числа, C1, C2, C3 вычис-

ляются вполне определенным образом через δ1, δ2, δ3 и T .

Теорема 1. Пусть выполняются условия

c(t) ∈ C1[0, T ], −c(t) ≥ c0 ≫ 0 при t ∈ [0, T ], (11)

h(x, t) ∈ C3(Q), h0 <
1

2T
, h(0, t) 6= 0, α2

1(t) + β2
1(t) ≤ 1

2
при t ∈ [0, T ],

(12)

α1(t)ξ
2
1 − β1(t)ξ1ξ2 +

1

8
ξ22 ≥ 0 при t ∈ [0, T ], (ξ1, ξ2) ∈ R2, (13)

f(x, t) ∈W 3
2 (Q), fxxttt(x, t) ∈ L2(Q), (14)
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fx(0, 0) = hx(0, 0) = fx(1, 0) = hx(1, 0) = 0,

fx(0, T ) = hx(0, T ) = fx(1, T ) = hx(1, T ) = 0,

fxt(0, 0) = hxt(0, 0) = fxt(1, 0) = hxt(1, 0) = 0.

(15)

Тогда существует регулярное решение обратной краевой задачи (1)–(4) такое,

что u(x, t), uxx(x, t) принадлежат пространству W 2,3
2,x,t(Q) и q(t) ∈ L2(0, T ).

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную прямую краевую зада-

чу: найти функцию u(x, t), являющуюся в прямоугольнике Q решением урав-

нения

uttt + uxx + c(t)u = f1xx(x, t) + λh1xx(x, t)u(0, t) (16)

и такую, что для нее выполняются нелокальные условия

ux(0, t) = α1(t)u(0, t) + α0(t), 0 < t < T,

ux(1, t) = β1(t)u(0, t) + β0(t), 0 < t < T,
(17)

а также начальные условия

u(x, 0) = ut(x, 0) = u(x, T ) = 0, x ∈ �, (18)

где λ — действительный параметр, который будет определен ниже.

Отметим, что пространственно нелокальные краевые задачи вида (16)–(18),

но для ненагруженных уравнений (16) (без множителей h1xx(x, t)u(0, t)), рас-

сматривались в работах [25, 26].

Для (x, t) ∈ Q положим

γ(x, t) =
x2

2
[β0(t)− α0(t)] + xα0(t), v(x, t) = u(x, t)− γ(x, t).

Тогда вместо краевой задачи (16)–(18) будем рассматривать краевую задачу:

найти функцию v(x, t), являющуюся в прямоугольнике Q решением уравнения

vttt + vxx + c(t)v = f2(x, t) + λh1xx(x, t)v(0, t), (19)

и такую, что для нее выполняются условия

vx(0, t) = α1(t)v(0, t), 0 < t < T,

vx(1, t) = β1(t)v(0, t), 0 < t < T,
(20)

v(x, 0) = vt(x, 0) = v(x, T ) = 0, x ∈ �. (21)

где

f2(x, t) = f1xx(x, t) +B0(x, t), B0(x, t) = −γttt(x, t)− γxx(x, t)− c(t)γ(x, t).

Без ограничения общности считаем, что

β0(0) = β′
0(0) = 0, α0(0) = α′

0(0) = 0, α0(T ) = β0(T ) = 0.

Эти равенства выполняются, например, при выполнении условий согласования

(15).

Для (x, t) ∈ Q положим

δ(x, t, λ) =
λx2

2
[β1(t)− α1(t)] + λxα1(t), w(x, t) = v(x, t) − δ(x, t, λ)v(0, t).
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Зависимость функции w(x, t) от λ опущена для простоты.

Полагая в равенстве, определяющем функцию w(x, t), поочередно x = 0,

x = 1, получаем, что функции w(0, t), w(1, t) можно вычислить через функции

v(0, t), v(1, t) по формулам

w(0, t) = v(0, t), w(1, t) = −δ(1, t, λ)v(0, t) + v(1, t).

Имеет место равенство

v(x, t) = w(x, t) + δ(x, t, λ)w(0, t).

Пусть v(x, t) есть решение уравнения (19). Тогда для функции w(x, t) будет

выполняться равенство

wttt + wxx + c(t)w = f2(x, t) + �(x, t, λ, w(t)),

где

w(t) = (wttt(0, t), wtt(0, t), wt(0, t), w(0, t)),

�(x, t, λ, w(t)) = B1(x, t, λ)wttt(0, t) +B2(x, t, λ)wtt(0, t)

+B3(x, t, λ)wt(0, t) +B4(x, t, λ)w(0, t),

B1(x, t, λ) = −δ(x, t, λ), B2(x, t, λ) = −3δt(x, t, λ), B3(x, t, λ) = −3δtt(x, t, λ),

B4(x, t, λ) = λh1xx(x, t) − δttt(x, t, λ) − δxx(x, t, λ) − c(t)δ(x, t, λ).
Рассмотрим вспомогательную краевую задачу: найти функцию w(x, t), являю-

щуюся в прямоугольнике Q решением уравнения

wttt + wxx + c(t)w = f2(x, t) + �(x, t, λ, w(t)) (22)

и такую, что для нее выполняются условия

wx(0, t) = wx(1, t) = 0, t ∈ (0, T ),

w(x, 0) = wt(x, 0) = w(x, T ) = 0, x ∈ �. (23)

Докажем, что данная задача разрешима в пространстве V0. Для этого

воспользуемся методами регуляризации и продолжения по параметру.

Пусть ε — положительное число, без ограничения общности 0 < ε < 1. Рас-

смотрим новую краевую задачу: найти функцию w(x, t), являющуюся в прямо-

угольнике Q решением уравнения

Lε(λ)w ≡ wttt + wxx + c(t)w − εwxxttt = f2(x, t) + �(x, t, λ, w(t)) (24)

и такую, что выполняются условия (23).

Покажем, что краевая задача (24), (23) при фиксированном ε > 0 раз-

решима в пространстве W1 для любой функции f2(x, t) ∈ L2(Q) такой, что

f2x(x, t) ∈ L2(Q).

Согласно методу продолжения по параметру [27] для того, чтобы краевая

задача (24), (23) была разрешима в пространстве W1 при всех λ ∈ [0, 1] и любой

функции f(x, t) из пространства W 1,0
2,x,t(Q), достаточно установить

1) непрерывность семейства операторов {Lε(λ)} по λ;
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2) разрешимость краевой задачи (24), (23) при λ = 0;

3) априорную оценку в пространстве W0 равномерную по λ всевозможных

решений v(x, t) краевой задачи (24), (23).

Непрерывность по λ семейства операторов {Lε(λ)} очевидна. При λ = 0

краевая задача (24), (23) при фиксированном ε и при выполнении всех условий

теоремы 1 разрешима в пространстве W1 (см. [28]). Покажем, что для всевоз-

можных решений w(x, t) краевой задачи (24), (23) имеет место равномерная по

λ априорная оценка в пространстве W1.

Пусть w(x, t) — решение краевой задачи (24), (23) из пространства W1.

Положим v(x, t) = w(x, t) + δ(x, t, λ)w(0, t). Используя неравенство

T∫

0

v2(0, t) dt ≤
T∫

0

1∫

0

v2
x(x, t) dxdt + 2

T∫

0

1∫

0

v2(x, t) dxdt, (25)

нетрудно показать, что функция v(x, t), определенная выше, также будет при-

надлежать W1 и являться решением краевой задачи

Lε(λ)v ≡ vttt + vxx + c(t)v − εvxxttt = f2(x, t) + λh1xx(x, t)v(0, t), (26)

vx(0, t) = λα1(t)v(0, t), vx(1, t) = λβ1(t)v(0, t), (27)

v(x, 0) = vt(x, 0) = v(x, T ) = 0. (28)

Рассмотрим равенство

T∫

0

1∫

0

Lε(λ)v · [−v + vttt](λ0 − t) dxdt

=

T∫

0

1∫

0

[f2(x, t) + λh1xxv(0, t)][−v + vttt](λ0 − t) dxdt. (29)

Интегрируя по частям и используя указанные выше граничные и начальные

условия (27), (28) для функции v(x, t), придем к равенству

T∫

0

1∫

0

[
v2
x − c(t)v2

]
(λ0 − t) dxdt +

3

2

T∫

0

1∫

0

v2
t dxdt+

1

2

1∫

0

v2
t (x, T )(λ0 − T ) dx

+
3(1 + ε)

2

T∫

0

1∫

0

v2
xt dxdt+

1 + ε

2

1∫

0

v2
xt(x, T )(λ0 − T ) dx

+

T∫

0

1∫

0

v2
ttt(λ0 − t) dxdt + ε

T∫

0

1∫

0

v2
xttt(λ0 − t) dxdt

+ ελ

T∫

0

[
α1(t)v

2
ttt(0, t)− β1(t)vttt(0, t)vttt(1, t)

]
(λ0 − t) dt

= −
T∫

0

1∫

0

c(t)vvttt(λ0 − t) dxdt
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+ ελ

T∫

0

{[3β′
1(t)vtt(0, t) + 3β′′

1 (t)vt(0, t) + β′′′
1 (t)v(0, t)]vttt(1, t)

− [3α′
1(t)vtt(0, t) + 3α′′

1(t)vt(0, t) + α′′′
1 (t)v(0, t)]vttt(0, t)}(λ0 − t) dt

+ ε

T∫

0

{[(vxttvt)(1, t)− (vxttvt)(0, t)](λ0 − t) + (vxtvt)(1, t)− (vxtvt)(0, t)} dt

+

T∫

0

{[(vxv + vxtvtt)(1, t)− (vxv + vxtvtt)(0, t)](λ0 − t) + vxtvt(1, t)− vxtvt(0, t)} dt

+

T∫

0

1∫

0

[f2(x, t) + λh1xx(x, t)v(0, t)](−v + vttt)(λ0 − t) dxdt.

Используя (12), (13) при λ0 = 2T с учетом неравенства Юнга и неравенств

(8)–(10), нетрудно перейти к следующему неравенству:

T∫

0

1∫

0

[
v2
x − c(t)v2

]
dxdt+

T∫

0

1∫

0

v2
t dxdt+

1∫

0

v2
t (x, T ) dx+

+ (1 + ε)




T∫

0

1∫

0

v2
xt dxdt+

1∫

0

v2
xt(x, T ) dx


+

+

T∫

0

1∫

0

v2
ttt dxdt+ ε

T∫

0

1∫

0

v2
xttt dxdt ≤

≤ ελT

4

T∫

0

v2(1, t) dt+ 2Tδ0

T∫

0

1∫

0

(v2 + v2
ttt) dxdt+

T

δ0

T∫

0

1∫

0

f2
2 dxdt+

+ 2Th0




T∫

0

v2(0, t) dt+
1

2

T∫

0

1∫

0

(v2 + v2
ttt) dxdt


 ,

откуда

T∫

0

1∫

0

[
v2
x − c(t)v2

]
dxdt+

T∫

0

1∫

0

v2
t dxdt+

1∫

0

v2
t (x, T ) dx+

+ (1 + ε)




T∫

0

1∫

0

v2
xt dxdt+

1∫

0

v2
xt(x, T ) dx


+

+

T∫

0

1∫

0

v2
ttt dxdt+ ε

T∫

0

1∫

0

v2
xttt dxdt ≤

≤ 2Tδ0

T∫

0

1∫

0

(v2 + v2
ttt) dxdt +

T

δ0

T∫

0

1∫

0

f2
2 dxdt+
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+ 2T

(
1

8
+ h0

)
δ1

T∫

0

1∫

0

v2
x dxdt+ C(δ1)

T∫

0

1∫

0

v2 dxdt




+ Th0

T∫

0

1∫

0

(
v2 + v2

ttt

)
dxdt, (30)

в котором δ1 — произвольное положительное число, удовлетворяющее неравен-

ству

1− 2T

(
1

8
+ h0

)
δ1 > 0.

При фиксированном δ1 и δ0 = 1
4T по условию теоремы (11) существует доста-

точно большое −c0 > 0, удовлетворяющее неравенству

−c0 − 2Tδ0 − T
(

1

4
+ 2h0

)
C(δ1)− Th0 > 0.

Таким образом, получаем, что следствием неравенства (30) будет оценка

T∫

0

1∫

0

[
v2
x − c(t)v2

]
dxdt+

T∫

0

1∫

0

v2
t dxdt+

1∫

0

v2
t (x, T ) dx+

+ (1 + ε)




T∫

0

1∫

0

v2
xt dxdt+

1∫

0

v2
xt(x, T ) dx


+

+

T∫

0

1∫

0

v2
ttt dxdt+ ε

T∫

0

1∫

0

v2
xttt dxdt ≤M1

T∫

0

1∫

0

f2
2 dxdt, (31)

с постоянной M1, определяющейся числом c0 а также функциями f(x, t) и

h(x, t).

Рассмотрим равенство

T∫

0

Lε(λ)v ·
[
−vxxttt +

(
x− 1

2

)
vxttt + vxx + vttt

]
dxdt

=

T∫

0

1∫

0

F ·
[
−vxxttt +

(
x− 1

2

)
vxttt + vxx + vttt

]
dxdt,

F = f2(x, t) + λh1xx(x, t)v(0, t).

Интегрируя по частям и используя граничные и начальные условия (27), (28)

для функции v(x, t), от данного равенства переходим к следующему:

(
1 +

3ε

2

) T∫

0

1∫

0

v2
xttt dxdt +

T∫

0

1∫

0

[
v2
xx +

1

2
v2
ttt

]
dxdt+

1∫

0

v2
xt(x, T ) dx

+ ε

T∫

0

1∫

0

v2
xxttt dxdt+

1 + ε

2

1∫

0

v2
xxt(x, T ) dx



28 Н. Н. Николаев, С. В. Попов

+

T∫

0

{[
λ(1 + ε)α1(t) +

1

4
− λε

4
(α2

1(t) + β2
1(t))

]
v2
ttt(0, t)−

− λ(1 + ε)β1(t)vttt(0, t)vttt(1, t) +
1

4
v2
ttt(1, t)

}
dt =

=
λε

4

T∫

0

[((α′′′
1 (t))2 + (β′′′

1 (t))2)v2(0, t) + 9((α′′
1 (t))2 + (β′′

1 (t))2)v2
t (0, t)

+ 9((α′
1(t))

2 + (β′
1(t))

2)v2
tt(0, t) + 6(α′′′

1 (t)α′′
1 (t) + β′′′

1 (t)β′′
1 (t))v(0, t)vt(0, t)

+6(α′′′
1 (t)α′

1(t)+β
′′′
1 (t)β′

1(t))v(0, t)vtt(0, t)+2(α′′′
1 (t)α1(t)+β

′′′
1 (t)β1(t))v(0, t)vttt(0, t)

+18(α′′
1(t)α′

1(t)+β
′′
1 (t)β′

1(t))vt(0, t)vtt(0, t)+6(α′′
1 (t)α1(t)+β

′′
1 (t)β1(t))vt(0, t)vttt(0, t)

+ 6(α′
1(t)α1(t) + β′

1(t)β1(t))vtt(0, t)vttt(0, t)] dt

+

T∫

0

1∫

0

[
−c(t)vxvxttt −

(
x− 1

2

)
vxxvxttt −

(
x− 1

2

)
c(t)vvxttt

− c(t)vvxx − c(t)vvttt + Fxvxttt +

(
x− 1

2

)
Fvxttt + Fvxx + Fvttt

]
dxdt

− λ(1 + ε)

T∫

0

{[3α′
1(t)vtt(0, t) + 3α′′

1 (t)vt(0, t) + α′′′
1 (t)v(0, t)]vttt(0, t)

− [3β′
1(t)vtt(0, t) + 3β′′

1 (t)vt(0, t) + β′′′
1 (t)v(0, t)]vttt(1, t)}dt

+

T∫

0

[c(t)v(1, t)vxttt(1, t)− c(t)v(0, t)vxttt(0, t)− 2vxt(0, t)vtt(0, t)

+ 2vxt(1, t)vtt(1, t) + F (0, t)vxttt(0, t)− F (1, t)vxttt(1, t)] dt.

Используя условия (11)–(14), заменяя vxttt(0, t), vxttt(1, t) из условия (27)

и оценивая слагаемые правой части с помощью неравенства Юнга, неравенств

(8) и оценки (31), получаем априорную оценку

(1 + ε)

T∫

0

1∫

0

v2
xttt dxdt +

T∫

0

1∫

0

[
v2
xx + v2

ttt

]
dxdt +

1∫

0

v2
xt(x, T ) dx

+ ε

T∫

0

1∫

0

v2
xxttt dxdt + (1 + ε)

1∫

0

v2
xxt(x, T ) dx ≤M2

T∫

0

1∫

0

[
f2
2 + f2

2x

]
dxdt, (32)

с постоянной M2, определяющейся числом c0, а также функциями f(x, t) и

h(x, t).

Рассмотрим равенство

T∫

0

Lε(λ)vxvxxx dxdt =

T∫

0

1∫

0

[f2x(x, t) + λh1xxx(x, t)v(0, t)]vxxx dxdt.

Интегрируя по частям, используя неравенство Юнга, доказанные оценки (31) и
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(32), с учетом начальных условий (28) для функции v(x, t) переходим к следу-

ющему неравенству:

T∫

0

1∫

0

v2
xxx dxdt + ε

1∫

0

v2
xxxt(x, T ) dxdt ≤M3

T∫

0

1∫

0

f2
2x dxdt (33)

с постояннойM3, определяющейся числом c0, а также функциями f(x, t) и hx, t).

Из оценок (31)–(33) и уравнения (26) получим равномерную по λ априорную

оценку

‖v‖W1
≤M0. (34)

Этих оценок достаточно для применения теоремы о методе продолжения по

параметру. Следовательно, при выполнении условий теоремы краевая задача

(26)–(28) имеет решение v(x, t) = vε(x, t), принадлежащее пространству W1,

при всех значениях λ, в том числе и при λ = 1. Покажем, что для полученного

семейства решений {vε(x, t)} имеется априорная оценка, равномерная по ε, с

помощью которой можно осуществить предельный переход при ε→ 0.

Для семейства {vε(x, t)} решений краевой задачи (26)–(28) по-прежнему

имеют место оценки (31)–(33). Выберем последовательность {εn} такую, что

εn > 0, εn → 0 при n → ∞. Используя теорему о слабой замкнутости огра-

ниченного в пространстве L2(Q) множества, нетрудно показать существование

последовательности {vm(x, t)} и функции v(x, t) таких, что при m →∞ имеют

место сходимости

vm(x, t)→ v(x, t) слабо в W 2,3
2,x,t(Q),

vmx(x, t)→ vx(x, t) слабо в W 2,3
2,x,t(Q),

εmwmxxttt(x, t)→ 0 слабо в L2(Q).

Очевидно, что для предельной функции v(x, t) выполняется уравнение (19).

Положим w(x, t) = v(x, t) − δ(x, t, 1)v(0, t). Функция w(x, t) принадлежит про-

странству V0 и является решением краевой задачи (19)–(21).

Остается показать, что с помощью построенной функции v(x, t) можно най-

ти решение u(x, t), q(t) краевой задачи (1)–(4). В самом деле, имеем

uxx(x, t) = v(x, t), (35)

ux(0, t) = ux(1, t) = 0. (36)

Из этих равенств найдем u(x, t). Положим

w(x, t) = uttt + uxx + c(t)u− f1(x, t) − h1(x, t)v(0, t). (37)

Тогда из равенств (16)–(18) следует, что для функции w(x, t) будут выполняться

равенства

wxx(x, t) = 0, wx(0, t) = wx(1, t) = 0, (38)

откуда w(x, t) ≡ 0 при любом t ∈ [0, T ].

Таким образом, для функции u(x, t) выполняется уравнение

uttt + uxx + c(t)u − f1(x, t)− h1(x, t)v(0, t) = 0. (39)
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Положив x = 0 в уравнении (39), получим

uttt(0, t) + uxx(0, t) + c(t)u(0, t)− f1(0, t)− h1(0, t)v(0, t) = 0, (40)

откуда имеем краевую задачу

uttt(0, t) + c(t)u(0, t) = 0, (41)

u(0, 0) = ut(0, 0) = u(0, T ) = 0, (42)

которая имеет решение, тождественно равное нулю u(0, t) ≡ 0.

При выполнении условия u(0, t) = 0 из уравнения (39) получим uxx(0, t) =

v(0, t), т. е. для функции u(x, t) выполняются условия (2)–(4). Значит, постро-

енные функции

u(x, t), q(t) =
uxx(0, t)− f(0, t)

h(0, t)

принадлежат требуемым классам, удовлетворяют уравнению (1) и дают реше-

ние обратной краевой задачи 1. Теорема доказана.

4. Разрешимость краевой задачи 2

Введем следующие обозначения:

△(t) = h1(0, t)h2(1, t)− h2(0, t)h1(1, t),

f̃1(x, t) =
h1(x, t)

△(t)
(h2(0, t)f(1, t)− h2(1, t)f(0, t))

− h2(x, t)

△(t)
(h2(0, t)f(1, t)− h2(1, t)f(0, t)) + f(x, t),

α0(t) = f̃1x(0, t), β0(t) = f̃1x(1, t),

α1(t) =
1

△(t)
(h2(1, t)h1x(0, t)− h1(1, t)h2x(0, t)),

α2(t) =
1

△(t)
(h1(0, t)h2x(0, t)− h2(0, t)h1x(0, t)),

β1(t) =
1

△(t)
(h2(1, t)h1x(1, t)− h1(1, t)h2x(1, t)),

β2(t) =
1

△(t)
(h1(0, t)h2x(1, t)− h2(0, t)h1x(1, t)),

α(x, t) =
1

△(t)
(h2(1, t)h1xx(x, t)− h1(1, t)h2xx(x, t)),

β(x, t) =
1

△(t)
(h1(0, t)h2xx(x, t)− h2(0, t)h1xx(0, t),

Будем предполагать выполнение условий

f̃1x(0, t) + f̃1x(1, t) = 0 при t ∈ [0, T ],

f̃1x(0, 0) = f̃1xt(0, 0) = f̃1x(0, T ) = 0.
(43)
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Теорема 2. Пусть выполняются условия

c(t) ∈ C1[0, T ], −c(t) ≥ c0 ≫ 0 при t ∈ [0, T ],

h(x, t) ∈ C3(Q), h0 <
1

2T
, △(t) 6= 0,

(44)

α2
1(t) + β2

1(t) <
1

2
,

1

2
+ 2(α2(t)β1(t)− α1(t)β2(t)) ≥ α2

1(t) + β2
1(t) + α2

2(t) + β2
2(t) при t ∈ [0, T ],

(45)

α1(t)ξ
2
1 +[−β1(t) + α2(t)] ξ1ξ2−β2(t)ξ

2
2 ≥ 0 при t ∈ [0, T ], (ξ1, ξ2) ∈ R2, (46)

f(x, t) ∈W 3
2 (Q), fxxttt(x, t) ∈ L2(Q). (47)

Тогда существует регулярное решение обратной краевой задачи (5), (2), (3), (6)

такое, что u(x, t), uxx(x, t) принадлежит пространству W 2,3
2,x,t(Q) и q1(t), q2(t) ∈

L2(0, T ).

Доказательство. Рассмотрим вспомогательную прямую краевую зада-

чу: найти функцию u(x, t), являющуюся в прямоугольнике Q решением урав-

нения

uttt + uxx + c(t)u = f̃1xx(x, t) + λ[α(x, t)u(0, t) + β(x, t)u(1, t)] (48)

и такую, что для нее выполняются нелокальные условия

ux(0, t) = α1(t)u(0, t) + α2(t)u(1, t) + α0(t), 0 < t < T,

ux(1, t) = β1(t)u(0, t) + β2(t)u(1, t) + β0(t), 0 < t < T,
(49)

а также начальные условия

u(x, 0) = ut(x, 0) = u(x, T ) = 0, x ∈ �. (50)

Вместо краевой задачи (48)–(50), как в п. 3, будем рассматривать краевую

задачу: найти функцию v(x, t), являющуюся в прямоугольнике Q решением

уравнения

vttt + vxx + c(t)v = f2(x, t) + λ[α(x, t)v(0, t) + β(x, t)v(1, t)] (51)

и такую, что для нее выполняются условия

vx(0, t) = α1(t)v(0, t) + α2(t)v(1, t), 0 < t < T,

vx(1, t) = β1(t)v(0, t) + β2(t)v(1, t), 0 < t < T,
(52)

v(x, 0) = vt(x, 0) = v(x, T ) = 0, x ∈ �. (53)

где

f2(x, t) = f̃1xx(x, t) +B0(x, t),

B0(x, t) =
1

2
λβ(x, t)(α0(t) + β0(t))− γttt(x, t) − γxx(x, t) − c(t)γ(x, t).

Без ограничения общности, как в п. 3, рассматриваем однородные начальные

условия (53). Для (x, t) ∈ Q, λ ∈ [0, 1] положим

γ1(x, t, λ) =
λx2

2
[β1(t)−α1(t)]+λxα1(t), δ1(x, t, λ) =

λx2

2
[β2(t)−α2(t)]+λxα2(t),
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w(x, t) = v(x, t) − γ1(x, t, λ)v(0, t) − δ1(x, t, λ)v(1, t),

γ11(x, t, λ) = γ1(x, t, λ) +
δ1(x, t, λ)γ1(1, t, λ)

1− δ1(1, t, λ)
, δ11(x, t, λ) =

δ1(x, t, λ)

1− δ1(1, t, λ)
,

v(x, t) = w(x, t) + γ11(x, t, λ)w(0, t) + δ11(x, t, λ)w(1, t).

Пусть v(x, t) — решение уравнения (51). Тогда для функции w(x, t) будет вы-

полняться равенство

wttt + wxx + c(t)w = f2(x, t) + �(x, t, λ, w(t)),

где

w(t) = (wttt(0, t), wttt(1, t), wtt(0, t), wtt(1, t), wt(0, t), wt(1, t), w(0, t), w(1, t)),

�(x, t, λ, w(t)) = A1(x, t, λ)wttt(0, t) +A2(x, t, λ)wttt(1, t) +A3(x, t, λ)wtt(0, t)

+A4(x, t, λ)wtt(1, t) +A5(x, t, λ)wt(0, t) +A6(x, t, λ)wt(1, t)

+A7(x, t, λ)w(0, t) +A8(x, t, λ)w(1, t),

A1(x, t, λ) = −γ11(x, t, λ), A2(x, t, λ) = −δ11(x, t, λ),
A3(x, t, λ) = −3γ11 t(x, t, λ), A4(x, t, λ) = −3δ11 t(x, t, λ),

A5(x, t, λ) = −3γ11 tt(x, t, λ), A6(x, t, λ) = −3δ11 tt(x, t, λ),

A7(x, t, λ) = λα− γ11 ttt(x, t, λ) − γ11xx(x, t, λ)− c(t)γ11(x, t, λ),

A8(x, t, λ) = λβ − δ11 ttt(x, t, λ) − δ11xx(x, t, λ) − c(t)δ11(x, t, λ).
Рассмотрим вспомогательную краевую задачу: найти функцию w(x, t), яв-

ляющуюся в прямоугольнике Q решением уравнения

wttt + wxx + c(t)w = f2(x, t) + �(x, t, λ, w(t)) (54)

и такую, что для нее выполняются условия

wx(0, t) = wx(1, t) = 0, t ∈ (0, T ),

w(x, 0) = wt(x, 0) = w(x, T ) = 0, x ∈ �. (55)

Как в п. 3, данная задача разрешима в пространстве V0. Для обоснования

этого надо воспользоваться методами регуляризации и продолжения по пара-

метру. С помощью построенной функции v(x, t) можно найти решение u(x, t),

q(t) краевой задачи (5), (2), (3), (6). Теорема доказана.

5. Заключение

1. Условия (12) представляют собой некоторые условия малости обратной

краевой задачи 1. Очевидно, что множество входных данных обратной краевой

задачи f(x, t), h(x, t), для которых они выполняются, непусто. Аналогично

условия малости (44), (45) для обратной задачи 2 также имеют смысл.

2. Отметим, что выполнение неравенств (45) достаточно для выполнения

неотрицательной определенности квадратичной формы
[
1

2
− α2

1(t)− β2
1(t)

]
ξ21−2 [α1(t)α2(t) + β1(t)β2(t)] ξ1ξ2+

[
1

2
− α2

2(t)− β2
2(t)

]
ξ22 ≥ 0

при t ∈ [0, T ], (ξ1, ξ2) ∈ R2.
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