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О СТАЦИОНАРНОМ МЕТОДЕ ГАЛЁРКИНА

В ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

СМЕШАННОГО ТИПА ВТОРОГО ПОРЯДКА
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Аннотация. Доказана однозначная регулярная разрешимость в пространстве Со-
болева краевой задачи для уравнения смешанного типа второго порядка, которая
ранее была изучена авторами с помощью нестационарного метода Галёркина в со-
четании с методом ε-регуляризации. В настоящей работе для этой краевой задачи
применяется стационарный метод Галёркина, при этом существенно упрощается
методика исследования. Кроме того, получена оценка погрешности стационарного
метода Галёркина через собственные значения оператора Лапласа по переменным
x ∈ Rn и t.
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ка, стационарный метод Галёркина, погрешность.

1. Введение. Начало исследованиям уравнений смешанного типа было

положено в работах Геллерстедта и Трикоми [1–3]. Далее модельные уравнения

смешанного типа изучались в работах многих авторов [4–7].

Построение общей теории краевых задач для уравнений смешанного типа с

произвольным многообразием изменения типа было начато в 70-е гг. прошлого

века В. Н. Враговым и рядом других авторов [8–12]. В дальнейшем эта теория

развивалась во многих направлениях [13–20]. При исследовании краевых задач

для уравнений смешанного типа общего вида применялись функциональные

методы [21], метод регуляризации [17], метод Галёркина.

В работах [22–25] стационарный метод Галёркина применяется к решению

первой краевой задачи и краевой задачи Врагова для уравнения смешанного ти-

па, а также для этих задач получена оценка погрешности стационарного метода

Галёркина через собственные числа оператора Лапласа по переменным x ∈ R
n

и t. В [26] к решению краевой задачи для уравнения смешанного типа в поста-

новке В. Н. Врагова применен модифицированный метод Галёркина и получена

оценка его погрешности. В [27] аналогичные результаты получены для первой

краевой задачи. Вопросам оценки погрешности метода Галёркина для других

классов уравнений посвящены, например, [28–30].

Работа выполнена в рамках Государственного задания Минобрнауки России на 2014-2016
годы (проект №3047).
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2. Постановка задачи. Пусть � ⊂ Rn — ограниченная односвязная

область с гладкой границей S. Положим

Q = �× (0, T ), ST = S × (0, T ), T = const > 0; �t = �× {t}, t ∈ [0, T ].

В цилиндрической области Q рассмотрим уравнение

Lu ≡ k(x, t)utt −�u+ a(x, t)ut + c(x)u = f(x, t). (1)

Коэффициент k(x, t) может менять знак внутри области Q произвольным обра-

зом, поэтому уравнение (1) является уравнением смешанного типа с произволь-

ным многообразием изменения типа.

Предполагается, что коэффициенты уравнения (1) — гладкие функции.

Введем множества

P±
0 = {(x, 0) : x ∈ �, k(x, 0)>0

<0}, P±
T = {(x, T ) : x ∈ �, k(x, T )>0

<0}.

Краевая задача. Найти в области Q решение уравнения (1) такое, что

u |ST = 0, (2)

ut|P−

0

= 0, u |
P

+

T
= 0, ut|t=T = 0. (3)

Впервые постановка краевой задачи (1)–(3) рассмотрена авторами в [31],

где была использована другая методика — нестационарный метод Галёркина с

привлечением метода ε-регуляризации. В настоящей работе используется ста-

ционарный метод Галёркина, а также получена оценка его погрешности через

собственные значения спектральной задачи для (n+ 1)-мерного уравнения Ла-

пласа по x ∈ Rn и t.

3. Априорные оценки. Через CL обозначим класс гладких функций,

удовлетворяющих условиям (2), (3). В работе [31] доказано следующее утвер-

ждение.

Лемма 1. Пусть коэффициент c(x) > 0 достаточно большой и выполнены

условия:

k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0, a− 1

2
kt ≥ δ > 0.

Тогда существуют неотрицательные функции ξ(t), η(t) ∈ C∞[0, T ] такие, что

для любой u ∈ CL имеет место неравенство

(Lu, ξut + ηu) ≥ C1‖u‖2
1, C1 = const > 0. (4)

Следствие 1. Пусть выполнены все условия леммы 1. Тогда краевая за-

дача (1)–(3) может иметь не более одного решения из пространства W 2
2 (Q).
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Лемма 2. Пусть выполнены условия

k(x, t) ≡ k(t), k(0) < 0, k(T ) < 0, a± 1

2
kt ≥ δ > 0.

Тогда существуют неотрицательные функции ξ(t), η(t) ∈ C∞[0, T ] такие, что

для всех функций u ∈ CL имеет место неравенство

(Lu, ξ�̃ut + η�̃u) ≥ C2

∫

Q

[
u2
tt +

n∑

i=1

u2
txi

+ (�u)2

]
dQ−C3‖u‖2

1, C2, C3 > 0, (5)

где �̃u = −utt −�u.

Доказательство. Поскольку k(0) < 0, k(T ) < 0, существуют положи-

тельные числа t0 < T0 < T , δ1 такие, что

k(t) ≤ −δ1 < 0, 0 ≤ t ≤ t0; k(t) ≤ −δ1 < 0, T0 ≤ t ≤ T.

Функции ξ(t), η(t) выбираем следующим образом:

ξ(t) ≥ 0, ξ(0) = ξ(T ) = 0, ξ(t) = µ, t0 ≤ t ≤ T0,

ξt ≥ 0, 0 ≤ t ≤ t0; ξt ≤ 0, T0 ≤ t ≤ T,

η(t) =





3
2ξt + 1, 0 ≤ t ≤ t0,

1, t0 ≤ t ≤ T0,

− 1
2ξt + 1, T0 ≤ t ≤ T.

При этом число µ удовлетворяет условию µ ≥ 2δ−1(max
Q

|k|+ δ1). В силу такого

выбора функций ξ(t), η(t) получаем
(
a− 1

2
kt

)
ξ − k

(
η +

1

2
ξt

)
+

(
η − 3

2
ξt

)
≥ δ1 + 1,

(
a+

1

2
kt

)
ξ − k

(
η − 1

2
ξt

)
≥ δ1,

η − 1

2
ξt ≥ 1, η − 3

2
ξt ≥ 1, η +

1

2
ξt ≥ 1.

Для u ∈ CL после интегрирования по частям с учетом условий (2), (3)

получаем

(Lu, ξ�̃ut + η�̃u) =

∫

Q

{[(
a+

1

2
kt

)
ξ − k

(
η − 1

2
ξt

)]
u2
tt +

(
η − 1

2
ξt

)
(�u)2 +

+

[(
a− 1

2
kt

)
ξ − k

(
η +

1

2
ξt

)
+

(
η − 3

2
ξt

)] n∑

i=1

u2
txi

}
dQ+ . . . , (6)

где многоточием обозначены подчиненные члены. Используя неравенство Коши

и теоремы вложения [17], из равенства (6) получаем априорную оценку (5).
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Замечание 1. Априорная оценка (4) остается справедливой и для новых

функций ξ(t), η(t) из доказательства леммы 2.

4. Разрешимость задачи. Пусть функции {ϕk(x, t)}∞k=1 ортонормирова-

ны в L2(Q) и являются решением спектральной задачи

�̃v ≡ −vtt −�v = λv, (x, t) ∈ Q,

v|ST = 0, vt|t=0 = 0, vt|t=T = 0.
(7)

В дальнейшем будем считать, что собственные числа задачи (7) пронумерованы

следующим образом: 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · ·, и λk → +∞ при k → ∞. Положим

ψk(x, t) = ξ(t)ϕkt(x, t) + η(t)ϕk(x, t),

где ξ(t), η(t) из леммы 2.

Теорема 1. Функции {ψk(x, t)}∞k=1 линейно независимы, и множество их

линейных комбинаций плотно в L2(Q).

Доказательство теоремы 1 полностью совпадает с доказательством тео-

ремы 1 в [22].

Теорема 2. Пусть выполнены условия лемм 1, 2. Тогда для любой функ-

ции f ∈ L2(Q) такой, что ft ∈ L2(Q), существует единственное регулярное

решение краевой задачи (1)–(3) из пространства W 2
2 (Q).

Доказательство. Приближенное решение краевой задачи (1)–(3) ищется

в виде

uN =

N∑

k=1

cNk ϕk(x, t).

Коэффициенты cNk определяются как решение системы алгебраических уравне-

ний

(LuN , ψk) = (f, ψk), k = 1, N. (8)

Из равенств (8) нетрудно получить соотношения
(
LuN , ξuNt + ηuN

)
=
(
f, ξuNt + ηuN

)
,

(
LuN , ξ�̃uNt + η�̃uN

)
=
(
f, ξ�̃uNt + η�̃uN

)
.

Отсюда с учетом гладкости функций ϕk(x, t) и лемм 1 и 2 вытекает, что для

приближенных решений uN справедливы априорные оценки (4), (5). Следова-

тельно, существуют подпоследовательность uNk(x, t) и функция u(x, t) ∈ W 2
2 (Q)

такие, что uNk → u слабо в W 2
2 (Q). При этом справедлива оценка

‖u‖2 ≤ C4(‖f‖ + ‖ft‖), C4 > 0.

Переходя к пределу при Nk → ∞ в равенстве (8), получаем

∫

Q

[
kutt −

n∑

i=1

uxixi + a(x, t)ut + c(x)u

]
ψkdQ =

∫

Q

f(x, t)ψkdQ, k = 1, 2, . . . .
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Тем самым в силу теоремы 1 уравнение Lu = f(x, t) выполняется для почти

всех (x, t) ∈ Q и краевые условия (2), (3) удовлетворяются в среднем. Теорема 2

доказана.

5. Оценка погрешности.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда для погрешности

стационарного метода Галёркина справедлива оценка

‖u− uN‖1 ≤ C5(‖f‖ + ‖ft‖)λ−1/4
N+1 , C5 > 0,

где постоянная C5 не зависит от N .

Доказательство. В силу теоремы 2 краевая задача (1)–(3) имеет един-

ственное решение u ∈ W 2
2 (Q). Имеем разложение функции u(x, t) в ряд Фурье:

u =

∞∑

k=1

ckϕk, ck = (u, ϕk). (9)

При этом ряд (9) сходится в W 1
2 (Q) и L2(Q). Из уравнений (8) получаем равен-

ства

(Lu, ψk) = (f, ψk), k = 1, N. (10)

С другой стороны, в силу равенства Парсеваля имеет место неравенство

∞∑

l=1

c2l λ
2
l = ‖�̃u‖2 ≤ C6(‖f‖2 + ‖ft‖2), C6 > 0. (11)

Пусть HN — линейное подпространство W̊ 1
2 (Q), натянутое на ϕ1, . . . , ϕN , и

PN — оператор проектирования на HN . Из равенств (8), (10) нетрудно получить

равенство

(L(u− uN), ξvt + ηv) = 0 ∀v ∈ HN .

Полагая в последнем равенстве v = ω− uN с произвольной функцией ω из HN ,

имеем

(L(u− uN ), ξ(ut − uNt )) + η(u− uN ) = (L(u− uN), ξ(ut − ωt)) + η(u − ω).

Отсюда в силу леммы 1 получаем оценку

‖u− uN‖2
1 ≤ C7(‖f‖ + ‖ft‖)‖u− ω‖1,1, C7 > 0. (12)

С другой стороны,

‖u− PNu‖2
1 ≤ C8

∞∑

k=N+1

λkc
2
k ≤ C8λ

−1
N+1

∞∑

k=N+1

c2kλ
2
k, C9 > 0. (13)

Из неравенства (12), полагая в нем ω = PNu и используя (11), (13), получаем

оценку погрешности стационарного метода Галёркина.
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THE STATIONARY GALËRKIN METHOD

FOR A BOUNDARY VALUE PROBLEM

FOR A MIXED SECOND–ORDER EQUATION

V. E. Fedorov and I. M. Tikhonova

Abstract: We prove the existence of the unique regular solution for the boundary value
problem for the mixed type second-order equation in the Sobolev space. The stationary
Galërkin method is applied, for which the error estimate is obtained using eigenvalues
of the spectral problem for the Laplace equation in the variables x ∈ Rn and t.
Keywords: mixed type equation, boundary value problem, a priori estimate, stationary
Galërkin method, error.
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