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Аннотация. Исследуется однозначная разрешимость задачи Коши для уравнения
в банаховом пространстве с вырожденным оператором при дробной производной
Капуто. Используются найденные ранее условия существования аналитического
в секторе семейства разрешающих операторов такого уравнения, вырождающихся
на ядре оператора при производной, а также вид разрешающих операторов. При
выполнении этих условий показано существование единственного решения задачи
Коши для исследуемого уравнения при начальных данных из дополнения к ядру
оператора при производной, решение представлено с использованием разрешающих
операторов. Полученные результаты использованы при изучении линеаризованной
квазистационарной системы уравнений фазового поля дробного порядка по време-
ни.
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§ 1. Введение

Пусть L : DL → V, M : DM → V — линейные замкнутые плотно опреде-

ленные в банаховом пространстве U операторы, действующие в банахово про-

странство V. Рассмотрим эволюционное уравнение дробного порядка

Dα
t Lu(t) = Mu(t), t ≥ 0, (1)

где α > 0, Dα
t — дробная производная Капуто. Предполагается выполнение

условия вырожденности уравнения kerL 6= {0}. В работе исследуется задача

Коши

u(k)(0) = uk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (2)

для уравнения (1). Здесь m — наименьшее целое число, не превосходимое чис-

лом α.

В [1] получены необходимые и достаточные условия однозначной разреши-

мости задачи (2) для разрешенного относительно производной уравнения

Dα
t u(t) = Au(t), t ≥ 0, (3)
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c линейным замкнутым плотно определенным в U оператором A в терминах се-

мейств разрешающих операторов, представляющих собой обобщение полугрупп

операторов. В частности, на оператор A получены необходимые и достаточ-

ные условия существования аналитических в секторе �θ0
≡ {t ∈ C : | arg t| <

θ0 − π/2, t 6= 0} семейств разрешающих операторов уравнения (3), экспонен-

циально ограниченных в каждом меньшем подсекторе. Для класса операторов

A, удовлетворяющих таким условиям, используется обозначение A α(θ0, a0) при

θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0.

В [2] эти результаты в некотором смысле обобщены на случай уравнения (1):

определен класс пар операторов Hα(θ0, a0) при θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0, такой, что

при (L,M) ∈ Hα(θ0, a0) уравнение (1) имеет аналитическое в секторе семей-

ство разрешающих операторов и задача Коши для него однозначно разреши-

ма. При этом отметим, что рассмотренный класс уравнений является слабо

вырожденным — его подпространство вырождения совпадает с ядром kerL,

при этом оператор L не имеет M -присоединенных векторов, которые, вообще

говоря, тоже лежат в подпространстве вырождения (в более простом случае

(L, p)-ограниченного оператора M см. [3, 4]).

В данной работе некоторые результаты статьи [2] получили свое развитие —

уточняется оценка экспоненциальной ограниченности на операторы разрешаю-

щего семейства уравнения (1) при (L,M) ∈ Hα(θ0, a0), решение задачи Коши

для него строится в явном виде. Полученные результаты используются при

исследовании однозначной разрешимости начально-краевой задачи для линеа-

ризованной квазистационарной системы уравнений фазового поля.

Условия существования, вообще говоря, сильно вырожденных семейств раз-

решающих операторов уравнения (1), аналитических в комплексной плоскости

с разрезом вдоль отрицательной полуоси, получены в [3]. Эти условия были ис-

пользованы для исследования соответствующего неоднородного уравнения в [4],

для изучения однозначной разрешимости начально-краевых задач для систем

уравнения Соболева и Осколкова в [5]. Некоторые классы полулинейных урав-

нений дробного и высокого порядков, линейная часть которых имеет вид (1)

с (L, p)-ограниченным оператором M , разрешимость начальных задач и задач

оптимального управления для них исследованы в работах М. В. Плехановой

[6–9]. Обобщение понятия (L, p)-ограниченного оператора на случай локально

выпуклых пространств используется в [10] для вырожденного эволюционного

уравнения первого порядка и в [11] для уравнения (1). Различные типы раз-

решающих операторов для некоторых дробных дифференциальных уравнений,

в том числе вырожденных, в секвенциально полных локально выпуклых про-

странствах рассмотрены в работах М. Костича и его соавторов (см. [11–13] и

библиографию в них). Во многих статьях [14–17] уравнения вида (1), не раз-

решенные относительно дробной производной, рассматриваются при условии

существования обратного оператора L−1 : V → U, который предполагается

непрерывным или даже компактным. В них получены интересные результаты,

но они не касаются вырожденных эволюционных уравнений (при kerL 6= {0}).
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В § 2 приведены используемые далее результаты работы [1] об уравнении

(3) и статьи [2] для (1). Кроме того, в этом параграфе проведено некоторое

дополнительное исследование семейств операторов, построенных в [2]. Третий

параграф содержит формулировки и доказательства двух теорем об однознач-

ной разрешимости задачи (1), (2). В отличие от [2] решение этой задачи здесь

построено в явном виде с использованием результатов предыдущего параграфа.

В § 4 результаты о задаче Коши в банаховом пространстве использованы при

исследовании начально-краевой задачи для одной системы уравнений в частных

производных, не разрешимой относительно дробной производной по времени.

§ 2. Аналитические в секторе разрешающие операторы

вырожденного дробного эволюционного уравнения

При β > 0 обозначим gβ(t) = tβ−1/� (β) для t > 0,

Jβ
t h(t) = (gβ ∗ h)(t) =

t∫

0

gβ(t− s)h(s) ds =
1

� (β)

t∫

0

(t− s)β−1h(s) ds.

Пусть α > 0, m − 1 < α ≤ m, Dm
t — обычная производная порядка m ∈ N,

Dα
t — дробная производная Капуто [18], называемая часто также производной

Герасимова — Капуто [19], т. е.

Dα
t h(t) = Dm

t J
m−α
t

(
h(t) −

m−1∑

k=0

h(k)(0)gk+1(t)

)
.

Пусть U, V — банаховы пространства, обозначим через L (U; V) банахо-

во пространство всех линейных непрерывных операторов из U в пространство

V. Множество всех линейных замкнутых операторов с областями определения,

плотными в U, действующих в пространство V, обозначим через C l(U; V). Если

V = U, то соответствующие обозначения примут вид L (U) и C l(U). Обозначим

также R+ = R+ ∪ {0}, N0 = N ∪ {0}, DA — область определения оператора A,

снабженная нормой его графика.

Функция u ∈ C(R+;DA) ∩Cm−1(R+; U), для которой

gm−α ∗
(
u−

m−1∑

k=0

u(k)(0)gk+1

)
∈ Cm(R+; U),

называется решением уравнения (3), если при всех t ∈ R+ справедливо равен-

ство (3).

Множество операторов {Z(t) ∈ L (U) : t ∈ R+} называется семейством

разрешающих операторов уравнения (3), если

(i) оператор-функция Z(·) сильно непрерывна на R+, Z(0) = I;

(ii) Z(t)[DA] ⊂ DA, Z(t)Au0 = AZ(t)u0 при каждом u0 ∈ DA для всех

t ∈ R+;

(iii) для любого u0 ∈ DA функция Z(t)u0 является решением задачи Коши

u(0) = u0, u
(k)(0) = 0, k = 1, 2, . . . ,m− 1, для уравнения (3).
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Следуя [1], будем говорить, что линейный замкнутый плотно определен-

ный в U оператор A принадлежит классу A α(θ0, a0) при θ0 ∈ (π/2, π), a0 ≥ 0,

если существует разрешающее семейство операторов {Z(t) ∈ L (U) : t ∈ R+}
уравнения (3), аналитически продолжимое в сектор �θ0

≡ {t ∈ C : | arg t| <
θ0 −π/2, t 6= 0}, и при каждых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 существует такая константа

C(a, θ), что ‖Z(t)‖L (U) ≤ C(a, θ)eaRet для всех t ∈ �θ. Согласно теореме 2.14

в [1] (см. также более общую теорему I.2.1 в [20] для эволюционных инте-

гральных уравнений) A ∈ A α(θ0, a0) при α ∈ (0, 2) тогда и только тогда, когда

выполняются следующие два условия:

(i) при всех λ ∈ Sa0,θ0
≡ {µ ∈ C : | arg(µ − a0)| < θ0, µ 6= a0} выполняется

включение λα ∈ ρ(A);

(ii) при любых a > a0, θ ∈ (π/2, θ0) существует такая константа K =

K(a, θ) > 0, что для всех µ ∈ Sa,θ

‖(µαI −A)−1‖L (U) ≤
K(a, θ)

|µα−1(µ− a)| .

Показано также, что оператор A ∈ A α(θ0, a0) при α > 2 ограничен на

пространстве U .

Пусть операторы L,M ∈ C l(U; V) имеют области определения DL, DM ⊂ U,

kerL 6= {0}. Множество точек µ ∈ C таких, что оператор µL−M : DL∩DM → V

инъективен и (µL − M)−1L ∈ L (U), L(µL − M)−1 ∈ L (V), называется L-

резольвентным множеством ρL(M) оператора M . Обозначим

RL
µ (M) = (µL−M)−1L, LL

µ(M) = L(µL−M)−1.

Определение 1. Пусть α > 0. Будем говорить, что пара операторов

(L,M) принадлежит классу Hα(θ0, a0), если

(i) существуют a0 ≥ 0 и θ0 ∈ (π/2, π) такие, что для всех λ ∈ Sa0,θ0
выпол-

няется λα ∈ ρL(M);

(ii) при любых a > a0, θ ∈ (π/2, θ0) существует такая константа K =

K(a, θ) > 0, что для всех µ ∈ Sa,θ

max
{∥∥RL

µα(M)
∥∥L (U)

,
∥∥LL

µα(M)
∥∥L (V)

}
≤ K(a, θ)

|µα−1(µ− a)| .

Замечание 1. Если при α ∈ (0, 2) существует обратный оператор L−1 ∈L (V; U), то (L,M) ∈Hα(θ0, a0) тогда и только тогда, когда L−1M ∈ A α(θ0, a0)

и ML−1 ∈ A α(θ0, a0).

Нетрудно показать, что kerRL
µ(M) = kerL, imRL

µ(M), kerLL
µ(M), imLL

µ(M)

не зависят от µ ∈ ρL(M). Введем обозначения kerRL
µ (M) = U0, kerLL

µ(M) = V0.

Через U1 (V1) обозначим замыкание линеала imRL
µ(M) (imLL

µ(M)) в норме

пространства U (V). Через Lk (Mk) будет обозначаться сужение оператора L

(M) на DLk
≡ DL ∩ Uk (DMk

≡ DM ∩ Uk), k = 0, 1.
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Теорема 1. Пусть (L,M) ∈ Hα(θ0, a0). Тогда при α > 0, β ∈ R, � =

∂Sa0,θ0
+ 1 семейства операторов

{
Uα,β(t) =

1

2πi

∫

�

µα−βRL
µα(M)eµt dµ ∈ L (U) : t ∈ R+

}
,

{
Vα,β(t) =

1

2πi

∫

�

µα−βLL
µα(M)eµt dµ ∈ L (V) : t ∈ R+

}

допускают аналитическое продолжение в сектор �θ0
. При любых a > a0, θ ∈

(π/2, θ0), n ∈ N0 существует такое Cn,β = Cn,β(a, θ), что для всех τ ∈ �θ

∥∥U (n)
α,β(τ)

∥∥L (U)
≤ Cn,β(a, θ)eaReτ

|τ |n+1−β
,
∥∥V (n)

α,β (τ)
∥∥L (V)

≤ Cn,β(a, θ)eaReτ

|τ |n+1−β
. (4)

При этом

d

dt
Uα,β = Uα+1,β,

d

dt
Vα,β = Vα+1,β ,

Jk
t Uα,β = Uα,β+k, Jk

t Vα,β = Vα,β+k, k ∈ N, β > 0.
(5)

Доказательство. Основная часть теоремы доказана в [2]. Уточним лишь

оценки (4), которые в [2] имеют несколько другой вид, и покажем выполнение

равенств (5).

Возьмем контур

� = �ε = {µ ∈ C : µ = ε− |x| − ix tg θ0, x ∈ R}, ε > a0.

В [2] показано, что от выбора ε > a значения рассматриваемых интегралов не

меняются, поэтому можно выбрать ε = a(1 + 2 sin−1 θ0). При θ ∈ (π/2, θ0),

δ = 1
2 (θ0 − θ), k ∈ N0 выберем также контур

�2 =

{
ν ∈ C : ν = ε− |x| − ix tg

(
π

2
+ δ

)
, x ∈ R

}
.

Для любого τ ∈ �θ построим контур �τ = {µ ∈ C : µ = a+ ντ−1, ν ∈ �2}. Легко

увидеть, что �τ ⊂ Sa,θ1
, где θ1 = 1

2 (θ0+θ) ∈ (π/2, θ0). Действительно, при µ ∈ �τ

| arg(µ−a)| = | arg(ντ−1)| = | arg ν−arg τ | ≤ | arg ν|+ | arg τ | < 1

2
(θ0− θ)+ θ = θ1.

Нетрудно непосредственно показать сходимость интегралов
∫

�τ

µk+α−βRL
µα(M)eµτ dµ =

∫

�

µk+α−βRL
µα(M)eµτ dµ = 2πiU

(k)
α,β(τ),

так как µτ = aτ + ν, | arg ν| = π/2 + δ ∈ (π/2, π). Равенство интегралов в этом

случае следует из аналитичности подынтегральных выражений на множестве

Sa0,θ0
.
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Для β ≤ k + 1

∥∥U (k)
α,β(τ)

∥∥L (U)
≤ K(a, θ1)

2π

∫

�τ

|µ|k+1−β |eµτ |
|µ− a| |dµ|

≤ K(a, θ1)e
aReτ

2π

∫

�τ−a

(|λ| + a)k+1−β |eλτ |
|λ| |dλ|

≤ K(a, θ1)e
aReτ

2π

(
1 +

a

(ε− a) sin θ0

)k+1−β ∫

�τ−a

|λ|k−β |eλτ | |dλ|

=
(3/2)k+1−βK(a, θ1)e

aReτ

2π

∫

�τ−a

|λ|k−β |eλτ | |dλ|.

В случае β > k + 1 имеем

∥∥U (k)
α,β(τ)

∥∥L (U)
≤ K(a, θ1)e

aReτ

2π

∫

�τ−a

(|λ| − a)k+1−β |eλτ |
|λ| |dλ|

≤ K(a, θ1)e
aReτ

2π

(
1 − a

(ε− a) sin θ0

)k+1−β ∫

�τ−a

|λ|k−β |eλτ | |dλ|

=
2β−k−1K(a, θ1)e

aReτ

2π

∫

�τ−a

|λ|k−β |eλτ | |dλ|.

Сделаем замену переменной λ = ντ−1, тогда правые части неравенств примут

вид
bk+1−βK(a, θ1)e

aReτ

2π|τ |k+1−β

∫

�2

|ν|k−β |eν | |dν| =
Ck,β(a, θ)eaReτ

|τ |k+1−β
,

где

Ck,β(a, θ) =
bk+1−βK(a, θ1)

2π

(
1 − a

ε cos θ0

)k+1−β ∫

�2

|ν|k−β |eν | |dν|,

b = 3/2 при β ≤ k + 1, b = 1/2 в противном случае.

Для доказательства равенств (5) запишем при k ∈ N

t∫

0

(t− s)k−1

(k − 1)!
eµs ds = − tk−1

(k − 1)!µ
+

t∫

0

(t− s)k−2

(k − 2)!µ
eµs ds

= · · · = −
k−1∑

l=1

tk−l

(k − l)!µl
+

t∫

0

eµs

µk−1
ds = −

k∑

l=1

tk−l

(k − l)!µl
+
eµt

µk
,

поэтому при β > 0

Jk
t Uα,β(t) = Uα,β+k(t) −

1

2πi

k∑

l=1

tk−l

(k − l)!

∫

�

µα−β−lRL
µα(M) dµ. (6)
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Последние интегралы сходятся, ибо норма подынтегральных выражений огра-

ничивается сверху функцией |µ|−β−1. Проинтегрируем функции µα−β−lRL
µα(M)

по части � , лежащей внутри круга BR(ε) ≡ {µ ∈ C : |µ− ε| < R}, дополненной

правой частью �R окружности ∂BR(ε) до замкнутого контура, и получим нуль

по теореме Коши. При этом интеграл по части � , лежащей вне круга ∂BR(ε),

стремится к нулю при R → ∞ в силу сходимости интегралов из (6) и
∥∥∥∥
∫

�R

µα−β−lRµα(A) dµ

∥∥∥∥L (U)

≤ 2πRc

Rβ+l
→ 0 при R → ∞.

В результате ∫

�

µα−β−lRL
µα(M) dµ = 0, l ∈ N, β > 0,

и равенства (5) доказаны.

Аналогичные утверждения для операторов Vα,β(t) доказываются таким же

образом. �

Теорема 2 [2]. Пусть банаховы пространства U и V рефлексивны, пара

операторов (L,M) принадлежит Hα(θ0, a0). Тогда

(i) U = U0 ⊕ U1, V = V0 ⊕ V1;

(ii) проектор P (Q) на подпространство U
1 (V1) вдоль подпространства U

0

(V0) имеет вид P = s- lim
n→∞

nRL
n(M) (Q = s- lim

n→∞
nLL

n(M));

(iii) L0 = 0, M0 ∈ C l(U0; V0), L1,M1 ∈ C l(U1; V1);

(iv) существуют обратные операторы L−1
1 ∈ C l(V1; U1), M−1

0 ∈ L (U0; V0);

(v) при всех t > 0

Uα,β(t) = U1
α,β(t)P, U

0 ⊂ kerUα,β(t), imUα,β(t) ⊂ U
1,

Vα,β(t) = V 1
α,β(t)Q, V

0 ⊂ kerVα,β(t), imVα,β(t) ⊂ V
1,

где U1
α,β(t) = Uα,β(t)|U1 , V 1

α,β(t) = Vα,β(t)|V1 .

Введем обозначения S = L−1
1 M1 : DS → U1, DS = {u ∈ DM1

: M1u ∈ imL1};
T = M1L

−1
1 : DT → V1, DT = {v ∈ imL1 : L−1

1 v ∈ DM1
}.

Теорема 3 [2]. Пусть банаховы пространства U и V рефлексивны, α ∈
(0, 2), (L,M) ∈Hα(θ0, a0).

(i) Если L1 ∈ L (U1; V1) или M1 ∈ L (U1; V1), то S ∈ A α(θ0, a0) и семейство

операторов {U1
α,1(t) ∈ L (U1) : t ∈ R+} разрешающее для уравнения Dα

t u(t) =

Su(t).

(ii) Если L−1
1 ∈ L (V1; U1) или M−1

1 ∈ L (V1; U1), то T ∈ A α(θ0, a0) и

семейство операторов {V 1
α,1(t) ∈ L (V1) : t ∈ R+} разрешающее для уравнения

Dα
t v(t) = Tv(t).

Следствие 1. Пусть банаховы пространства U и V рефлексивны, α ∈
(0, 2), (L,M) ∈Hα(θ0, a0).
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(i) Если L1 ∈ L (U1; V1) или M1 ∈ L (V1; U1), то существуют пределы

s- lim
t→0+

Dk
t Uα,k+1(t) = P, k ∈ N0.

(ii) Если L−1
1 ∈ L (V1; U1) или M−1

1 ∈ L (V1; U1), то существуют пределы

s- lim
t→0+

Dk
t Vα,k+1(t) = Q, k ∈ N0.

Доказательство. (i) Существование предела s- lim
t→0+

Uα,1(t) = P доказа-

но в [2]. Возьмем k ∈ N, тогда в силу формул (5)

s- lim
t→0+

Dk
t Uα,k+1(t) = s- lim

t→0+
Dk

t J
k
t Uα,1(t) = s- lim

t→0+
Uα,1(t) = P.

Утверждение (ii) доказывается аналогично. �

Следствие 2. Пусть банаховы пространства U и V рефлексивны, (L,M) ∈Hα(θ0, a0), αθ0 > π, L1 ∈ L (U1; V1), L−1
1 ∈ L (V1; U1). Тогда оператор M

(L, 0)-ограничен [3, 4].

Доказательство. Условие L1 ∈ (U1; V1) c необходимостью используется

для определения (L, σ)-ограниченности оператора M [3, 4]. Поэтому из теоре-

мы 2 и условия αθ0 > π вытекает, что для всех µ 6= a0 оператор

(µL−M)−1 = (µL1 −M1)
−1Q−M−1

0 (I −Q) = L−1
1 LL1

µ (M1)Q−M−1
0 (I −Q)

непрерывен как разность двух непрерывных операторов. �

Замечание 2. Таким образом, случай αθ0 > π, в частности α ≥ 2, мо-

жет представлять интерес только если L1 : U1 → V1 не является гомеоморфиз-

мом, поскольку уравнение (1) с (L, p)-ограниченным операторомM исследовано

в [3, 4].

§ 3. Задача Коши для вырожденного дробного

эволюционного уравнения в банаховом пространстве

При α ∈ (0, 2) рассмотрим уравнение

Dα
t Lu(t) = Mu(t), t ≥ 0. (7)

Его решением назовем функцию u ∈ C(R+;DL ∩DM ), для которой

Lu ∈ Cm−1(R+; V), gm−α ∗
(
Lu−

m−1∑

k=0

(Lu)(k)(0)gk+1

)
∈ Cm(R+; V)

и для всех t ≥ 0 справедливо равенство (7). Решением задачи Коши

u(k)(0) = uk, k = 0, . . . ,m− 1, (8)

для уравнения (7) называется решение уравнения u ∈ Cm−1(R+; U), для кото-

рого выполняются условия (8).

Замечание 3. Очевидно, что m = 1 при α ∈ (0, 1], m = 2 для α ∈ (1, 2).
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Теорема 4. Пусть банаховы пространства U и V рефлексивны, α ∈ (0, 2),

(L,M) ∈ Hα(θ0, a0), L1 ∈ L (U1; V1) или M1 ∈ L (U1; V1), uk ∈ DL−1

1
M1

, k =

0, . . . ,m− 1. Тогда существует единственное решение задачи (7), (8), при этом

оно имеет вид

u(t) =

m−1∑

k=0

Uα,k+1(t)uk. (9)

Доказательство. Положим u0(t) ≡ (I − P )u(t), u1(t) ≡ Pu(t). В силу

теоремы 2 уравнение (7) может быть редуцировано к системе двух уравнений:

0 = u0(t) и

Dα
t u

1(t) = Su1(t). (10)

В силу первого из уравнений uk должны принадлежать U1, k = 0, . . . ,m − 1.

Если L1 ∈ L (U1; V1) или M1 ∈ L (U1; V1), то по теореме 3 S ∈ A α(θ0, a0),

поэтому существует единственное решение задачи Коши u1(k)(0) = uk ∈ DS ,

k = 0, . . . ,m− 1, для уравнения (10), и оно имеет вид

u1(t) =

m−1∑

k=0

Jk
t Uα,1(t)uk =

m−1∑

k=0

Uα,k+1(t)uk. �

Теорема 5. Пусть банаховы пространства U и V рефлексивны, α ∈ (0, 2),

(L,M) ∈ Hα(θ0, a0), L
−1
1 ∈ L (V1; U1) или M−1

1 ∈ L (V1; U1), uk ∈ DM1
, k =

0, . . . ,m− 1. Тогда существует единственное решение задачи (7), (8), при этом

оно имеет вид (9).

Доказательство. Если L−1
1 ∈ L (V1; U1) или M−1

1 ∈ L (V1; U1), вместо

уравнения (10) будет получено уравнение

Dα
t v

1(t) = Tv1(t), (11)

где v(t) = L1u
1(t). По теореме 3 T ∈ A α(θ0, a0), поэтому существует единствен-

ное решение задачи Коши v(k)(0) = L1uk ∈ DT , k = 0, . . . ,m− 1, для уравнения

(11). Ее решение имеет вид

v(t) =

m−1∑

k=0

Jk
t Vα,1L1uk =

m−1∑

k=0

Vα,k+1L1uk = L1

m−1∑

k=0

Uα,k+1uk

в силу очевидного равенства LUα,β(t) = Vα,β(t)L. Следовательно,

u(t) = u1(t) = L−1
1 v(t) =

m−1∑

k=0

Uα,k+1uk. �

§ 4. Линеаризованная система уравнений

фазового поля дробного порядка по времени

Рассмотрим начально-краевую задачу

∂kv

∂tk
(x, 0) = vk(x),

∂kw

∂tk
(x, 0) = wk(x), x ∈ �, k = 0, . . . ,m− 1, (12)
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θv(x, t)+(1−θ)∂v
∂n

(x, t) = θw(x, t)+(1−θ)∂w
∂n

(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂�×R+, (13)

Dα
t v(x, t) + νDα

t w(x, t) = κ�v(x, t), (x, t) ∈ �× R+, (14)

�w(x, t) + βw(x, t) + γv(x, t) = 0, (x, t) ∈ �× R+. (15)

Здесь � ⊂ R
n — ограниченная область с гладкой границей ∂�, κ > 0, β, γ, ν ∈ R,

v = v(x, t), w = w(x, t) — неизвестные функции.

Замечание 4. В случае α = 1 система уравнений (14), (15) представля-

ет собой линеаризацию квазистационарной системы уравнений фазового поля,

описывающей в линейном приближении фазовые переходы первого рода в рам-

ках мезоскопической теории [21, 22].

Пусть оператор A : DA → L2(�) имеет область определения DA = H2
0 (�) ≡

{z ∈ H2(�) : z(x) = 0, x ∈ ∂�} ⊂ L2(�), Az = �z при z ∈ H2
0 (�). Через {λk}

обозначим собственные значения оператора A, занумерованные по невозрас-

танию с учетом их кратности. Ортонормированная система соответствующих

собственных функций {ϕk}, как известно, образует базис в L2(�).

Положим U = V = (L2(�))2, DM =
(
H2

0 (�)
)2

,

L =

(
I νI
O O

)
∈ L (U; V), M =

(
κA O

γI βI +A

)
∈ C l(U; V). (16)

Лемма 1 [2]. Пусть α > 1,

∃θ1 ∈ (π/2, π) ∃a1 ≥ 0 ∀µ ∈ Sa1,θ1
µα ∈ ρL(M),

∃C1 > 0 ∀µ ∈ Sa1,θ1
max

{∥∥RL
µα(M)

∥∥L (U)
,
∥∥LL

µα(M)
∥∥L (V)

}
≤ C1

|µα − a1|
.

Тогда (L,M) ∈Hα(θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, θ1), a0 ≥ a1, a0 > 1.

Лемма 2 [2]. Пусть α ∈ (0, 1),

∃θ1 ∈ (π/2, π) ∃a0 ∈ [0, 1) ∀µ ∈ Sa0,θ1
µα ∈ ρL(M),

∃C1 > 0 ∀µ ∈ Sa0,θ1
max

{∥∥RL
µα(M)

∥∥L (U)
,
∥∥LL

µα(M)
∥∥L (V)

}
≤ C1

|µα − a0|
.

Тогда (L,M) ∈Hα(θ0, a0) для некоторого θ0 ∈ (π/2, θ1).

Лемма 3. Пусть α ∈ (0, 2), κ > 0, β, γ, ν, θ ∈ R, γν−β /∈ σ(A), при α ∈ (0, 1)

max

{
κλk(β + λk)

β − γν + λk
: k ∈ N

}
< 1, (17)

операторы L и M определены формулами (16). Тогда (L,M) ∈ Hα(a0, θ0) при

некоторых a0 ≥ 0, θ0 ∈ (π/2, π), проекторы имеют вид

P =

(
(β +�)(β − γν +�)−1 ν(β +�)(β − γν +�)−1

−γ(β − γν +�)−1 −γν(β − γν +�)−1

)
,

Q =

(
I κν�(β − γν +�)−1

O O

)
.
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Доказательство. Пространства U = V = (L2(�))2 гильбертовы, а зна-

чит, рефлексивны. Возьмем α ∈ [1, 2), δ ∈ (0, π(1/α− 1/2)), θ1 = π/2 + δ, µ ∈ C.

Тогда

µαL−M =

(
µαI − κA µανI

−γI −βI −A

)
.

Обозначим

δk =
κλk(β + λk)

β − γν + λk
∈ R,

тогда lim
k→∞

δk = −∞, так как κ > 0. Пусть a1 = max{δk : k ∈ N}, тогда при

µ ∈ Sa1,θ1
непрерывны операторы

(µαL−M)−1 =

∞∑

k=1

(
β+λk

(β−γν+λk)(µα−δk)
µαν

(β−γν+λk)(µα−δk)
−γ

(β−γν+λk)(µα−δk)
−µα+κλk

(β−γν+λk)(µα−δk)

)
〈·, ϕk〉ϕk,

RL
µα(M) =

∞∑

k=1

(
β+λk

(β−γν+λk)(µα−δk)
(β+λk)ν

(β−γν+λk)(µα−δk)
−γ

(β−γν+λk)(µα−δk)
−γν

(β−γν+λk)(µα−δk)

)
〈·, ϕk〉ϕk,

LL
µα(M) =

∞∑

k=1

(
1

µα−δk
κνλk

(β−γν+λk)(µα−δk)

0 0

)
〈·, ϕk〉ϕk,

где 〈·, ·〉 — скалярное произведение в L2(�), при этом

max
{∥∥RL

µα(M)
∥∥L ((L2(�))2)

,
∥∥LL

µα(M)
∥∥L ((L2(�))2)

}
≤ C1

|µα − a1|
,

где можно взять

C1 = max

{
1,max{1, |ν|}max

k∈N

{∣∣∣∣
β + λk

β − γν + λk

∣∣∣∣,
∣∣∣∣

γ

β − γν + λk

∣∣∣∣,
∣∣∣∣

κνλk
β − γν + λk

∣∣∣∣
}}

.

Если α = 1, то (L,M) ∈H1(a1, θ1). В случае α ∈ (1, 2) будет (L,M) ∈Hα(a0, θ0)

при некоторых a0 ≥ a1, a0 > 1, θ0 ∈ (π/2, θ1) в силу леммы 1.

Для α ∈ (0, 1) предыдущие рассуждения справедливы для любого θ1 ∈
(π/2, π) и (L,M) ∈ Hα(0, θ0) при некотором θ0 ∈ (π/2, π) согласно лемме 2 при

выполнении дополнительного условия (17).

Формулы для проекторов могут быть легко найдены с использованием тео-

ремы 2(ii). �

Замечание 5. Нетрудно показать, что предыдущая теорема справедлива

и при κ, β, γ, ν ∈ C, если Reκ > 0.

Из вида проекторов P , Q следует, что при γ 6= 0

U
0 = kerP = {(−νz, z) : z ∈ L2(�)},

U
1 = imP = {(−γ−1(β +�)z, z) : z ∈ H2

0 (�)},
V

0 = kerQ = {(−κν�(β − γν +�)−1z, z) : z ∈ L2(�)},
V

1 = imQ = L2(�) × {0}.
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При γ = 0

U
1 = L2(�) × {0}.

При γ 6= 0 очевидно, что

L1 ∈ L (U1; V1), M1 /∈ L (U1; V1), L−1
1 ∈ L (V1; U1),

поскольку ему соответствует оператор −γ(β − γν + A)−1. Только при κ 6= 0,

0,−β /∈ σ(A) существует оператор M−1
1 ∈ L (V1; U1) и ему соответствует опера-

тор −κ−1γA−1(β +A)−1. При γ = 0 отличие в том, что L−1
1 = I ∈ L (V1; U1), а

M−1
1 = κ−1A−1 ∈ L (V1; U1) при κ 6= 0, 0 /∈ σ(A).

Теорема 6. Пусть κ > 0, β, ν ∈ R, γ ∈ R \ {0}, γν − β /∈ σ(A), wk ∈ H2
0 (�),

vk = −γ−1(β +�)wk ∈ H2
0 (�), k = 0, . . . ,m− 1. Тогда существует единственное

решение задачи (12)–(15).

Доказательство. Как отмечено выше, в условиях данной теоремы опе-

ратор L−1
1 принадлежит L (V1; U1), при этом (vk, wk) ∈ DM ∩ U1. По теореме 5

получим требуемое. �

Теорема 7. Пусть κ > 0, β, ν ∈ R, γ = 0, −β /∈ σ(A), vk ∈ H2
0 (�), wk = 0,

k = 0, . . . ,m− 1. Тогда существует единственное решение задачи (12)–(15).

Доказательство. В данной ситуации также (vk, wk) ∈ DM ∩ U1 и из тео-

ремы 5 следует существование единственного решения. �
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RESOLVING OPERATORS OF A LINEAR

DEGENERATE EVOLUTION

EQUATION WITH CAPUTO

DERIVATIVE. THE SECTORIAL CASE

E. A. Romanova and V. E. Fedorov

Abstract. Unique solvability of the Cauchy problem for an equation in a Banach space

with degenerate operator at the fractional Caputo derivative is studied. Previously
found conditions of the existence of analytic in a sector resolving operators family for
the equation with the degeneration on the kernel of the operator at the derivative is
used. The form of the resolving operators is established. Under the satisfied conditions,
the existence is shown for the unique solution of the Cauchy problem to the researched
equation with initial data from the complement of the kernel of the operator at the
derivative and the solution is presented using the resolving operators. The obtained
results are applied to studying the linearized quasistationary time-fractional order system
of the phase field equations.

Keywords: degenerate evolution equation, fractional Caputo derivative, analytic in
a sector resolving operators family, Cauchy problem, initial boundary value problem,
system of partial differential equations.
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