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ОПИСАНИЕ ГРАНЕЙ В 3–МНОГОГРАННИКАХ

БЕЗ ВЕРШИН СТЕПЕНЕЙ ОТ 4 ДО 9

А. О. Иванова

Аннотация. В 1940 г. Лебег доказал, что в каждой нормальной плоской кар-
те найдется грань, набор степеней инцидентных вершин которой мажорируется
одной из следующих последовательностей: (3, 6,∞), (3, 7, 41), (3, 8, 23), (3, 9, 17),
(3, 10, 14), (3, 11, 13), (4, 4,∞), (4, 5, 19), (4, 6, 11), (4, 7, 9), (5, 5, 9), (5, 6, 7), (3, 3, 3,∞),
(3, 3, 4, 11), (3, 3, 5, 7), (3, 4, 4, 5), (3, 3, 3, 3, 5).

В данной заметке доказывается, что в каждом 3-многограннике, не содер-
жащем вершины степеней от 4 до 9, найдется грань, набор степеней инцидентных
вершин которой мажорируется одной из следующих последовательностей: (3, 3,∞),
(3, 10, 12), (3, 3, 3,∞), (3, 3, 3, 3, 3), где все параметры точны.

Ключевые слова: плоский граф, плоская карта, структурные свойства, 3-много-
гранник, вес.

1. Введение

Степень d(v) вершины v (r(f) грани f) в нормальной плоской карте M
есть число инцидентных ей ребер (петли учитываются дважды в d(v), а раз-
деляющие ребра — дважды в r(f)). Через � и δ обозначим максимальную и
минимальную степени вершин в M соответственно. Под k-вершиной (k-гранью)
подразумеваем вершину (грань) степени k; k+-вершина имеет степень не менее
k, и т. д.

Хорошо известно, что каждая нормальная плоская карта, в которой допус-
каются петли и кратные ребра, но степень каждой вершины и каждой грани не
менее трех, содержит 5−-вершину и 5−-грань. Далее через M будем обозначать
нормальную плоскую карту.

Весом грани вM называется сумма степеней ее граничных вершин, а w(M),
или просто w, обозначает минимальный вес 5−-граней вM . Будем говорить, что
f является гранью типа (k1, k2, . . . ) или просто (k1, k2, . . . )-гранью, если мно-
жество степеней вершин, инцидентных f , мажорируется вектором (k1, k2, . . . ).

Еще в 1940 г. Лебег [1] дал описание 5−-граней в нормальных плоских
картах.

Работа выполнена в рамках государственной работы «Организация проведения научных
исследований» и поддержана Российским фондом фундаментальных исследований (коды про-
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Теорема 1 (Лебег [1]). Каждая нормальная плоская карта содержит 5−-

грань одного из следующих типов:

(3, 6,∞), (3, 7, 41), (3, 8, 23), (3, 9, 17), (3, 10, 14), (3, 11, 13),

(4, 4,∞), (4, 5, 19), (4, 6, 11), (4, 7, 9), (5, 5, 9), (5, 6, 7),

(3, 3, 3,∞), (3, 3, 4, 11), (3, 3, 5, 7), (3, 4, 4, 5), (3, 3, 3, 3, 5).

Теорема 1, как и другие идеи Лебега [1], нашли множество приложений в
задачах раскраски плоских графов (первое из таких приложений и недавний
обзор можно найти в [2–4]).

Некоторые параметры лебеговской теоремы были улучшены для узких клас-
сов плоских графов. Коциг [5] в 1963 г. доказал, что для каждой плоской три-
ангуляции с δ = 5 верно неравенство w ≤ 18 и выдвинул гипотезу, что w ≤ 17.
В 1989 г. гипотезу Коцига в более общем виде подтвердил О. В. Бородин [6].

Теорема 2 (Бородин [6]). В каждой нормальной плоской карте с δ = 5
найдется (5, 5, 7)-грань или (5, 6, 6)-грань, где все параметры точны.

Кроме того, теорема 2 подтверждает гипотезу Грюнбаума [7] 1975 г. о том,
что циклическая связность (минимальное число ребер, при удалении которых
из графа получается две компоненты, каждая из которых содержит цикл) каж-
дого 5-связного плоского графа не превосходит 11, причем оценка точна (ранее
Пламмером [8] была получена оценка 13).

Под 3-многогранником мы подразумеваем конечный 3-связный выпуклый
многогранник. Еще в 1922 г. Штейниц [9] доказал, что 3-многогранники вза-
имно однозначно соответствуют 3-связным плоским графам. Как показывает
n-пирамида, двойная n-пирамида и схожая с ними конструкция, в которой каж-
дая 3-грань инцидентна 3-вершине, 4-вершине и n-вершине, 3-многогранники,
содержащие (4, 4,∞)-грани, могут иметь неограниченный w. То же верно для
(3, 3, 3,∞)-граней. Чтобы убедиться в этом, возьмем двойную 2n-пирамиду и
удалим в ней все верхние нечетные ребра и нижние четные; в полученной че-
тыреангуляции все грани являются (3, 3, 3, n)-гранями.

Для плоских триангуляций, не содержащих 4-вершины, Коциг [10] доказал,
что w ≤ 39, а О. В. Бородин [11], подтверждая гипотезу Коцига [10], доказал,
что w ≤ 29. Оценка 29 неулучшаема, как следует из дважды усеченного доде-
каэдра. В дальнейшем О. В. Бородин [12] показал, что каждый триангулиро-
ванный 3-многогранник без (4, 4,∞)-граней удовлетворяет неравенству w ≤ 29,
а для каждой триангуляции без смежных 4-вершин имеет место точная оценка
w ≤ 37.

Для произвольных плоских нормальных карт теорема 1 влечет w ≤ max{51,
� + 9}. Хорняк и Йендроль [13] усилили это неравенство следующим обра-
зом: если не существует ни (4, 4,∞)-граней, ни (3, 3, 3,∞)-граней, то w ≤ 47.
О. В. Бородин и Вудал [14] доказали, что запрет (3, 3, 3,∞)-граней влечет w ≤
max{29, �+ 8}.
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Также в [13] рассматривается минимальный вес w∗ по всем граням вместо
веса только 5−-граней, как это делалось ранее, начиная с Лебега [1]. Очевидно,
что w∗ ≤ w. Хорняк и Йендроль [13] доказали, что любая плоская нормальная
карта без (4, 4,∞)-граней и (3, 3, 3,∞)-граней имеет w∗ ≤ 32.

Для четыреангулированных 3-многогранников С. В. Августинович и
О. В. Бородин [15] улучшили описание 4-граней, вытекающее из теоремы Лебе-
га, следующим образом: (3, 3, 3,∞), (3, 3, 4, 10), (3, 3, 5, 7), (3, 4, 4, 5).

Другие результаты, связанные с теоремой Лебега, можно найти в пере-
численных выше статьях, в недавнем обзоре Йендроля и Фосса [16], а также
в [14, 17–25].

В 2002 г. О. В. Бородин [26] усилил теорему 1 Лебега следующим образом
(где звездочками помечены неулучшаемые параметры, доказанные в [26]).

Теорема 3 (Бородин [26]). В каждой нормальной плоской карте найдется

5−-грань одного из следующих типов:

(3, 6,∞∗), (3, 8∗, 22), (3, 9∗, 15), (3, 10∗, 13), (3, 11∗, 12),

(4, 4,∞∗), (4, 5∗, 17), (4, 6∗, 11), (4, 7∗, 8), (5, 5∗, 8), (5, 6, 6∗),

(3, 3, 3,∞∗), (3, 3, 4∗, 11), (3, 3, 5∗, 7), (3, 4, 4, 5∗), (3, 3, 3, 3, 5∗).

Недавно О. В. Бородин и А. О. Иванова [27] получили точное описание 3-
граней в нормальных плоских картах (в частности, в плоских графах) с δ ≥ 4.

Теорема 4 (Бородин, Иванова [27]). Каждая нормальная плоская карта

без 3-вершин содержит 3-грань одного из следующих типов:

(Ta) (4, 4,∞),

(Tb) (4, 5, 14),

(Tc) (4, 6, 10),

(Td) (4, 7, 7),

(Te) (5, 5, 7),

(Tf) (5, 6, 6).

Более того, все параметры в (Ta)–(Tf) точные и достигаются независимо друг

от друга.

Целью данной заметки является доказательство следующего факта.

Теорема 5. Каждый 3-многогранник без вершин степеней от 4 до 9 со-

держит 5−-грань одного из следующих типов: (3, 3,∞), (3, 10, 12), (3, 3, 3,∞),
(3, 3, 3, 3, 3), где все параметры точны.

Из теоремы 3 следует, что при запрете вершин степеней от 6 до 9 остаются
5−-грани следующих типов: (3, 10, 13), (3, 11, 12), (3, 3,∞), (3, 3, 3,∞), (3, 3, 3, 3, 3).
В теореме 5 имеем только (3, 10, 12) вместо (3, 10, 13) и (3, 11, 12), где параметры
10 и 12 в типе (3, 10, 12) точные.
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2. Доказательство теоремы

Все параметры в теореме 5 точные. Конструкции, подтверждающие точ-
ность типов (3, 3,∞) и (3, 3, 3,∞), описаны во введении, а точность типа (3, 3, 3,
3, 3) следует из додекаэдра. Чтобы подтвердить точность типа (3, 10, 12), возь-
мем хорошо известную триангуляцию, в которой имеются только 5-вершины
и 6-вершины, причем каждая из 5-вершин окружена 6-вершинами, и вставим
3-вершину в каждую 3-грань.

Предположим, что 3-многогранник M ′ является контрпримером к теоре-
ме 5. Пусть M — контрпример к теореме 5 на том же множестве вершин, что и
M ′, но имеющий наибольшее число ребер.

Замечание 1. В M нет 4+-грани v1v2 . . . , где d(v1) ≥ 10 и d(v3) ≥ 10. Дей-
ствительно, иначе проведем диагональ v1v3, что противоречит максимальности
M .

2.1. Перераспределение зарядов. Множества вершин, ребер и граней
контрпримера M обозначим через V , E и F соответственно. Из формулы Эй-
лера |V | − |E| + |F | = 2 для M следует

∑

v∈V
(d(v) − 6) +

∑

f∈F
(2r(f) − 6) = −12. (1)

Положим начальный заряд µ(v) равным d(v) − 6 для каждой вершины v

и µ(f) — равным 2d(f) − 6 для каждой грани f ; таким образом, только 5−-
вершины имеют отрицательный начальный заряд. С учетом свойств контр-
примера M локально перераспределим начальные заряды вершин и граней,
при этом сохраняя их сумму, таким образом, что новый заряд µ′(x) для всех
x ∈ V ∪ F будет неотрицательным. Полученное из (1) противоречие завершит
доказательство теоремы 5. Данная техника перераспределения зарядов часто
используется при решении структурных задач и задач раскраски плоских гра-
фов.

Через v1, . . . , vd(v) обозначим соседей вершины v в циклическом порядке
вокруг v.

Будем использовать следующие правила перераспределения зарядов (см.
рис. 1):

R1. Каждая 4+-грань дает 1 каждой инцидентной 3-вершине.

R2. Каждая 10-вершина v дает 3-вершине v1 следующий заряд через грань
f = v1vv2 . . . :

(a) 2
5 , если d(f) = 3 и d(v2) ≥ 10,

(b) 1
5 , если d(f) ≥ 4 и d(v2) = 3.

R3. Каждая 11+-вершина v дает 3-вершине v1 следующий заряд через
грань f = v1vv2:

(a) 1
2 , если 11 ≤ d(v) ≤ 12,

(b) 11
20 , если d(v) ≥ 13.
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Рис. 1. Правила перераспределения зарядов

2.2. Доказательство неравенства µ′(x) ≥ 0 для всех x ∈ V ∪ F . Сна-
чала рассмотрим грань f в M . Если d(f) = 3, то f не участвует в правилах
перераспределения зарядов, поэтому µ′(v) = µ(f) = 2×3−6 = 0. Если d(f) = 4,
то µ′(v) = 8−6−2×1 = 0 по R1 ввиду отсутствия (3, 3, 3,∞)-граней в M . Если
d(f) = 5, то µ′(v) = 10−6−4×1 = 0 по R1 ввиду отсутствия (3, 3, 3, 3, 3)-граней
в M . Если d(f) ≥ 6, то µ′(v) = 2d(f) − 6 − d(f) × 1 ≥ 0 по R1.

Пусть далее v является вершиной в M .

Случай 1: d(v) = 3. Если v инцидентна трем 4+-граням, то µ′(v) ≥ 3 −
6 + 3 × 1 = 0 по R1.

Если v инцидентна в точности двум 4+-граням и 3-грани v1vv2, то v полу-
чает 1 от каждой 4+-грани, и нам необходимо получить 1 в сумме от v1 и v2.
Напомним, что грани типов (3, 3,∞) и (3, 10, 12) запрещены вM , следовательно,
d(v1) ≥ 10 и d(v2) ≥ 10.

Если d(v1) = 10, то d(v2) ≥ 13; тем самым µ′(v) ≥ −3+2×1+ 2
5 + 1

5 + 11
20 > 0

по R1, R2 и R3b.
Если 11 ≤ d(v1) ≤ 12, то d(v2) ≥ 11, откуда получаем либо µ′(v) ≥ −3 + 2×

1 + 2× 1
2 + 0 по R1 и R3a, либо µ′(v) ≥ −3 + 2× 1 + 1

2 + 11
20 > 0 по R1, R3a и R3b.

Заметим, что случай, когда v инцидентна в точности одной 4+-грани, ис-
ключен ввиду отсутствия (3, 3,∞)-граней в M с учетом замечания 1.

Пусть теперь v окружена 3-гранями. Если d(v1) = 10, то d(v2) ≥ 13 и
d(v2) ≥ 13, а следовательно, µ′(v) = −3 + 2 × 2

5 + 4 × 11
20 = 0 по R2 и R3b. Если

d(vi) ≥ 11 для всех 1 ≤ i ≤ 3, то µ′(v) ≥ −3 + 6 × 1
2 = 0 по R2, R3a и R3b.

Случай 2: d(v) ≥ 10. Если d(v) = 10, то v посылает через каждую грань
не более 2

5 согласно R2, откуда µ′(v) ≥ 10 − 6 − 10 × 2
5 = 0.

Предположим, что d(v) = 11. Если v инцидентна хотя бы одной 4+-грани,
то v ничего не посылает через них, откуда имеем µ′(v) ≥ 11 − 6 − 10× 1

2 = 0 по
R3a. Если v окружена только 3-гранями, то она инцидентна не менее чем одной
грани, в границе которой нет 3-вершин ввиду нечетности d(v) и отсутствию
(3, 3,∞)-граней, и снова µ′(v) ≥ 11 − 6 − 10 × 1

2 = 0 по R3a.
Рассуждая так же в случае d(v) = 13, получаем µ′(v) ≥ 13− 6− 12× 11

20 > 0
по R3b.

Если d(v) = 12, то µ′(v) ≥ 12 − 6 − 12 × 1
2 = 0 по R3a.

Наконец, если d(v) ≥ 14, то имеем µ′(v) ≥ d(v)−6−d(v)× 11
20 = 3(3d(v)−40)

20 > 0
согласно R3b.
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Таким образом, доказали, что µ′(x) ≥ 0 для всех x ∈ V ∪ F , что противо-
речит формуле (1) и завершает доказательство теоремы 5.
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DESCRIPTION OF FACES IN 3–POLYTOPES

WITHOUT VERTICES OF DEGREE FROM 4 TO 9

A. O. Ivanova

Abstract. In 1940, Lebesgue proved that every normal plane map contains a face for
which the set of degrees of its vertices is majorized by one of the following sequences:

(3, 6,∞), (3, 7, 41), (3, 8, 23), (3, 9, 17), (3, 10, 14), (3, 11, 13),

(4, 4,∞), (4, 5, 19), (4, 6, 11), (4, 7, 9), (5, 5, 9), (5, 6, 7),

(3, 3, 3,∞), (3, 3, 4, 11), (3, 3, 5, 7), (3, 4, 4, 5), (3, 3, 3, 3, 5).

In this note prove that every 3-polytope without vertices of degree from 4 to 9 contains
a face for which the set of degrees of its vertices is majorized by one of the following
sequences: (3, 3,∞), (3, 10, 12), (3, 3, 3,∞), (3, 3, 3, 3, 3),
which is tight.

Keywords: planar graph, plane map, structure properties, 3-polytope, weight.
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19. Ferencová B. and Madaras T. “On the structure of polyhedral graphs with prescribed edge
and dual edge weight,” Acta Univ. M. Belii Math., 12, 13–18 (2005).
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