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ЗАДАЧА СОПРЯЖЕНИЯ

ДЛЯ ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКИХ

И ПСЕВДОГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

А. И. Григорьева

Аннотация. Изучается разрешимость задачи сопряжения для неклассических
дифференциальных уравнений, а именно для псевдопараболических и псевдоги-
перболических уравнений. Заданные уравнения рассматриваются с некоторым раз-
рывным коэффициентом в одномерном случае. Для доказательства теорем суще-
ствования и единственности регулярных решений используется метод продолжения
по параметру.
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ность, регулярное решение.

Введение

Работа посвящена исследованию разрешимости задач сопряжения (обоб-
щенных задач дифракции или transmission problems) для псевдопараболических
и псевдогиперболических уравнений.

Обычная задача сопряжения, или задача дифракции, соответствует ситуа-
ции, в которой то или иное дифференциальное уравнение (возможно, с разрыв-
ными коэффициентами) рассматривается в двух областях с общим участком
границы, при этом на общем участке границы задаются условия непрерывно-
сти решения и потока. С точки зрения математического моделирования за-
дача дифракции подразумевает, что моделируется тот или иной физический,
механический или химический процесс, протекающий в двух средах с разными
характеристиками [1].

В настоящей работе будем рассматривать задачу сопряжения в более общей
постановке — вместо условий непрерывности будем задавать условия сопряже-
ния (склейки) с произвольными коэффициентами.

Для классических дифференциальных уравнений второго порядка эллип-
тического, параболического или гиперболического типов задачи дифракции (со-
пряжения) изучаются с давних времен — см., например, работы [2–6]; из более
поздних работ отметим статьи [7–12]. Задачи с условиями сопряжения (склей-
ки) естественным образом возникают и также давно изучаются в теории урав-
нений смешанного типа и в теории вырождающихся уравнений (см., например,
[13–21]).
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Наконец, отметим, что в последнее время задачи сопряжения изучаются и
для неклассических дифференциальных уравнений [22–29].

Как указано выше, задачи сопряжения естественным образом возникают в
математическом моделировании — при изучении процессов теплопроводности
в составных средах, колебаний неоднородных (составных) сред, в электродина-
мике, в теории упругости и во многих других ситуациях. Некоторые примеры
можно найти в [30–33].

Уравнения, изучаемые в настоящей работе, а именно псевдопараболиче-
ские и псевдогиперболические, в последнее время в литературе называют в це-
лом уравнениями соболевского типа. Их активное изучение началось с работы
С. Л. Соболева [34]; обширную библиографию по тематике, связанной с подоб-
ными уравнениями, можно найти в монографиях [35–40]. Вместе с тем заметим,
что задачи сопряжения, или обобщенные задачи дифракции, для псевдопарабо-
лических и псевдогиперболических уравнений ранее практически не изучались.
Можно отметить лишь работу [23]. Частично восполнить этот пробел и пред-
полагается в настоящей статье.

1. Постановки задач

Пусть x — точка интервала (−1, 1) оси Ox; Q1, Q2 и Q — цилиндры (−1, 0)×
(0, T ), (0, 1) × (0, T ) и (−1, 1) × (0, T ) конечной высоты T ; a(x, t), b(x, t), c(x, t)
и f(x, t) суть заданные функции, определенные при (x, t) ∈ Q; α(t), β(t) —
заданные функции, определенные при t ∈ [0, T ]. Далее, пусть h(x) — заданная
функция, определенная при x ∈ [−1, 0] и x ∈ (0, 1], строго положительная и
дифференцируемая на указанных множествах и такая, что у нее определено
конечное значение h(+0), также являющееся положительным числом, а также
определены конечные производные h′(±0).

Задача сопряжения I. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндрах

Q1 и Q2 решением уравнения

ut −
∂

∂x
(h(x)uxt) − a(x, t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u = f(x, t) (1)

и такую, что для нее выполняются условия

u(−1, t) = u(1, t) = 0, 0 < t < T, (2)

u(x, 0) = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), (3)

u(−0, t) = α(t)u(+0, t), 0 < t < T, (4)

h(+0)uxt(+0, t) + a(+0, t)ux(+0, t)

= β(t)[h(−0)uxt(−0, t) + a(−0, t)ux(−0, t)], 0 < t < T. (5)
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Задача сопряжения II. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилин-

драх Q1 и Q2 решением уравнения

utt −
∂

∂x
(h(x)uxt) − a(x, t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u = f(x, t) (6)

и такую, что для нее выполняются начальные условия

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), (7)

а также условия (2), (4), (5).

Определим необходимые функциональные пространства V1 и V2:

V1 =

{
v(x, t) :

∫

Q1∪Q2

(v2 + v2
xxt) dxdt < +∞,

}
,

V2 =

{
v(x, t) :

∫

Q1∪Q2

(v2 + v2
tt + v2

xxt) dxdt < +∞
}
,

где все производные понимаются как обобщенные производные по С. Л. Собо-
леву [45]. Зададим нормы в этих пространствах:

‖v‖V1
=

{ ∫

Q1∪Q2

(
v2 + v2

xxt

)
dxdt

} 1
2

, ‖v‖V2
=

{ ∫

Q1∪Q2

(
v2 + v2

tt + v2
xxt

)
dxdt

} 1
2

.

Очевидно, что V1 и V2 с заданными нормами являются банаховыми простран-
ствами.

Прежде чем перейти к содержательной части, отметим, что в [23] анало-
гичная задача сопряжения изучалась для уравнения (1) с условиями (2)–(4),
но при выполнении условий a(x, t) = α0h(x), b(x, t) = −α0h

′(x), α0 = const,
α(t) ≡ β(t) ≡ 1. При этом в [23] было доказано существование обобщенных
решений.

В настоящей работе подобных ограничений на функции a(x, t), b(x, t) нет
(другими словами, будут рассмотрены более общие модели, чем в [23]), кроме
того, будет доказано существование регулярных решений, имеющих все произ-
водные, входящие в уравнения (1), (6).

И еще одно замечание. Условие (5) задач сопряжения I и II, определяю-
щее склеивание потока, интегрированием нетрудно преобразовать к виду, не
содержащему вторых производных uxt(−0, t) и uxt(+0, t). В случае работы [23]
такое преобразование позволяет перейти к более простой формулировке задачи
сопряжения, в которой задается условие склеивания лишь первой (конормаль-
ной в многомерном случае) производной. В настоящей работе вышеназванное
преобразование приводит к видоизмененному условию склеивания (5). Именно
в такой видоизмененной постановке и будем рассматривать задачи сопряжения
для уравнений (1) и (6).

Пусть дополнительно заданы функции β0(t) и K(t, τ), определенные при
t ∈ [0, T ], τ ∈ [0, t], 0 ≤ t ≤ T .
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Задача сопряжения I′. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилин-

драх Q1 и Q2 решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются усло-

вия (2)–(4), а также условие

h(+0)ux(+0, t) = β0(t)h(−0)ux(−0, t) +

t∫

0

K(t, τ)ux(−0, τ)dτ, 0 < t < T. (5′)

Задача сопряжения II′. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилин-

драх Q1 и Q2 решением уравнения (6) и такую, что для нее выполняются усло-

вия (2), (4), (5′) и (7).

Задачи сопряжения I′ и II′ дают более общую по сравнению с задачами I
и II постановку задач сопряжения для псевдопараболических и псевдогипербо-
лических уравнений. В каком случае решения задач сопряжения I′ и II′ дают
решения задач I и II, покажем ниже.

2. Разрешимость задачи сопряжения I′

Обсудим вначале вопрос о единственности решений.

Теорема 1. Пусть выполнены условия

α(t) ∈ C1([0, T ]), β0(t) ∈ C1([0, T ]), (8)

|β0(t)| > 0 при t ∈ [0, T ], (9)

K(t, τ) ∈ C1(D), a(x, t) ∈ C(Q1) ∩ C(Q2), (10)

h(x) ∈ C1([−1, 0]), h(x) ∈ C1([0, 1]), |h′(x)| ≤ C
√
h(x), C ≥ 0, (11)

α(t)
β0(t)

≥ γ0 ≥ 0 при t ∈ [0, T ]. (12)

Тогда задача сопряжения I′ имеет в пространстве V1 не более одного решения.

Доказательство. Пусть f(x, t) ≡ 0 при (x, t) ∈ Q. Умножим уравнение
(1) на

(
u− ∂

∂x (h(x)ux
)

и проинтегрируем по областиQ1. Далее умножим уравне-

ние (1) на γ(t)
(
u− ∂

∂x (h(x)ux
)

и проинтегрируем по области Q2, где γ(t) = α(t)
β0(t)

.
Просуммировав полученные равенства, получим

1
2

0∫

−1

u2(x, t) dx +
γ(t)
2

1∫

0

u2(x, t) dx +

0∫

−1

h(x)u2
x(x, t) dx+ γ(t)

1∫

0

h(x)u2
x(x, t) dx

+
1
2

0∫

−1

h′2(x)u2
x(x, t) dx +

γ(t)
2

1∫

0

h′2(x)u2
x(x, t) dx +

1
2

0∫

−1

h2(x)u2
xx(x, t) dx

+
γ(t)
2

1∫

0

h2(x)u2
xx(x, t) dx = h(−0)u(−0, t)ux(−0, t) − γ(t)h(+0)u(+0, t)ux(+0, t)
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−
0∫

−1

h′(x)h(x)ux(x, t)uxx(x, t) dx − γ(t)

1∫

0

h′(x)h(x)ux(x, t)uxx(x, t) dx

−
t∫

0

0∫

−1

c(x, τ)u2 dxdτ −
t∫

0

1∫

0

[
γ(τ)c(x, τ) − γ′(τ)

2

]
u2 dxdτ

+

t∫

0

0∫

−1

h′(x)b(x, τ)u2
x dxdτ +

t∫

0

1∫

0

[
h′(x)γ(τ)b(x, τ) +

h′2(x)γ′(τ)
2

]
u2
x dxdτ

−
t∫

0

0∫

−1

h′(x)a(x, τ)u2
xx dxdτ −

t∫

0

1∫

0

[
h(x)γ(τ)a(x, τ) − h2(x)γ′(τ)

2

]
u2
xx dxdτ

−
t∫

0

0∫

−1

[b(x, τ) − h′(x)c(x, τ)]uux dxdτ

−
t∫

0

1∫

0

[γ(τ)b(x, τ) − h′(x)γ(τ)c(x, τ) + h′(x)γ′(τ)]uux dxdτ

−
t∫

0

0∫

−1

[h′(x)a(x, τ) − h(x)b(x, τ)]uxuxx dxdτ

−
t∫

0

1∫

0

[h′(x)γ(τ)a(x, τ) − h(x)γ(τ)b(x, τ) − h′(x)h(x)γ′(τ)]uxuxx dxdτ

+

t∫

0

0∫

−1

[a(x, τ) + h(x)c(x, τ)]uuxx dxdτ+

+

t∫

0

1∫

0

[γ(τ)a(x, τ) + h(x)γ(τ)c(x, τ) − h(x)γ′(τ)]uuxx dxdτ.

Имеют место следующие неравенства:

t∫

0

ν2(−0, τ) dτ ≤ δ

t∫

0

0∫

−1

ν2
x dxdτ + C(δ)

t∫

0

0∫

−1

ν2 dxdτ,

t∫

0

ν2(+0, τ) dτ ≤ δ

t∫

0

1∫

0

ν2
x dxdτ + C(δ)

t∫

0

1∫

0

ν2 dxdτ,

(∗)

где δ — произвольное положительное число.
Введем обозначение

I1 = h(−0)u(−0, t)ux(−0, t) − γ(t)h(+0)u(+0, t)ux(+0, t). (14)
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Тогда, используя условия (2)–(4) и (5′) в (14), перепишем I1 в виде

I1 = −γ(t)u(+0, t)

t∫

0

K(t, τ)ux(−0, τ)dτ. (15)

Применяя в (13) неравенства (∗), Гёльдера, Юнга, используя (15) и условия
теоремы, получим неравенство

k0




0∫

−1

u2(x, t) dx +

1∫

0

u2(x, t) dx +

0∫

−1

u2
x(x, t) dx +

1∫

0

u2
x(x, t) dx +

0∫

−1

u2
xx(x, t) dx

+

1∫

0

u2
xx(x, t) dx


 ≤ C1




t∫

0

0∫

−1

u2 dxdτ +

t∫

0

1∫

0

u2 dxdτ +

t∫

0

0∫

−1

u2
x dxdτ +

t∫

0

1∫

0

u2
x dxdτ

+

t∫

0

0∫

−1

u2
xx dxdτ +

t∫

0

1∫

0

u2
xx dxdτ


 ,

где k0 определяется функциями h(x), γ(τ), а C1 — функциями h(x), γ(τ), a(x, t),
b(x, t), c(x, t), K(x, t).

Если

z1(t) =

0∫

−1

u2(x, t) dx +

1∫

0

u2(x, t) dx

+

0∫

−1

u2
x(x, t) dx +

1∫

0

u2
x(x, t) dx +

0∫

−1

u2
xx(x, t) dx +

1∫

0

u2
xx(x, t) dx,

то следствием (16) будет неравенство

z1(t) ≤M1

t∫

0

z1(τ)dτ,

где число M1 определяется функциями h(x), γ(τ), a(x, t), b(x, t), c(x, t), K(x, t).
Из этого неравенства и леммы Гронуолла следует, что z1(t) ≡ 0 при t ∈

[0, T ], откуда очевидно, что имеют место тождества u(x, t) ≡ 0 в Q1 и u(x, t) ≡ 0
в Q2. Теорема доказана.

Рассмотрим вопрос о существовании решений. Справедлива

Теорема 2. Пусть выполняются условия (8)–(12), и пусть также

λ0

h(+0)



β0(t)h(−0) +

t∫

0

K(t, τ) dτ



 6= 0,

1 − λ0α(t) 6= 0 при λ ∈ [0, 1], t ∈ [0, T ].

(17)
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Тогда для любой функции f(x, t) из пространства L2(Q) задача сопряжения I′

имеет решение u(x, t), принадлежащее пространству V1.

Доказательство. Воспользуемся методом продолжения по параметру
[33, с. 146–148]. Пусть λ — число из отрезка [0, 1]. Рассмотрим задачу: най-

ти решение u(x, t) уравнения (1) такое, что для него выполняются условия (2),
(3), а также условия

u(−0, t) = λα(t)u(+0, t), 0 < t < T, (4λ)

ux(+0, t) =
λ

h(+0)


β0(t)h(−0)ux(−0, t) +

t∫

0

K(t, τ)ux(−0, τ)dτ


 , 0 < t < T.

(5λ)
Обозначим через � множество тех чисел λ из отрезка [0, 1], для которых за-

дача (1)–(3), (4λ), (5λ) разрешима в пространстве V1 для любой функции f(x, t),
принадлежащей пространству L2(Q). Если это множество непусто, открыто и
замкнуто, то оно будет совпадать со всем отрезком [0, 1].

При λ = 0 задача (1)–(3), (4λ), (5λ) разрешима [36], отсюда следует, что
число 0 принадлежит множеству �, а значит, множество � непусто.

Докажем, что множество � открыто. Пусть λ0 ∈ �, λ = λ0 + λ̃. Покажем,
что при малых |λ̃| число λ также принадлежит �.

Пусть v(x, t) — произвольная функция из пространства V . Рассмотрим
задачу: найти решение u(x, t) уравнения (1) такое, что для него выполняются

условия (2), (3), а также условия

u(−0, t) = λ0α(t)u(+0, t) + λ̃v(+0, t), 0 < t < T, (4λ,v)

ux(+0, t) =
λ0

h(+0)


β0(t)h(−0)ux(−0, t)+

+

t∫

0

K(t, τ)ux(−0, τ) dτ



 + λ̃v(−0, t), 0 < t < T. (5λ,v)

Введем обозначения ϕ1(t) = λ̃v(+0, t), ψ1(t) = λ̃vx(−0, t), и пусть

v0(x, t) =
x− x3

λ0

h(+0)

[
β0(t)h(−0) +

t∫
0

K(t, τ) dτ
]ψ1(t) +

1 − x2

1 − λ0α(t)
ϕ1(t),

что в силу (17) определено корректно.
Полагая u(x, t) = w(x, t) + v0(x, t), в силу условий (4λ,v), (5λ,v) получим

равенства

wt −
∂

∂x
(h(x)wxt) − a(x, t)wxx + b(x, t)wx + c(x, t)w = f0(x, t), (18)

w(−1, t) = w(1, t) = 0, 0 < t < T, (19)
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w(x, 0) = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), (20)

w(−0, t) = α(t)λ0w(+0, t), 0 < t < T, (21)

wx(+0, t) =
λ0

h(+0)



β0(t)h(−0)wx(−0, t)

+

t∫

0

K(t, τ)wx(−0, τ)dτ


, 0 < t < T, (22)

где

f0(x, t) = f(x, t)−v0t+
∂

∂x
(h(x)v0xt)+a(x, t)v0xx−b(x, t)v0x−c(x, t)v0, 0 < t < T.

Заметим, что функция f0(x, t) принадлежит пространству L2(Q) (в силу
того, что функция v(x, t) принадлежит пространству V ). Поскольку число λ0

принадлежит �, задача (18)–(22) имеет решение, принадлежащее V . Возвраща-
ясь к функции u(x, t), получим, что задача (1)–(3), (4λ,v), (5λ,v) при всех v(x, t)
из V имеет решение u(x, t), принадлежащее пространству V . Тем самым эта
задача порождает оператор G, переводящий пространство V в себя: G(v) = u.
Покажем, что при малых |λ̃| этот оператор сжимающий.

Пусть w(x, t) = u(x, t) − v0(x, t), f̃(x, t) = f0(x, t) − f(x, t). Для функции
w(x, t) выполняются равенства (19)–(22), а также выполняется уравнение

wt −
∂

∂x
(h(x)wxt) − a(x, t)wxx + b(x, t)wx + c(x, t)w = f̃(x, t). (23)

Для получения необходимых оценок рассмотрим равенство, являющееся
следствием (23):

t∫

0

0∫

−1

(
wτ −

∂

∂x
(h(x)wxτ ) − a(x, τ)wxx + b(x, τ)wx + c(x, τ)w − f̃(x, τ)

)

×
(
w − ∂

∂x
(h(x)wx) + wτ −

∂

∂x
(h(x)wxτ )

)
dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

(
wτ −

∂

∂x
(h(x)wxτ ) − a(x, τ)wxx + b(x, τ)wx + c(x, τ)w − f̃(x, τ)

)

× γ(τ)

(
w − ∂

∂x
(h(x)wx) + wτ −

∂

∂x
(h(x)wxτ )

)
dxdτ = 0. (24)

Проинтегрировав в равенстве (24) по частям, получим

1
2

0∫

−1

w2(x, t) dx+
γ(t)
2

1∫

0

w2(x, t) dx+

0∫

−1

h(x)w2
x(x, t) dx+ γ(t)

1∫

0

h(x)w2
x(x, t) dx
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+
1
2

0∫

−1

h′2(x)w2
x(x, t) dx +

γ(t)
2

1∫

0

h′2(x)w2
x(x, t) dx +

1
2

0∫

−1

h2(x)w2
xx(x, t) dx

+
γ(t)
2

1∫

0

h2(x)w2
xx(x, t) dx +

t∫

0

0∫

−1

w2
τ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)w2
τ dxdτ

+

t∫

0

0∫

−1

h2(x)w2
xτ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)h2(x)w2
xτ dxdτ

+

t∫

0

0∫

−1

h′2(x)w2
xτ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)h′2(x)w2
xτ dxdτ +

t∫

0

0∫

−1

h2(x)w2
xxτ dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

γ(τ)h2(x)w2
xxτ dxdτ = h(−0)w(−0, t)wx(−0, t)−γ(t)h(+0)w(+0, t)wx(+0, t)

+

t∫

0

h(−0)wxτ (−0, τ)wτ (−0, τ)dτ −
t∫

0

γ(τ)h(+0)wxτ (+0, τ)wτ (+0, τ)dτ

−
0∫

−1

h′(x)h(x)wx(x, t)wxx(x, t) dx − γ(t)

1∫

0

h′(x)h(x)wx(x, t)wxx(x, t) dx

− 2

t∫

0

0∫

−1

h′(x)h(x)wxτwxxτ dxdτ − 2

t∫

0

1∫

0

γ(τ)h′(x)h(x)wxτwxxτ dxdτ

+
1
2

t∫

0

1∫

0

γ′(τ)w2 dxdτ −
t∫

0

1∫

0

γ′(τ)h′(x)wwx dxdτ

−
t∫

0

1∫

0

γ′(τ)h(x)wwxx dxdτ +
1
2

t∫

0

1∫

0

γ′(τ)h′2(x)w2
x dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

γ′(τ)h′(x)h(x)wxwxx dxdτ +
1
2

t∫

0

1∫

0

γ′(τ)h2(x)w2
xx dxdτ

+

t∫

0

0∫

−1

(a(x, τ)wxx − b(x, τ)wx − c(x, τ)w + f̃(x, τ))

×
(
w − ∂

∂x
(h(x)wx) + wτ −

∂

∂x
(h(x)wxτ )

)

+

t∫

0

1∫

0

γ(τ)(a(x, τ)wxx − b(x, τ)wx − c(x, τ)w + f̃(x, τ))
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×
(
w − ∂

∂x
(h(x)wx) + wτ −

∂

∂x
(h(x)wxτ )

)
. (25)

Введем обозначение

I2 =

t∫

0

h(−0)wxτ (−0, τ)wτ (−0, τ) dτ −
t∫

0

γ(τ)h(+0)wxτ (+0, τ)wτ (+0, τ) dτ. (26)

Используя условия (19)–(22), приведем (26) к виду

I2 = h(−0)

t∫

0

α′(τ)wxτ (−0, τ)w(+0, τ) dτ

− h(−0)

t∫

0

β′
0(τ)γ(τ)wx(−0, τ)wτ (+0, τ) dτ

−
t∫

0

γ(τ)K(τ, τ)wτ (+0, τ)wx(−0, τ) dτ

−
t∫

0

γ(τ)wτ (+0, τ)

τ∫

0

Kτ (τ, ξ)wx(−0, ξ) dξdτ.

Применяя неравенства (∗), Гёльдера, Юнга и лемму Гронуолла, как и выше,
получим, что следствием равенства (25) будет оценка

‖w(x, t)‖2
V ≤M2||f̃(x, t)||2L2(Q),

где числоM2 представлено через λ и определяется функциями h(x), γ(τ), a(x, t),
b(x, t), c(x, t), K(x, t). Перейдя к функции w(x, t) = u(x, t) − v0(x, t), получим

‖u(x, t)‖2
V ≤M3|λ̃||v(x, t)|L2(Q),

где число M3 также определяется функциями h(x), γ(τ), a(x, t), b(x, t), c(x, t),
K(x, t).

Пусть λ̃ настолько мало, что выполняется неравенство

M3|λ̃| < 1.

Для таких чисел λ̃ отображение G будет сжимающим и, следовательно, будет
иметь неподвижную точку u(x, t): G(u) = u. Отсюда и получим, что число
λ0 + λ̃ принадлежит � и тем самым что � открыто.

Докажем теперь, что � замкнуто. Пусть {λk} — последовательность эле-
ментов множества � такая, что λk → λ0. Покажем, что λ0 также принадлежит
�. Пусть uk(x, t) — решение задачи (1)–(3), (4λk

), (5λk
). Вследствие принадлеж-

ности чисел λk множеству � функции uk будут принадлежать пространству V .
Обозначим через wkm(x, t) функцию uk(x, t)−um(x, t). Имеют место следующие
равенства:

wkmt −
∂

∂x
(h(x)wkmxt) − a(x, t)wkmxx + b(x, t)wkmx + c(x, t)wkm = 0, (27)
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wkm(−1, t) = wkm(1, t) = 0, 0 < t < T, (28)

wkm(x, 0) = 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), (29)

wkm(−0, t) = α(t)λkwkm(+0, t) + (λk − λm)α(t)um(+0, t), 0 < t < T, (30)

wkmx(+0, t) =
λk

h(+0)


β0(t)h(−0)wkmx(−0, t) +

t∫

0

K(t, τ)wkmx(−0, τ) dτ




+
λk − λm
h(+0)


β0(t)h(−0)umx(−0, t) +

t∫

0

K(t, τ)umx(−0, τ) dτ


 , 0 < t < T. (31)

Умножим равенство (27) на

wkm + wkmτ −
∂

∂x
(h(x)wkmx) −

∂

∂x
(h(x)wkmxτ )

и проинтегрируем по области Q1, умножим равенство (27) на

γ(t)

[
wkm + wkmτ −

∂

∂x
(h(x)wkmx) −

∂

∂x
(h(x)wkmxτ )

]

и проинтегрируем по области Q2. Суммируя полученные равенства, интегри-
руя по частям и используя условия (28)–(31), а также применяя неравенства
Гёльдера, Юнга, (∗) и лемму Гронуолла, получим следующую оценку:

‖wkm(x, t)‖2 ≤M4|λk − λm|2, (32)

в которой число M4 определяется функциями h(x), γ(τ), a(x, t), b(x, t), c(x, t),
K(x, t).

Из (32) следует, что {uk(x, t)} есть фундаментальная в пространстве V по-
следовательность. Поскольку V банахово, существует функция u(x, t) из этого
пространства, являющаяся пределом семейства функций {uk(x, t)}. Переходя
к пределу в семействе задач (1)–(3), (4λk

), (5λk
) при k → ∞, получим, что

предельная функция u(x, t) будет решением задачи (1)–(3), (4λ0
), (5λ0

), при-
надлежащим пространству V , это и означает, что число λ0 принадлежит �.

Таким образом, множество � непусто, открыто и замкнуто. Следствием
этого является совпадение со всем отрезком [0, 1] и то, что задача I′ разрешима
в пространстве V . Теорема доказана.

3. Разрешимость задачи сопряжения II′

Как и в предыдущей задаче, сначала докажем единственность решений.

Теорема 3. Пусть выполняются условия (8)–(12). Тогда задача сопряже-

ния II′ имеет в пространстве V2 не более одного решения.

Доказательство. Рассмотрим равенство, являющееся следствием урав-
нения (6):

t∫

0

0∫

−1

[
uττ −

∂

∂x
(h(x)uxτ ) − a(x, τ)uxx
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+ b(x, τ)ux + c(x, τ)u

](
uτ −

∂

∂x
(h(x)ux)

)
dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

[
uττ −

∂

∂x
(h(x)uxτ ) − a(x, τ)uxx

+ b(x, τ)ux + c(x, τ)u

]
γ(τ)

(
uτ −

∂

∂x
(h(x)ux)

)
dxdτ = 0.

Интегрируя по частям и используя начальные условия, перейдем от данного
равенства к следующему:

1
2

0∫

−1

u2
t (x, t) dx+

1
2

1∫

0

γ(t)u2
t (x, t) dx+

0∫

−1

h′2(x)u2
x(x, t) dx+

1∫

0

γ(t)h′2(x)u2
x(x, t) dx

+

0∫

−1

h2(x)u2
xx(x, t) dx +

1∫

0

γ(t)h2(x)u2
xx(x, t) dx = h(−0)ux(−0, t)ut(−0, t)

− γ(t)h(+0)ux(+0, t)ut(+0, t) −
0∫

−1

h(x)ux(x, t)uxt(x, t) dx

−
1∫

0

γ(t)h(x)ux(x, t)uxt(x, t) dx

− 2

0∫

−1

h′(x)h(x)ux(x, t)uxx(x, t) dx − 2

1∫

0

γ(t)h′(x)h(x)ux(x, t)uxx(x, t) dx

+

t∫

0

0∫

−1

[a(x, τ)uxx − b(x, τ)ux − c(x, τ)u]

(
uτ −

∂

∂x
(h(x)ux)

)
dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

γ(τ)[a(x, τ)uxx − b(x, τ)ux − c(x, τ)u]

(
uτ −

∂

∂x
(h(x)ux)

)
dxdτ.

Применяя условия сопряжения и неравенства (∗), Гёльдера, Юнга, а также
используя равенство (33), получим неравенство вида

k2




0∫

−1

u2
t (x, t) dx +

1∫

0

γ(t)u2
t (x, t) dx +

0∫

−1

u2
xt(x, t) dx

+

1∫

0

γ(t)u2
xt(x, t) dx +

0∫

−1

u2
xxt(x, t) dx+

1∫

0

γ(t)u2
xxt(x, t) dx





≤ C3




t∫

0

0∫

−1

u2 dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2 dxdτ +

t∫

0

0∫

−1

u2
x dxdτ
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+

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
x dxdτ +

t∫

0

0∫

−1

u2
τ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
τ dxdτ +

t∫

0

0∫

−1

u2
xx dxdτ

+

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
xx dxdτ +

t∫

0

0∫

−1

u2
xτ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
xτ dxdτ

+

t∫

0

0∫

−1

u2
xxτ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
xxτ dxdτ



 , (34)

где число k2 определяется функциями h(x), γ(τ), а C3 — функциями h(x), γ(τ),
a(x, t), b(x, t), c(x, t), N(x, t).

Введем обозначение

z2(t) =

0∫

−1

u2
xt(x, t) dx +

1∫

0

u2
xt(x, t) dx +

0∫

−1

u2
t (x, t) dx

+

1∫

0

u2
t (x, t) dx +

0∫

−1

u2
xxt(x, t) dx +

1∫

0

u2
xxt(x, t) dx.

Тогда следствием (34) будет неравенство

z2(t) ≤M5

t∫

0

z2(τ) d(τ),

где M5 определяется функциями h(x), γ(τ), a(x, t), b(x, t), c(x, t), K(x, t).
Применяя лемму Гронуолла, из этого неравенства получим z2(t) ≡ 0 при

t ∈ [0, T ], откуда имеют место тождества u(x, t) ≡ 0 в Q1, u(x, t) ≡ 0 в Q2.
Теорема доказана.

Теорема 4. Пусть выполняются условия (8)–(12). Тогда для любой функ-

ции f(x, t) из пространства L2(Q) задача сопряжения II′ имеет решение u(x, t),
принадлежащее пространству V2.

Доказательство теоремы также основано на методе продолжения по па-
раметру [33, с. 146–148]. Рассматривается задача: найти решение уравнения (6)
такое, что для него выполняются условия (2), (3), а также условия (4λ) и (5λ).
� — это множество чисел λ из отрезка [0, 1], для которых исследуемая задача
разрешима в пространстве V2 для любой функции f(x, t), принадлежащей про-
странству L2(Q). Если множество � непусто, открыто и замкнуто, то оно будет
совпадать со всем отрезком [0, 1].

Множество � непусто в силу разрешимости задачи (6), (2), (3), (4λ), (5λ)
при λ = 0 [36]. Для доказательства открытости и замкнутости множества � до-
статочно показать наличие для всех решений исследуемой задачи равномерной
по λ априорной оценки вида

‖u‖V2
≤M6‖f‖L2(Q). (35)
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Для получения необходимой оценки умножим уравнение (6) на выраже-
ние uττ − ∂

∂x (h(x)uxτ ) и проинтегрируем по области Q1, умножим уравнение
(6) на γ(t)(uττ − ∂

∂x (h(x)uxτ )) и проинтегрируем по области Q2, затем получен-
ные равенства суммируем. Интегрируя по частям, используя условия теоремы,
неравенства (∗), Гёльдера, Юнга, как и выше, получим

k3




t∫

0

0∫

−1

u2
ττ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
ττ dxdτ +

t∫

0

0∫

−1

u2
xτ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
xτ dxdτ

t∫

0

0∫

−1

u2
xxτ dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)u2
xxτ dxdτ




≤ C4




t∫

0

0∫

−1

f2(x, τ) dxdτ +

t∫

0

1∫

0

γ(τ)f2(x, τ) dxdτ


 , (36)

где k3 определяется функциями h(x), γ(τ), а C4 определяется λ и функциями
h(x), γ(τ), a(x, t), b(x, t), c(x, t), K(x, t).

Из неравенства (36) нетрудно получить оценку (35). Таким образом, мно-
жество � непусто, открыто и замкнуто и, следовательно, исходная задача раз-
решима в пространстве V . Теорема доказана.
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THE CONJUGATION PROBLEM

FOR PSEUDOPARABOLIC

AND PSEUDOHYPERBOLIC EQUATIONS

A. I. Grigorieva

Abstract. We study solvability of a conjugation problem for pseudoparabolic and
pseudohyperbolic equations. The equations are considered as equations with discontinu-
ous coefficients. We prove the existence and uniqueness theorem using natural parameter
continuation.
Keywords: pseudoparabolic equation, pseudohyperbolic equation, discontinuous coeffi-
cient, conjugation problem.
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