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Обозначим черезX финально компактное хаусдорфово пространство. Пусть
I — произвольное непустое множество, D — счетно полный ультрафильтр над
I. В [1] доказана

Лемма 1. Пусть f ∈ XI . Тогда существует единственная точка X0 ∈ X

такая, что для всякой окрестности V точки X0

{i ∈ I : f(i) ∈ V } ∈ D.

Эту точку обозначим, следуя [2], через D- lim f и назовемD-пределом функ-

ции f . В случае, когда D — ультрафильтр, X — компактное хаусдорфово про-
странство, теорема о существовании D-предела, аналогичная лемме 1, содер-
жится в [2]. Докажем некоторые утверждения о сходимости D-пределов.

Потребуется

Лемма 2. Пусть {fn}
∞
n=1 ⊂ XI , f ∈ XI и

{i ∈ I : lim
n→∞

fn(i) = f(i)} ∈ D.

Тогда для всякой окрестности V точки D- lim f существует такой номер N , что

{i ∈ I : fn(i) ∈ V } ∈ D

при всех n ≥ N .

Доказательство леммы 2 аналогично доказательству теоремы 6 из [1].

Теорема 1. Пусть {fn}
∞
n=1 ⊂ XI , f ∈ XI и существует база B окрестно-

стей точки D- lim f , состоящая из (открытых) множеств типа Fσ. Пусть

{i ∈ I : lim
n→∞

fn(i) = f(i)} ∈ D.

Тогда последовательность {D- lim fn}
∞
n=1 сходится к точке D- lim f .

Доказательство. Положим X0 = D- lim f . Пусть U — окрестность точки
X0 в пространстве X . Найдется окрестность V ∈ B точки X0 такая, что V ⊂ U .
По лемме 2 существует такой номер N , что

{i ∈ I : fn(i) ∈ V } ∈ D
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при всех n ≥ N . По условию множество V имеет тип Fσ, т. е. V =
∞⋃
k=1

Fk, где

Fk — замкнутое подмножество пространства X , k ≥ 1. При n ≥ N имеем

{i ∈ I : fn(i) ∈ V } =
∞⋃

k=1

{i ∈ I : fn(i) ∈ Fk} ∈ D.

Значит, найдется номер kn такой, что {i ∈ I : fn(i) ∈ Fkn} ∈ D. Отсюда следует,
что

D- lim fn ∈ Fkn ⊂ V ⊂ U

при всех n ≥ N . Теорема доказана.

Определение [3]. Подмножество Z0 топологического пространства Z на-
зывается относительно секвенциально компактным, если каждая последова-
тельность его точек содержит подпоследовательность, сходящуюся к некоторой
точке пространства Z.

Теорема 2. Пусть {fn}
∞
n=1 ⊂ XI , f ∈ XI . Пусть

{i ∈ I : lim
n→∞

fn(i) = f(i)} ∈ D

и подмножество {D- lim fn : n = 1, 2, . . .} пространства X относительно секвен-

циально компактно. Тогда последовательность {D- lim fn}
∞
n=1 сходится к точке

D- lim f .

Доказательство. Положим Xn = D- lim fn, n ≥ 1, X0 = D- lim f . Допу-
стим, что последовательность {Xn}

∞
n=1 не сходится к точке X0. Тогда найдутся

окрестностьU точкиX0 и подпоследовательность {Xnk}
∞
k=1 последовательности

{Xn}
∞
n=1 такие, что Xnk не принадлежит множеству U при всех k ≥ 1. Найдется

подпоследовательность {Xnkm}∞m=1 последовательности {Xnk}
∞
k=1, сходящаяся

к некоторой точке Y ∈ X . Так как Y не принадлежит U , то Y 6= X0. Последнее
противоречит теореме 5 из [1]. Теорема доказана.

Теорема 2 обобщает теорему 5 из [1].

Теорема 3. Пусть {fn}
∞
n=1 ⊂ XI , f ∈ XI и каждая точка D- lim fn, n ≥ 1,

имеет тип Gσ. Пусть

S = {i ∈ I : lim
n→∞

fn(i) = f(i)} ∈ D.

Тогда последовательность {D- lim fn}
∞
n=1 сходится к точке D- lim f .

Доказательство. Положим Xn = D- lim fn, n ≥ 1. Так как точка Xn

имеет тип Gσ, то

Mn = {i ∈ I : fn(i) = Xn} ∈ D, n ≥ 1.

Пусть V — окрестность точки D- lim f . Имеем

M = S ∩ {i ∈ I : f(i) ∈ V } ∩

∞⋂

k=1

Mn 6= ∅.
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Пусть i0 ∈M . Найдется номер N такой, что fn(i0) ∈ V при n ≥ N , т. е. Xn ∈ V

при n ≥ N . Теорема доказана.

Сходимость D-пределов рассматривается также в [4, 5].
Дадим одно применение теоремы 6 из [1]. ПустьX∗ — финально компактное

регулярное хаусдорфово пространство. Обозначим через I∗ множество всех
счетно полных ультрафильтров над I. Для f ∈ XI

∗ можно определить функцию
F : I∗ → X∗ следующим образом:

F (L) = L- lim f, L ∈ I∗.

Теорема 4. Пусть D∗ — счетно полный ультрафильтр над множеством I∗.

Пусть {fn}
∞
n=1 ⊂ XI

∗ , f ∈ XI
∗ и

{i ∈ I : lim
n→∞

fn(i) = f(i)} = I.

Тогда последовательность {D∗- limFn}
∞
n=1 сходится к точке D∗- limF (здесь

Fn(L) = L- lim fn, F (L) = L- lim f , L ∈ I∗).

Доказательство. Для любого L ∈ I∗ выполнено включение I ∈ L, по-
этому по теореме 6 из [1] последовательность {L- lim fn}

∞
n=1 сходится к L- lim f ,

т. е.
{L ∈ I∗ : lim

n→∞
Fn(L) = F (L)} = I∗, I∗ ∈ D∗.

Применяя еще раз теорему 6 из [1], получаем, что последовательность
{D∗- limFn}

∞
n=1 сходится к точке D∗- limF . Теорема доказана.
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