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Вначале введем основные понятия и определим цель работы.
Действующий в банаховом пространстве E оператор A называется сильно

позитивным (см. [1]), если он имеет плотную в E область определения D(A) и
для любого комплексного числа λ с Reλ ≥ 0 оператор A+ λI имеет ограничен-
ный обратный, для которого справедлива оценка

‖(A+ λI)−1;E → E‖ ≤ c(1 + |λ|)−1. (1)

Здесь c — положительная постоянная, не зависящая от λ. (В дальнейшем через
c, C будем обозначать положительные постоянные, вообще говоря, различные
в разных случаях.)

Оператор A сильно позитивен, если и только если (см. [1]) для полугруппы
T (t) = exp{−At} (t ≥ 0) справедливы оценки

‖ exp{−At};E → E‖ ≤ c exp{−δt} (δ > 0, t ≥ 0),

‖A exp{−At};E → E‖ ≤ Ct−1 exp{−δt} (t > 0),
(2)

т. е. если полугруппа exp{−At} аналитична и ее норма экспоненциально убы-
вает.

Пространство следов E(α, p,A) (см. [2–4]) введем следующим образом. Для
любого v0 ∈ D(A) положим

|v0|
p
E(α,p,A) =

∞∫

0

tp−αp‖Aγ exp{−At}v0‖p dt,

где γ = 2, если 0 < α < 1
p ≤ 1, и γ = 1, если 0 < 1

p < α < 1.
Нетрудно показать, что функционал |v0|E(α,p,A) обладает всеми свойствами

нормы. Замыкание D(A) в этой норме образует базис банахова пространства
E(α, p,A).
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Пространство E(α + j, p, A) состоит из таких элементов v0, для которых
Ajv0 ∈ E(α, p,A), j ∈ N.

Мы видим, что это определение зависит от оператора A. Наша задача
состоит в установлении условий, при которых пространстваE(α+j, p, A) и E(α+
j, p, B), где B — сильно позитивный оператор, изоморфны.

Теорема. Пусть операторы A и B сильно позитивны и D(A) = D(B). То-

гда при 0 < α < 1
p ≤ 1 и 1

p < α < 1 с учетом ограниченности операторов AjB−j ,

Aj+1B−j−1 (j ∈ N ∪ 0) пространства E(α+ j, p, A) и E(α+ j, p, B) изоморфны.

Доказательство вначале проведем для случая, когда αp > 1. Достаточ-
но установить эквивалентность норм |v0|E(α+j,p,A) и |v0|E(α+j,p,B). Докажем,
например, что

|v0|E(α+j,p,A) ≤ C(α, p)|v0|E(α+j,p,B). (3)

Пусть v0 ∈ D(Aj+1). Воспользуемся тождеством

exp{−At}v0 = exp{−Bt}v0 +

t∫

0

exp{−A(t− s)}(B −A) exp{−Bs}v0 ds. (4)

Разбив промежуток [0, t] пополам и применив ко второму интегралу формулу
интегрирования по частям, приведем (4) к виду

exp{−At}v0 = A−1B exp{−Bt}v0 −A−1 exp

{
−A

t

2

}
(B −A) exp

{
−B

t

2

}
v0

+

t
2∫

0

exp{−A(t− s)}(B −A) exp{−Bs}v0 ds

+A−1

t∫

t
2

exp{−A(t− s)}(B −A)B exp{−Bs}v0 ds.

Отсюда с учетом оценок (2) и ограниченности операторов AjB−j , Aj+1B−j−1

следует, что

‖Aj+1 exp{t}v0‖E ≤ C




∥∥∥∥B

j+1 exp

{
−B

t

2

}
v0

∥∥∥∥
E

+t−1

t∫

0

∥∥∥∥B
j+1 exp

{
−B

s

2

}
v0

∥∥∥∥ ds



.

Из этого неравенства и неравенства Харди (9.9.10) из [5] вытекает справедли-
вость неравенства (3).

Для случая, когда αp < 1, воспользуемся леммой 2 из [2], согласно которой
имеет место неравенство

с

∞∫

0

t−αp‖A exp{−At}v0‖
p
E dt ≤ |v0|

p
E(α,p,A) ≤ C

∞∫

0

t−αp‖A exp{−At}v0‖
p
E dt,
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а затем, используя его, повторим приведенные выше рассуждения. Теорема
доказана.

Замечание 1. Для случая j = 0 и αp < 1 изоморфизм пространств
E(α, p,A) и E(α, p,B) установлен в [3].

Замечание 2. Результаты данной работы применялись (см. [3]) и будут
применяться в дальнейшем при разрешимости краевых задач для линейных
эллиптических уравнений с неограниченными операторными коэффициентами.
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