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Аннотация. Рассматривается разрешимость нелокальных задач с интегральными
условиями для уравнения Буссинеска. Доказаны теоремы существования и един-
ственности решения рассматриваемых задач.
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В работе изучается разрешимость некоторых задач с пространственно-ин-
тегральными условиями для уравнения Буссинеска

Lu(x, t) ≡ utt(x, t) − αuxx(x, t) − βuxxtt(x, t) = f(x, t). (1)

Уравнение Буссинеска возникает при математическом моделировании длинных
волн, при описании волн в плазме, при описании продольных колебаний в
стержне (см. [1]). Разрешимость тех или иных краевых или начально-краевых
задач для уравнения (1) изучались в [1–5], разрешимость задач с пространст-
венно-интегральными условиями — в [6–8]. В настоящей работе продолжено
исследование разрешимости задач с интегральными условиями, при этом мето-
ды исследования близки к методам из [9].

Перейдем к содержательной части работы.

Пусть � — интервал (0,1) оси Ox, Q — прямоугольник � × (0, T ), 0 <

T < +∞, α и β — заданные положительные числа, f(x, t), K(x, t), K1(x, t) и
K2(x, t) — заданные функции, определенные при (x, t) ∈ Q.

Нелокальная задача I. Найти функцию u(x, t), являющуюся в прямо-

угольнике Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются усло-

вия

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0 при x ∈ �, (2)

u(0, t) = 0,

1∫

0

K(x, t)u(x, t) dx = 0, 0 < t < T. (3)

c© 2016 Алсыкова А. А.



4 А. А. Алсыкова

Нелокальная задача II. Найти функцию u(x, t), являющуюся в прямо-

угольнике Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются усло-

вие (2), а также условие

ux(0, t) = 0,

1∫

0

K(x, t)u(x, t)dx = 0, 0 < t < T. (4)

Нелокальная задача III. Найти функцию u(x, t), являющуюся в пря-

моугольнике Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются

условие (2), а также условия

1∫

0

K1(x, t)u(x, t) dx = 0,

1∫

0

K2(x, t)u(x, t) dx = 0, 0 < t < T. (5)

1. Разрешимость нелокальной задачи I

Пусть H — следующее пространство функций:

H =
{
v(x, t) : v(x, t) ∈ W 2

2 (Q), vtt(x, t) ∈ L2

(
0, T ;W 2

2 (�)
)}
.

Определим функцию v1(x, t) как решение задачи

Lv1(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Q,

v1(x, 0) = v1t(x, 0) = 0, x ∈ �,

v1(0, t) = v1(1, t) = 0, t ∈ (0, T ).

При принадлежности функции f(x, t) пространству L2(Q) функция v1(x, t)
определена корректно и принадлежит пространству H (см. [5]).

Пусть w1,k(x) и λ1,k, k = 1, 2, . . . , суть соответственно собственные функции
и собственные числа задачи

w′′(x) = λw(x) при x ∈ �,

w(0) = w(1) = 0.

Известно, что числа λ1,k отрицательны и имеют единственную предельную
точку −∞. Будем считать, что эти числа упорядочены по убыванию.

Положим V1(x, t) = xϕ(t), где ϕ(t) = u(1, t).
Решение u(x, t) задачи I будем искать в виде

u(x, t) = v1(x, t) + V1(x, t) + w1(x, t),

здесь функция w1(x, t) является решением задачи

Lw1(x, t) = −xϕ′′(t), (x, t) ∈ Q,

w1(x, 0) = w1t(x, 0) = 0, x ∈ �,
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w1(0, t) = w1(1, t) = 0, t ∈ (0, T ).

Будем искать ее в виде ряда Фурье

w1(x, t) =
∞∑

k=1

c1,k(t)w1,k(x).

Функции c1,k(t), k = 1, 2, . . . , определим следующим образом:

c1,k(t) = b1,kϕ(t) − b1,kµ1,k

t∫

0

ϕ(τ) sin[µ1,k(t− τ)] dτ,

где

µ1,k =

√
αλ1,k

βλ1,k − 1
, a1,k =

1∫

0

xw1,k(x)dx, b1,k =
a1,k

βλ1,k − 1
.

Введем обозначения:

γ1,j,k = b1,kµ
j
1,k, j = 1, 3, d1,k(t) =

1∫

0

K(x, t)w1,k(x) dx, k = 1, 2, . . . ,

ψ1(t) =

1∫

0

K(x, t)v1(x, t) dx, A1(t) = −β
∞∑

k=1

b1,kλ1,kd1,k(t),

G1(t, τ) =
∞∑

k=1

γ1,1,kd1,k(t) sin[µ1,k(t− τ)].

Теорема 1. Пусть выполняются условия:

(а) K(x, t) ∈ C2(Q),
(б) функциональные ряды

∞∑

k=1

γ1,1,kd1,k(t) sin[µ1,k(t− τ)],
∞∑

k=1

γ1,1,kd
′
1,k(t) sin[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

γ1,2,kd1,k(t) cos[µ1,k(t− τ)],
∞∑

k=1

γ1,2,kd
′
1,k(t) cos[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

(γ1,1,kd
′′
1,k(t) − γ1,3,kd1,k) sin[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

b1,kλ1,kd1,k(t)

абсолютно и равномерно сходятся при t из отрезка [0, T ],
(в) |A1(t)| ≥ a > 0 при t ∈ [0, T ].
Тогда для любой функции f(x, t) из пространства L2(Q) нелокальная зада-

ча I разрешима в пространстве H .



6 А. А. Алсыкова

Доказательство. Представления функций u(x, t) и c1,k(t) дают равен-
ство

u(x, t) = v1(x, t) − ϕ(t)
∞∑

k=1

a1,kβλ1,k

1 − βλ1,k
w1,k(x)

−
∞∑

k=1

γ1,1,kw1,k(x)

t∫

0

ϕ(τ)sin[µ1,k(t− τ)] dτ.

Учитывая условие (3), получим

1∫

0

K(x, t)v1(x, t)dx − ϕ(t)
∞∑

k=1

a1,kβλ1,k

1 − βλ1,k

1∫

0

K(x, t)w1,k(x) dx

−
∞∑

k=1

γ1,1,k

1∫

0

K(x, t)w1,k(x) dx

t∫

0

ϕ(τ) sin[µ1,k(t− τ)] dτ = 0.

Перепишем это уравнение, используя введенные обозначения:

ψ1(t) = A1(t)ϕ(t) +

t∫

0

G1(t, τ)ϕ(τ) dτ.

Полученное уравнение представляет собой интегральное уравнение Воль-
терра второго рода. Известно (см., например, [10]), что при выполнении усло-
вий теоремы решением данного уравнения является функция ϕ(t) из W 2

2 ([0, T ]).
Значит, определенная выше функция u(x, t) и будет искомым решением нело-
кальной задачи I.

Теорема доказана.

2. Разрешимость нелокальной задачи II

Определим функцию v2(x, t) как решение задачи

Lv2(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Q,

v2(x, 0) = v2t(x, 0) = 0, x ∈ �,

v2x(0, t) = v2(1, t) = 0, t ∈ (0, T ).

При принадлежности функции f(x, t) пространствуL2(Q) функция v2(x, t) опре-
делена корректно и принадлежит пространству H (см. [5]).

Пусть w2,k(x) и λ2,k суть соответственно собственные функции и собствен-
ные числа задачи

w′′(x) = λw(x) при x ∈ �,

w′(0) = w(1) = 0.

Числа λ2,k отрицательны и имеют единственную предельную точку −∞. Будем
считать, что эти числа упорядочены по убыванию.
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Введем обозначения:

µ2,k =

√
αλ2,k

βλ2,k − 1
, a2,k =

1∫

0

(2β − x2)w2,k(x) dx, b2,k = 2α

1∫

0

w2,k(x) dx,

γ2,j,k =
a2
2,k − b2,k

(1 − βλ2,k)
µj−2

2,k , j = 1, 3, d2,k(t) =

1∫

0

K(x, t)w2,k(x) dx, k = 1, 2, . . . ,

ψ2(t) =

1∫

0

K(x, t)v2(x, t) dx, A2(t) =
∞∑

k=1

a2
2,kd2,k(t)

(βλ2,k − 1)µ2,k
−

1∫

0

x2K(x, t) dx,

G2(t, τ) =
∞∑

k=1

γ2,1,kd2,k(t) sin[µ2,k(t− τ)].

Положим V2(x, t) = x2ϕ(t), где ϕ(t) = u(1, t). Решение u(x, t) задачи II
будем искать в виде

u(x, t) = v2(x, t) + V2(x, t) + w2(x, t),

здесь функция

w2(x, t) =
∞∑

k=1

c2,k(t)w2,k(x)

является решением задачи

Lw2(x, t) = (2β − x2)ϕ′′(t) + 2αϕ(t), (x, t) ∈ Q,

w2(x, 0) = w2t(x, 0) = 0, x ∈ �,

w2x(0, t) = w2(1, t) = 0, t ∈ (0, T ).

Функции c2,k(t), k = 1, 2, . . . , определим следующим образом:

c2,k(t) =
a2
2,k

(1 − βλ2,k)µ2,k
ϕ(t) − γ2,1,k

t∫

0

ϕ(τ) sin[µ2,k(t− τ)] dτ.

Теорема 2. Пусть выполняются условия:

(а) K(x, t) ∈ C2(Q),
(б) функциональные ряды

∞∑

k=1

γ2,1,kd2,k(t) sin[µ1,k(t− τ)],
∞∑

k=1

γ2,1,kd
′
2,k(t) sin[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

γ2,2,kd2,k(t) cos[µ1,k(t− τ)],
∞∑

k=1

γ2,2,kd
′
2,k(t) cos[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

(γ2,1,kd
′′
2,k(t) − γ2,3,kd2,k) sin[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

a2
2,kd2,k(t)

(1 − βλ2,k)µ2,k
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абсолютно и равномерно сходятся в каждой точке отрезка [0, T ],
(в) |A2(t)| ≥ a > 0 при t ∈ [0, T ].
Тогда для любой функции f(x, t) из пространства L2(Q) нелокальная зада-

ча II разрешима в пространстве H .

Доказательство теоремы 2 проводится аналогично доказательству тео-
ремы 1.

3. Разрешимость нелокальной задачи III

Пусть функции v3(x, t), w3,k(x) и числа µ3,k, λ3,k определены аналогично
v1(x, t), w1,k(x), µ1,k и λ1,k при k = 1, 2, . . . .

Введем обозначения:

a3,k =
1

1 − βλ3,k

1∫

0

(x− 1)w3,k(x) dx, b3,k =
1

βλ3,k − 1

1∫

0

xw3,k(x) dx,

ψ3,i(t) =

1∫

0

Ki(x, t)v3(x, t) dx, d3,i,k(t) =

1∫

0

Ki(x, t)w3,k(x) dx,

γ3,j,k = a3,kµ
j
3,k, γ4,j,k = b3,kµ

j
3,k, j = 1, 3, k = 1, 2, . . . ,

A3,i(t) =
∞∑

k=1

a3,kβλ3,kd3,i,k(t), A4,i(t) =
∞∑

k=1

b3,kβλ3,kd3,i,k(t),

G3,i(t, τ) = −

∞∑

k=1

γ3,1,kd3,i,k(t) sin[µ3,k(t− τ)],

G4,i(t, τ) = −

∞∑

k=1

γ4,1,kd3,i,k(t) sin[µ3,k(t− τ)], i = 1, 2.

Положим V3(x, t) = xϕ1(t) + (1 − x)ϕ2(t), где ϕ1(t) = u(0, t), ϕ2(t) = u(1, t)
пока неизвестные функции такие, что

ϕ1(0) = ϕ′
1(0) = 0, ϕ2(0) = ϕ′

2(0) = 0.

Решение u(x, t) задачи III будем искать в виде

u(x, t) = v3(x, t) + V3(x, t) + w3(x, t),

здесь функция

w3(x, t) =
∞∑

k=1

c3,k(t)w3,k(x)

является решением задачи

Lw3(x, t) = (x− 1)ϕ′′
1 (t) − xϕ′′

2 (t), (x, t) ∈ Q,

w3(x, 0) = w3t(x, 0) = 0, x ∈ �,
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w3(0, t) = w3(1, t) = 0, t ∈ (0, T ).

Функции c3,k(t), k = 1, 2, . . . , определим следующим образом:

c3,k(t) = a3,kϕ1(t) + b3,kϕ2(t) − a3,kµ3,k

t∫

0

ϕ1(τ) sin[µ3,k(t− τ)] dτ

− b3,kµ3,k

t∫

0

ϕ2(τ) sin[µ3,k(t− τ)] dτ.

Теорема 3. Пусть выполняются условия

(а) Ki(x, t) ∈ C2(Q), i = 1, 2,

(б) функциональные ряды

∞∑

k=1

γm,1,kd3,i,k(t) sin[µ1,k(t− τ)],
∞∑

k=1

γm,1,kd
′
3,i,k(t) sin[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

γm,2,kd3,i,k(t) cos[µ1,k(t− τ)],
∞∑

k=1

γm,2,kd
′
3,i,k(t) cos[µ1,k(t− τ)],

∞∑

k=1

(γm,1,kd
′′
3,i,k(t) − γm,3,kd3,i,k) sin[µ1,k(t− τ)], i = 1, 2, m = 3, 4,

∞∑

k=1

a3,kβλ3,kd3,i,k(t),
∞∑

k=1

b3,kβλ3,kd3,i,k(t)

абсолютно и равномерно сходятся при t из отрезка [0, T ],
(в) A3,1(t)A4,2(t) 6= A3,2(t)A4,1(t), t ∈ [0, T ].
Тогда для любой функции f(x, t) из пространства L2(Q) нелокальная зада-

ча III разрешима в пространстве H .

Доказательство. Учитывая, что функции v3(x, t), V3(x, t) и w3(x, t) опре-
делены, перепишем функцию u(x, t) = v3(x, t) + V3(x, t) + w3(x, t):

u(x, t) = v3(x, t) − ϕ1(t)
∞∑

k=1

a3,kβλ3,kw3,k(x) − ϕ2(t)
∞∑

k=1

b3,kβλ3,kw3,k(x)

−

∞∑

k=1

a3,kµ3,kw3,k(x)

t∫

0

ϕ1(τ) sin[µ3,k(t− τ)] dτ

−

∞∑

k=1

b3,kµ3,kw3,k(x)

t∫

0

ϕ2(τ) sin[µ3,k(t− τ)] dτ.

Подставляя функцию u(x, t) в интегральные условия (5), получаем систему ин-
тегральных уравнений Вольтерра второго рода

ψ1(t) = A3,1ϕ1(t) +A4,1ϕ2(t) +

t∫

0

G3,1(t, τ)ϕ1(τ) dτ +

t∫

0

G4,1(t, τ)ϕ2(τ) dτ,
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ψ2(t) = A3,2ϕ1(t) +A4,2ϕ2(t) +

t∫

0

G3,2(t, τ)ϕ1(τ) dτ +

t∫

0

G4,2(t, τ)ϕ2(τ) dτ.

Вследствие условий теоремы эта система разрешима относительно функций
ϕ1(t) и ϕ2(t), принадлежащих пространству W 2

2 ([0;T ]). Тогда функция u(x, t)
будет искомым решением нелокальной задачи III.

Комментарии

1. Условия (б) теорем 1–3 означают, что коэффициенты Фурье функций
K(x, t) и Ki(x, t), i = 1, 2, в разложениях по соответствующим системам
{w1,k(x)}, {w2,k(x)} и {w3,k(x)} должны достаточно быстро убывать. Для этого
нужно, чтобы функции K(x, t) и Ki(x, t) были гладкими по переменной x, а их
пространственные производные в граничных точках обращались в нуль.

2. Условия (в) теорем 1–3 означают, что функция K(x, t) в задачах I, II не
может быть тождественно нулевой и функции K1(x, t) и K2(x, t) в задаче III
линейно независимы.
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NONLOCAL PROBLEMS WITH INTEGRAL

CONDITIONS FOR BOUSSINESQ EQUATION

A. A. Alsykova

Abstract: We examine solvability of nonlocal problems with integral conditions for
Boussinesq equation. The theorems of existence and uniqueness of the solution of these
problems are proved.
Keywords: nonlocal boundary value problem, Boussinesq equation, integral condition,
existence and uniqueness of regular solution.
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