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1. Введение. Целью данной работы является исследование уравнения

∂3u

∂x3
+
∂3u

∂y3
− ∂u

∂t
= 0 (1)

в области � = {(x, y, z) : 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < t ≤ T } с краевыми условиями

u(x, y, 0) = 0, (2)

ux(0, y, t) = ϕ1(y, t), uxx(0, y, t) = ϕ2(y, t), uxx(1, y, t) = ϕ3(y, t),

uy(x, 0, t) = ψ1(x, t), uyy(x, 0, t) = ψ2(x, t), uyy(x, 1, t) = ψ3(x, t),
(3)

где
ϕ1(y, t) ∈ C0,2

y,t (�1), ψ1(x, t) ∈ C0,2
x,t (�3), ϕ2(y, t) ∈ C(�1),

ϕ3(y, t) ∈ C0,1
y,t (�2), ψ2(x, t) ∈ C(�3), ψ3(x, t) ∈ C0,1

x,t (�4).
(4)

Здесь

�0 = {(x, y, t) : 0 < x < 1, 0 < y < 1, t = 0},
�1 = {(x, y, t) : x = 0, 0 < y < 1, 0 < t ≤ T },
�2 = {(x, y, t) : x = 1, 0 < y < 1, 0 < t ≤ T },
�3 = {(x, y, t) : 0 < x < 1, y = 0, 0 < t ≤ T },
�4 = {(x, y, t) : 0 < x < 1, y = 1, 0 < t ≤ T }.

Уравнение (1) является обобщением уравнения

uxxx − ut = 0 (5)
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в многомерном пространстве. Уравнение (5) исследовано в [1], где было постро-

ено его фундаментальное решение и разработаны теория потенциала и методы

построения регулярных решений краевых задач и задачи Коши.

Отметим, что решения уравнения (1) и линейного уравнения Захарова —

Кузнецова

ut + uxxx + uxyy = 0 (6)

имеют аналогичные асимптотические свойства на бесконечности (см. [2–7]).

Уравнение Захарова — Кузнецова (6) является одним из вариантов обобще-

ния уравнение Кортевега — де-Фриза в многомерном пространстве и описывает

ионно-акустические волновые процессы в плазме [2].

В настоящее время часто возникают задачи, связанные с исследованием

уравнений в частных производных, не относящихся ни к одному из класси-

ческих типов. Поэтому в последние годы уделяется большое внимание ис-

следованию таких неклассических уравнений, которые еще мало изучены (см.

[2–12]). Одними из представителей таких уравнений являются уравнения нечет-

ного порядка. Здесь надо отметить работы [13–17], где в основном исследованы

уравнения третьего порядка с кратными характеристиками вида (5). Новым

этапом в развитии теории вышеуказанных уравнений были работы [1, 17]. В [1]

для уравнения третьего порядка с кратными характеристиками (5) построены

фундаментальные решения и разработана теория потенциала. Вслед за этими

исследованиями появились работы Т. Д. Джураева и его учеников (см. [5–

7, 18–21], где были предложены новые корректные постановки краевых задач и

даны новые подходы к построение их решения. Следует также отметить работы

С. Н. Кружкова и А. В. Фaминского [22], А. Елеева [23], Н. Н. Шополова [24],

Ротмана [25].

2. Основная часть. В данной работе будем исследовать корректность

задачи (1)–(3).

Теорема 1. Задача (1)–(3) может иметь не более одного решения.

Дoказательство. Допустим, что существует два решения задачи (1)–(3).

Тогда, вводя обозначение v(x, y, t) = u1(x, y, t) − u2(x, y, t), имеем относительно

функции v(x, y, t) следующую задачу с однородным краевым условием:

Lv ≡ vxxx + vyyy − vt = 0,

v(x, y, 0) = vx(0, y, t) = vxx(0, y, t) = vxx(1, y, t)

= vy(x, 0, t) = vyy(x, 0, t) = vyy(x, 1, t) = 0.

Рассмотрим тождество

1∫

0

1∫

0

t∫

0

L(v)v(x, y, t) dxdydt = 0.
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Интегрируя его по частям, имеем

1∫

0

1∫

0

t∫

0

L(v)v(x, y, t) dxdydt = −1

2




1∫

0

t∫

0

v2
x(1, y, t) dtdy

+

1∫

0

t∫

0

v2
y(x, 1, t) dtdx+

1∫

0

1∫

0

v2(x, y, t) dxdy


 = 0.

Отсюда

vx(1, y, t) = vy(x, 1, t) = v(x, y, t) = 0.

В уравнении L(v) = 0 положим v = wekt, k > 0. Тогда

L(w) = (wxxx + wyyy − wt − k w)ekt = 0.

Интегрируя тождество

1∫

0

1∫

0

t∫

0

L(w)w(x, y, t) dxdydt = 0

и учитывая однородность краевых условий, получаем

−k
1∫

0

1∫

0

t∫

0

w2 dtdxdy = 0.

Отсюда w = 0 в области �. В силу непрерывности функции w будет w = 0 в �.

Следовательно, v = 0 в �.

Теорема 2. Пусть выполнено условие (4). Тогда задача (1)–(3) имеет един-

ственное решение.

Доказательство. Существование решения задачи (1)–(3) докажем мето-

дом потенциалов. Решения задачи ищем в следующем виде:

u(x, y, t) =

t∫

0

1∫

0

U0(x, y, t; 0, η, τ)α1(η, τ) dηdτ

+

t∫

0

1∫

0

U0(x, y, t; 1, η, τ)α2(η, τ) dηdτ +

t∫

0

1∫

0

U2(x, y, t; 0, η, τ)α3(η, τ) dηdτ

+

t∫

0

1∫

0

U0(x, y, t; ξ, 0, τ)β1(ξ, τ) dξdτ +

t∫

0

1∫

0

U0(x, y, t; ξ, 1, τ)β2(ξ, τ) dξdτ

+

t∫

0

1∫

0

U1(x, y, t; ξ, 0, τ)β3(ξ, τ) dξdτ. (7)
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Здесь αi(ξ, τ) и βi(ξ, τ), i = 1, 2, 3, — пока неизвестные функции, а функции

U0(x, y, t; ξ, η, τ), U1(x, y, t; ξ, η, τ), U2(x, y, t; ξ, η, τ) называются фундаменталь-

ными решениям уравнения (1) и имеют вид (см. [26])

U0(x, y, t; ξ, η, τ) =
1

(t− τ)
2
3

f

(
x− ξ

(t− τ)
1
3

)
f

(
y − η

(t− τ)
1
3

)
, x 6= ξ, y 6= η, t > τ,

U1(x, y, t; ξ, η, τ) =
1

(t− τ)
2
3

f

(
x− ξ

(t− τ)
1
3

)
ϕ

(
y − η

(t− τ)
1
3

)
, x 6= ξ, y > η, t > τ,

U2(x, y, t; ξ, η, τ) =
1

(t− τ)
2
3

ϕ

(
x− ξ

(t− τ)
1
3

)
f

(
y − η

(t− τ)
1
3

)
, x > ξ, y 6= η, t > τ,

Здесь функции f(z) и ϕ(z) называются функциями Эйри и являются решениями

уравнения

p′′(z) +
z

3
p(z) = 0.

Для функций f(z) и ϕ(z) справедливы следующие соотношения (см. [7]):

p(n)(z) ∼ c+n z
n
2 − 1

4 sin

(
2

3
z3/2

)
при z → ∞,

p(n)(z) ∼ c−n |z|
n
2 − 1

4 exp

(
−2

3
|z|3/2

)
при z → −∞,

∞∫

−∞

f(z) dz = π,

0∫

−∞

f(z) dz =
π

3
,

∞∫

0

f(z) dz =
2π

3
,

∞∫

0

ϕ(z) dz = 0.

Здесь c+n , c
−
n — постоянные.

При построении решения задачи (1)–(3) нам понадобятся следующие леммы

(см. [7, 26]).

Лемма 1. Пусть α(y, t) ∈ C(�2). Тогда

lim
(x,y,t)→(1−0,y,t)

t∫

0

1∫

0

U0ξξ(x − 1, y − η; t− τ)α(η, τ) dηdτ =
π2

3
α(y, t).

Лемма 2. Пусть β(x, t) ∈ C(�4). Тогда

lim
(x,y,t)→(x,1−0,t)

t∫

0

1∫

0

U0ηη(x− ξ, y − 1; t− τ)β(ξ, τ) dξdτ =
π2

3
β(x, t).

Лемма 3. Пусть α(y, t) ∈ C(�1) удовлетворяет неравенству Гёльдера с

показателем β ≥ 1
4 . Тогда

lim
(x,y,t)→(0+0,y,t)

t∫

0

1∫

0

U0ξξ(x− 0, y − η; t− τ)α(η, τ) dηdτ = −2π2

3
α(y, t),

lim
(x,y,t)→(0+0,y,t)

t∫

0

1∫

0

U2ξξ(x− 0, y − η; t− τ)α(η, τ) dηdτ = 0.
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Лемма 4. Пусть β(x, t) ∈ C(�3) удовлетворяет неравенству Гёльдера с

показателем γ ≥ 1
4 . Тогда

lim
(x,y,t)→(x,0+0,t)

t∫

0

1∫

0

U0ηη(x− ξ, y − 0; t− τ)β(ξ, τ) dξdτ = −2π2

3
β(x, t),

lim
(x,y,t)→(x,0+0,t)

t∫

0

1∫

0

U1ηη(x − ξ, y − 0; t− τ)β(ξ, τ) dξdτ = 0.

Удовлетворяя условиям (3) и учитывая леммы 1–4, имеем

ϕ2(y, t) = −2π2

3
α1(y, t) +

t∫

0

1∫

0

U0xx(0, y, t; 1, η, τ)α2(η, τ) dηdτ

+

t∫

0

1∫

0

{U0xx(0, y, t; ξ, 0, τ)β1(ξ, τ) + U0xx(0, y, t; ξ, 1, τ)}β2(ξ, τ) dξdτ

+

t∫

0

1∫

0

U1xx(0, y, t; ξ, 0, τ)β3(ξ, τ) dξdτ. (8)

ϕ3(y, t) =
π2

3
α2(y, t) +

t∫

0

1∫

0

U0xx(1, y, t; ξ, 0, τ)β1(ξ, τ) dξdτ

+

t∫

0

1∫

0

{U0xx(1, y, t; 0, η, τ)α1(η, τ) + U2xx(1, y, t; 0, η, τ)}α3(η, τ) dηdτ

+

t∫

0

1∫

0

{U0xx(1, y, t; ξ, 1, τ)β2(ξ, τ) + U1xx(1, y, t; ξ, 0, τ)β3(ξ, τ)} dξdτ, (9)

ψ2(x, t) =

t∫

0

1∫

0

U0yy(x, 0, t; 0, η, τ)α1(η, τ) dηdτ

+

t∫

0

1∫

0

{U0yy(x, 0, t; 1, η, τ)α2(η, τ) + U2yy(x, 0, t; 0, η, τ)α3(η, τ)} dηdτ

− 2π2

3
β1(x, t) +

t∫

0

1∫

0

U0yy(x, 0, t; ξ, 1, τ)β2(ξ, τ) dξdτ, (10)

ψ3(x, t) =
π2

3
β2(x, t) +

t∫

0

1∫

0

U0yy(x, 1, t; 0, η, τ)α1(η, τ) dηdτ
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+

t∫

0

1∫

0

{U0yy(x, 1, t; 1, η, τ)α2(η, τ) + U2yy(x, 1, t; 0, η, τ)α3(η, τ)} dηdτ

t∫

0

1∫

0

{U0yy(x, 1, t; ξ, 0, τ)β1(ξ, τ) + U1yy(x, 1, t; ξ, 0, τ)β3(ξ, τ)} dξdτ, (11)

ϕ1(y, t) =

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f ′

(
− 1

(t− τ)
1
3

)
f

(
y − η

(t− τ)
1
3

)
α2(η, τ) dηdτ

+

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
{f ′(0) + ϕ′(0)}f

(
y − η

(t− τ)
1
3

)
{α1(η, τ) + α3(η, τ)} dηdτ

+

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f ′

(
− ξ

(t− τ)
1
3

)
f

(
y

(t− τ)
1
3

)
β1(ξ, τ) dξdτ

+

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f ′

(
− ξ

(t− τ)
1
3

)
f

(
y − 1

(t− τ)
1
3

)
β2(ξ, τ) dξdτ

+

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f ′

(
− ξ

(t− τ)
1
3

)
ϕ

(
y

(t− τ)
1
3

)
β3(ξ, τ) dξdτ, (12)

ψ1(x, t) =

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f

(
x

(t− τ)
1
3

)
f ′

(
− η

(t− τ)
1
3

)
α1(η, τ) dηdτ

+

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f

(
x− 1

(t− τ)
1
3

)
f ′

(
− η

(t− τ)
1
3

)
α2(η, τ) dηdτ

+

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
ϕ

(
x

(t− τ)
1
3

)
f ′

(
− η

(t− τ)
1
3

)
α3(η, τ) dηdτ

+

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f

(
x− ξ

(t− τ)
1
3

)
{f ′(0) + ϕ′(0)} {β1(ξ, τ) + β3(ξ, τ)} dξdτ

+

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f

(
x− ξ

(t− τ)
1
3

)
f ′

(
− 1

(t− τ)
1
3

)
β2(ξ, τ) dξdτ. (13)

Для того чтобы привести систему интегральных уравнений (8)–(13) к си-

стеме интегральных уравнений Вольтерра II рода, применим преобразования

Абеля к интегральным уравнениям (12) и (13). Это проводится следующем

образом.
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Рассмотрим интеграл

J2(y, t) =

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f ′(0)f

(
y − η

(t− τ)
1
3

)
α1(η, τ) dηdτ.

Умножаем его на (z − t)−
1
3 и интегрируем от 0 до z:

z∫

0

dt

t∫

0

1∫

0

f ′(0)

(z − t)
1
3 (t− τ)

2
3

1

(t− τ)
1
3

f

(
y − η

(t− τ)
1
3

)
α1(η, τ) dηdτ =

z∫

0

J2(x, y, t)

(z − t)1/3
dt.

Меняя порядок интегрирования и дифференцируя по z, имеем

π2f ′(0)√
3

α1(y, z) =
d

dz

z∫

0

J2(x, y, t)

(z − t)1/3
dt.

Тогда из (12) и (13) получаем

d

dz

z∫

0

ϕ1(y, t)

(z − 1)
1
3

dt =
π2

√
3
f ′(0)α1(y, z) +

π2

√
3
ϕ′(0)α3(y, z)

+
d

dz

z∫

0

dt

(z − t)
1
3

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f ′

(
− 1

(t− τ)
1
3

)
f

(
y − η

(t− τ)
1
3

)
α2(η, τ) dηdτ

+
d

dz

z∫

0

dt

(z − t)
1
3

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f ′

(
− ξ

(t− τ)
1
3

)
f

(
y

(t− τ)
1
3

)
β1(ξ, τ) dξdτ

+
d

dz

z∫

0

dt

(z − t)
1
3

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f ′

(
− ξ

(t− τ)
1
3

)
f

(
y − 1

(t− τ)
1
3

)
β2(ξ, τ) dξdτ

+
d

dz

z∫

0

dt

(z − t)
1
3

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f ′

(
− ξ

(t− τ)
1
3

)
ϕ

(
y

(t− τ)
1
3

)
β3(ξ, τ) dξdτ, (14)

d

dz

z∫

0

ψ1(x, t)

(z − t)
1
3

dt =
π2

√
3
ϕ′(0)β1(x, z) +

π2

√
3
ϕ′(0)β3(x, z)

+
d

dz

z∫

0

dt

(z − t)
1
3

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f

(
x

(t− τ)
1
3

)
f ′

(
− η

(t− τ)
1
3

)
α1(η, τ) dηdτ

+
d

dz

z∫

0

dt

(z − t)
1
3

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f

(
x− 1

(t− τ)
1
3

)
f ′

(
− η

(t− τ)
1
3

)
α2(η, τ) dηdτ

+
d

dz

z∫

0

dt

(z − t)
1
3

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
ϕ

(
x

(t− τ)
1
3

)
f ′

(
− η

(t− τ)
1
3

)
α3(η, τ) dηdτ
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+
d

dz

z∫

0

dt

(z − t)
1
3

t∫

0

1∫

0

1

t− τ
f

(
x− ξ

(t− τ)
1
3

)
f ′

(
− 1

(t− τ)
1
3

)
β2(ξ, τ) dξdτ. (15)

Уравнения (8)–(11), (14) и (15) составляют систему интегральных урав-

нений Вольтерра второго рода, которая может быть приведена к следующему

виду:

γi(z, t) =

t∫

0

1∫

0

Kij(z, t; ς, ς)γi(ς, τ)dςdτ + φ(z, t),

|K(z, t; ς, τ)| ≤ C

(t− τ)
11
12

, φi(z, t) ∈ C1(D).

Так как решение этой системы существует и единственно, задача (1)–(3) имеет

единственное решение.
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