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Аннотация. Рассматривается краевая задача для уравнения третьего порядка, не
разрешенного относительно старшей производной. Уравнения такого типа, часто
называемые уравнениями соболевского типа, встречаются во многих прикладных
задачах. С помощью нестационарного метода Галёркина и метода регуляризации
доказана теорема существования и единственности регулярного решения краевой
задачи. Также получена оценка погрешности метода Галёркина через параметр ре-
гуляризации и собственные значения спектральной задачи для оператора Лапласа.
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Введение

Краевые задачи для неклассических уравнений математической физики

изучались в работах [1–10]. Уравнения с частными производными, не разрешен-

ные относительно старшей производной, представляют возрастающий интерес,

обусловленный необходимостью решения важных прикладных задач. Уравне-

ния такого вида встречаются в математических моделях вязкоупругости, элек-

тродинамики, физики полупроводников, механики полимеров и других процес-

сов современной физики. Отметим, что уравнения, не разрешенные относитель-

но старшей производной, часто называют уравнениями соболевского типа, и им

посвящено довольно много работ, в том числе [3, 4]. В работах [11, 12] проведено

исследование регулярной разрешимости первой краевой задачи для уравнений

соболевского типа переменного направления.

Метод Галёркина для уравнений с частными производными применялся во

многих работах [13, 14], в частности, рядом авторов были установлены оценки

погрешности метода Галёркина для нестационарных уравнений [14, 15].

В данной работе с помощью нестационарного метода Галёркина и метода

регуляризации доказана теорема существования и единственности регулярного

решения краевой задачи для уравнения третьего порядка, не разрешенного от-

носительно старшей производной. Также получена оценка погрешности метода

Результаты были получены в рамках выполнения государственного задания Минобрна-
уки России (проект № 1.6069.2017/8.9).
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Галёркина через параметр регуляризации и собственные значения спектральной

задачи для оператора Лапласа.

1. Постановка краевой задачи и априорная оценка

Пусть � — ограниченная область в Rn с гладкой границей γ. Положим

Q = �× (0, T ), � = γ × (0, T ), �t = �× {t}, 0 ≤ t ≤ T .

В цилиндрической области Q рассмотрим уравнение

Lu ≡ k(x, t)ut −�ut −�u + c(x, t)u = f(x, t). (1)

Предположим, что коэффициенты уравнения (1) — достаточно гладкие

функции в Q и

k(x, T ) ≥ −λ1, x ∈ �, λ1 = C−2
� , (2)

где C� — положительная постоянная из известного неравенства Пуанкаре —

Фридрихса [13].

Краевая задача. Найти решение уравнения (1) в области Q такое, что

u|� = 0, u|t=0 = 0. (3)

Пусть Wm,s
2 (Q) — анизотропное пространство Соболева с нормой

‖u‖2
m,s =

∫

Q

[ ∑

|α|≤m
(Dαu)2 +

(
Ds
tu

)2
]
dQ, u ∈ Wm,s

2 (Q),

причем ‖u‖m,m = ‖u‖m для u ∈ Wm,m
2 = Wm

2 . Обозначим через

(u, v)0 =

∫

�

u(x)v(x) dx, u, v ∈ L2(�),

скалярное произведение в пространстве L2(�) и

(u, v) =

T∫

0

(u, v)0 dt

для функций u, v из L2(Q), ‖u‖2 = (u, u).

Введем класс функций

CL = {u(x, t) : u ∈W 2,1
2 (Q), utxixj ∈ L2(Q), i, j = 1, n, и выполнены условия (3)}.

Лемма 1. Пусть выполнены условия (2) и

c− 1

2
kt ≥ 0, (x, t) ∈ Q.

Тогда для любой функции u(x, t) ∈ CL имеет место оценка

(Lu, u) ≥ C1‖u‖2
1,0, C1 > 0. (4)
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Доказательство. Рассмотрим выражение (Lu, u) для u ∈ CL. После ин-

тегрирования по частям с учетом краевых условий (3) получим

(Lu, u) =

∫

Q

[
n∑

i=1

u2
xi

+

(
c− 1

2
kt

)
u2

]
dQ+

1

2

∫

�T

ku2 dx+
1

2

∫

�T

n∑

i=1

u2
xi
dx.

Отсюда, используя неравенство Пуанкаре — Фридрихса

∫

�

u2d� ≤ C2
�

∫

�

n∑

i=1

u2
xi
d�,

получаем утверждение леммы.

Из леммы 1 следует, что при выполнении условия леммы регулярное реше-

ние краевой задачи (1)–(3) единственно.

2. Основной результат

Теорема 1. Пусть выполнены условия (2) и

k(x, 0) ≥ −λ1, c− 1

2
kt ≥ 0, c+

1

2
kt ≥ δ > 0, f, ft ∈ L2(Q), f(x, 0) = 0.

Тогда краевая задача (1)–(3) имеет единственное решение u(x, t) из CL и спра-

ведлива оценка

∫

Q

[
u2
t +

n∑

i=1

u2
txi

+

n∑

i=1

u2
xixj

+ (�ut)
2

]
dQ ≤ C2‖f‖2

0,1, C2 > 0. (5)

Доказательство. Для ε > 0 положим Lεu = −εutt + Lu. В качестве

базисных берем функции ϕk(x), которые являются решением спектральной за-

дачи

−�ϕk = λkϕk, x ∈ �, ϕk|γ = 0.

При этом функции ϕk(x) образуют ортонормированный базис в L2(�), а соот-

ветствующие собственные числа таковы, что 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · и λk → +∞ при

k → ∞.

Приближенные решения uN,ε(x, t) краевой задачи (1)–(3) будем искать в

виде

v = uN,ε ≡
N∑

k=1

cN,εk (t)ϕk(x),

в котором cN,εk (t) определяются как решения следующей краевой задачи для

системы обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка:

(Lεu
N,ε, ϕl)0 = (f, ϕl)0, l = 1, N, (6)

cN,εl

∣∣
t=0

= 0, Dtc
N,ε
l

∣∣
t=T

= 0. (7)

Однозначная разрешимость краевой задачи (6), (7) следует из единственности

решения данной краевой задачи.
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Умножим (6) на cN,εl и просуммируем полученное равенство по l от 1 до N ,

затем, интегрируя последнее равенство по t, получим соотношение

(f, v) = ε‖vt‖2 + (Lv, v).

Отсюда в силу оценки (4) следует априорная оценка

ε‖vt‖2 + ‖v‖2
1,0 ≤ C3‖f‖2, C3 > 0. (8)

Заметим, что оценка (8) гарантирует единственность решения краевой за-

дачи (6), (7). Следовательно, приближенные решения uN,ε однозначно опреде-

ляются задачей (6), (7) и cN,εk (t) ∈ W 2
2 (0, T ).

Путем интегрирования по частям из (6), (7) получим, что

− (f, vtt) =

∫

Q

[
n∑

i=1

v2
txi

+

(
c+

1

2
kt

)
v2
t + ctvtv

]
dQ+ ε‖vtt‖2

+
1

2

∫

�0

kv2
t dx+

1

2

∫

�0

n∑

i=1

v2
txi
dx.

Отсюда в силу оценки (8), неравенства Пуанкаре — Фридрихса и неравенства

|ab| ≤ γa2 + 1
4γ b

2, γ > 0, следует оценка

ε‖vtt‖2 + ‖vt‖2
1,0 ≤ C4‖f‖2

0,1, C4 > 0. (9)

Снова интегрируя по частям, из (6), (7) получим

−(f,�v) = ε

∫

Q

n∑

i=1

v2
txi
dQ+

∫

Q

[(�v)2 − (kvt + cv)�v]dQ+
1

2

∫

�T

(�v)2 dx. (10)

В силу неравенства (9) из (10) вытекает априорная оценка

ε

∫

Q

n∑

i=1

v2
txi
dQ+

∫

Q

n∑

i,j=1

v2
xixj

dQ ≤ C5‖f‖2
0,1, C5 > 0. (11)

Интегрируя по частям, из (6), (7) получим, что

−(f,�vt) =

∫

Q

[(�vt)
2 − (kvt + cv)�vt]dQ+

ε

2

∫

�0

n∑

i=1

v2
txi
dx+

1

2

∫

�T

(�v)2 dx.

Отсюда следует оценка

‖�vt‖2 ≤ C6‖f‖2
0,1, C6 > 0. (12)

Из неравенств (8), (9), (11), (12) получаем, что для приближенных решений

справедлива априорная оценка
∫

Q

[
(
uN,εt

)2
+

n∑

i=1

(
uN,εtxi

)2
+

n∑

i=1

(
uN,εxixj

)2
+

(
�uN,εt

)2

]
dQ ≤ C7‖f‖2

0,1, C7 > 0. (13)

которая позволяет стандартным образом завершить доказательство теоремы 1

в данном случае. Теорема 1 доказана.

В силу оценок (5), (13) и леммы 1 аналогично работе [15] устанавливается

оценка погрешности нестационарного метода Галёркина.
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Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1. Тогда справедлива

оценка

‖u− uN,ε‖1,0 ≤ C8‖f‖0,1

(
ε1/2 + λ

−1/2
N+1

)
, C8 > 0. (14)

где u(x, t) — точное решение краевой задачи (1)–(3).

Доказательство. Пусть u(x, t) — точное решение краевой задачи (1)–(3),

гарантированное теоремой 1. Заметим, что функция u(x, t) представима в виде

ряда Фурье

u(x, t) =

∞∑

k=1

ck(t)ϕk(x), ck(t) = (u, ϕk)0.

При этом
∞∑

k=1

λ2
k

T∫

0

c2k(t) dt = ‖�u‖2 ≤ C9‖f‖2
0,1, C9 > 0. (15)

С другой стороны, для функции u(x, t) справедливы соотношения

(Lu, ϕl) = (f, ϕl), l = 1, 2, . . . . (16)

В пространстве L2(Q) введем линейное многообразие

HN =

{
η(x, t) =

N∑

l=1

dl(t)ϕl(x), dl ∈W 1
2 (0, T ), dl(0) = 0

}
.

В силу (6), (16) имеем

(Lεu
N,ε, η) = (f, η), (Lu, η) = (f, η) ∀η ∈ HN .

Отсюда получаем

(L(u− uN,ε), η) = ε
(
uN,εtt , η

)
∀η ∈ HN .

Полагая в последнем равенстве

η = w − uN,ε, w ∈ HN ,

будем иметь

(L(u− uN,ε), u− uN,ε) = −ε
(
uN,εt , wt − uN,εt

)
+ (f − LuN,ε, u− w). (17)

При

w =
N∑

k=1

ck(t)ϕk(x) ∈ HN

справедливо неравенство

‖u− w‖2 =

∞∑

k=N+1

T∫

0

c2k(t) dt ≤ λ−2
N+1

∞∑

k=N+1

λ2
k

T∫

0

c2k dt. (18)

Из соотношения (17) с учетом неравенств (4), (13), (15), (18) получаем оценку

погрешности метода Галёркина (14). Теорема 2 доказана.
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Замечание 1. Отметим, что λ1 = C−2
� является минимальным собствен-

ным значением спектральной задачи, рассмотренной в доказательстве теоре-

мы 1.

Замечание 2. В уравнении (1) вместо оператора � можно рассмотреть

эллиптические операторы более общего вида с переменными коэффициентами.

При этом соответствующим образом изменятся условия на k(x, 0) и k(x, T ).

Пример 1. Пусть � = (0, l), Q1 = � × (0, 1). В области Q1 рассмотрим

уравнение

−λ1(1 − t)ut − uxxt − uxx − 2λ1u = 0, (19)

где λ1 = π2

l2 .

Нетрудно показать, что функция u(x, t) = t sin πx
l является решением кра-

евой задачи (1)–(3) для уравнения (19) с однородными краевыми условиями.

Таким образом, при нарушении условия

c− 1

2
kt + λ1 ≥ δ1 > 0,

вообще говоря, отсутствует единственность решений задачи (1)–(3).

Пример 2. При нарушении условия k(x, T ) ≥ −λ1 также отсутствует един-

ственность решений задачи (1)–(3). В самом деле, в области Q1 рассмотрим

уравнение

−λ1(1 + t)ut − uxxt − uxx = 0. (20)

Легко проверить, что функция u(x, t) = t sin πx
l является решением краевой

задачи (1)–(3) для уравнения (20) с однородными краевыми условиями.
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