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Аннотация. Рассматривается численное моделирование термомеханического со-
стояния конструкции, состоящего из источника тепла, газового зазора и оболочки.
Математическая модель описывается нелинейной системой уравнений для темпера-
туры и перемещений. Выделение тепла происходит в подобласти источника. Воз-
никающие перемещения за счет градиента температур рассчитываются в области
источника и отдельно в оболочке и могут быть описаны как моделями линейной
упругости, так и нелинейными моделями пластичности. Численная реализация
построена на основе метода конечных элементов. Представлены результаты чис-

ленного моделирования нелинейной модельной задачи в двумерной и трехмерной
областях.
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Введение

Математическое моделирование мультифизичных задач широко использу-

ется для прогнозирования и понимания процессов, происходящих в конструк-

циях с внутренним источником тепла, например, в тепловыделяющих элемен-

тах [1–5]. Тепловыделяющий элемент является главным конструкционным эле-

ментом активной зоны ядерного реактора и состоит из топливных таблеток,

газового зазора и оболочки. Процессы, происходящие в них, описываются, в

частности, связанной задачей термоупругости [6–9]. Для моделирования таких

мультифизичных процессов для нужд атомной энергетики разработаны раз-

личные программы, например, такие как BISON, FALCON и SVECHA [10–14].

Такое программное обеспечение, как правило, разрабатывается в национальных

лабораториях. Следует отметить, что при построении математической модели

необходимо также учитывать и различные мультимасштабные процессы, такие
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как выделение продуктов (осколков) деления, которое приводит к значительно-

му изменению теплопроводности материала за счет накапливания слабопрово-

дящих газов, а также появлению разрывов и трещин [15].

В данной работе рассматривается численное моделирование распределения

температуры в конструкции с источником тепла и возникающего напряженно-

деформированного состояния. Математическая модель термоупругого состо-

яния описывается связанной системой уравнений для температуры и вектора

перемещений. Для решения таких задач авторами были разработаны методы

расщепления, позволяющие проводить последовательный расчет температуры

и возникающих тепловых расширений [16]. Для аппрокcимации напряженно-

деформированного состояния используется метод конечных элементов, позво-

ляющий строить дискретную модель для сложных геометрических областей.

Геометрическая конфигурация включает в себя источник, оболочку и зазор,

заполненный газом. Расчет температурного поля проводится во всей области.

В каждой подобласти задаются характерные теплофизические параметры. По-

следующий расчет напряженно-деформированного состояния за счет термиче-

ских расширений происходит в подобласти источника и отдельно в подобласти

оболочки в предположении, что при расширении источник и оболочка не будут

касаться друг друга.

Работа состоит из четырех разделов. В разд. 1 приводится постановка за-

дачи. В разд. 2 представлен вычислительный алгоритм и конечно-элементная

аппроксимация. В разд. 3 приводятся результаты численного решения задачи

для осесимметричной постановки для области, содержащей один источник. Ре-

зультаты моделирования для несимметричного источника приводятся в разд. 4

для трехмерной задачи.

Для построения геометрии и генерации сетки используется свободно рас-

пространяемая программа GMSH [17]. Программная реализация численного

расчета построена с использованием свободно распространяемой библиотеки

FEniCS [18].

1. Математическая модель

Рассмотрим математическую модель термомеханического состояния кон-

струкции с внутренними источниками тепла, которая описывается нелинейной

системой уравнений для температуры и перемещений [2–4, 6, 7].

Пусть конструкция состоит из источников, газового зазора и оболочки � =

�1 ∪ �2 ∪ �3, где �1 — подобласть источников, �2 — подобласть газового за-

зора и �3 — оболочка. Термомеханическое состояние описывается следующей

связанной системой уравнений [19–22]:

C
∂T

∂t
+ γ

∂ div u

∂t
− div (k gradT ) = Q, x ∈ �,

− div σ + γ grad(T − Tref ) = 0, x ∈ �,
(1)

где C = cρ — объемный коэффициент теплоемкости, c = c(x) — удельный коэф-

фициент теплоемкости, ρ = ρ(x) — плотность, T — температура, γ = γT (3λ+2µ),
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Рис. 1. Схема области

γT (x) — температурный коэффициент линейного расширения, λ = λ(x), µ =

µ(x) — параметры Ламе, u — вектор перемещения, k = k(x) — коэффици-

ент теплопроводности, Q = Q(x) — мощность внутреннего источника тепла,

σ = σ(u) — тензор наряжения и Tref — постоянная абсолютная температура,

при которой тело находится в начальном равновесном состоянии.

Коэффициенты и внутренний источник для системы уравнений (1) зависят

от подобласти и определяются следующим образом:

C(x) = Ci, λ(x) = λi, µ(x) = µi, k(x) = ki, Q(x) = Qi, x ∈ �i, i = 1, 2, 3. (2)

В общем случае теплофизические свойства подобластей зависят и от других

параметров, но в данной работе мы ограничимся только зависимостью от тем-

пературы [10, 14, 20].

Система уравнений дополняется начальным условием

T (x, 0) = T0, x ∈ �, (3)

и граничными условиями для температуры

−k
∂T

∂n
= α(T − Tout), x ∈ �R,

−k
∂T

∂n
= 0, x ∈ �L ∪ �T ∪ �B ,

(4)

где α — коэффициент конвективного теплообмена, Tout — внешняя температура.

Для расчета напряженно-деформированного состояния будем использовать

следующие граничные условия:

ui = 0, i = 1, . . . , d, x ∈ �T ,

σn = g(x), x ∈ �L ∪ �B ∪ �R ∪ �I ∪ �O,
(5)

где d — размерность задачи.

Далее будем предполагать, что нагрев происходит в основном за счет внут-

реннего источника тепла, и будем пренебрегать слагаемым div ∂u

∂t
в уравнении

(1). Такое предположение развязывает систему уравнений (1) и позволяет по-

следовательно проводить расчет температуры и перемещений [8, 9, 16].
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Рассмотрим далее две модели для расчета напряженно-деформированного

состояния.

Модель линейной упругости. В случае рассмотрения задач линейной

упругости для тензора напряжения σ и тензора деформаций ε имеем

σ(u) = D : ε = 2µε(u) + λdiv(u)I , ε(u) =
1

2

(
gradu + gradu

T
)
,

где I — единичный тензор, λ и µ — упругие постоянные Ламе,

µ =
E

2(1 + ν)
, λ =

Eν

(1 + ν)(1 − 2ν)

и E — модуль упругости, ν — коэффициент Пуассона.

Модель пластичности. В качестве примера решения задач нелинейной

упругости [23, 24] рассматривается модель идеальной пластичности, для кото-

рой тензор напряжения зависит только от упругой части тензора деформаций

εe:

σ = D : εe, ε = εe + εp, (6)

где εp — тензор пластических деформаций.

Для классической модели идеальной пластичности тензор напряжения дол-

жен удовлетворять условию текучести Мизеса:

f :=

√
‖σ‖2 −

1

3
(tr[σ])2 −

√
2

3
σy ≤ 0,

здесь f — пластический потенциал, σy — предел текучести.

В теории пластического течения скорость изменения пластической дефор-

мации задается c помощью введения параметра пластичности λ как

∂εp

∂t
= λ̇

∂f

∂σ

.

Здесь член λ̇ определяет величину, а ∂f
∂t

задает направление пластической де-

формации.

С учетом уравнений (6) имеем

σ = D : (ε − εp).

Таким образом, в общем случае задача нелинейна и для ее решения приме-

няем метод Ньютона.

2. Конечно-элементная аппроксимация

и вычислительный алгоритм

Для аппроксимации системы уравнений (1) будем использовать метод ко-

нечных элементов. Для аппроксимации по времени в уравнении для темпера-

туры будем использовать устойчивую неявную разностную схему. При аппрок-

симации нелинейных коэффициентов уравнения теплопроводности будем брать
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коэффициенты для температуры с предыдущего временного слоя. Вариацион-

ная постановка задачи (1) записывается следующим образом: найти T ∈ V и

u ∈ W такие, что

∫

�

C(x, T n)
T n+1 − T n

τ
dx +

∫

�

k(x, T n)∇T · ∇q) dx

−

∫

�T

R

γ(T n+1 − Tout)q ds =

∫

�

Q(x)q dx, (7)

и ∫

�

σ(u) : ε(v) dx +

∫

�

γ grad(T − Tref ) · v dx =

∫

�u

N

g · v ds, (8)

где q ∈ V̂ и v ∈ Ŵ произвольные. Здесь V = V̂ = H1 и

W = Ŵ =
{
u ∈ [H1]d : u = 0, x ∈ �u

D

}
,

d — размерность пространства (d = 2, 3), H1 = H1(�) — пространство ин-

тегрируемых функций (v и ∇v конечно интегрируемы в �) [4, 5]. Мы будем

использовать линейные базисные функции.

При реализации вычислительного алгоритма расчет температуры будем

проводить во всей области �, содержащей три подобласти �1, �2 и �3, для

которых заданы коэффициенты. Расчет напряженно-деформированного состо-

яния будем проводить только на двух подобластях �1 и �3. Отметим, что в

данной математической модели мы не учитываем возможный контакт оболочки

(подобласти �3) с источником (подобласть �1). При решении задачи упругости

будем предполагать, что в подобласти зазора �2 задано некоторое давление pg
и на внешней границе области � течет жидкость с заданными температурой и

давлением pout.

Тем самым алгоритм решения поставленной задачи можно представить сле-

дующим образом:

• строим геометрическую область � и генерируем расчетную сетку;

• генерируем сетку для подобласти источника �1 из общей сетки для обла-

сти �;

• генерируем сетку для подобласти оболочки �3 из общей сетки для обла-

сти �;

• для каждого временного слоя:

(1) вычисляем распределение температуры T в области � = �1 ∪ �2 ∪ �3

с неоднородными коэффициентами;

(2) проводим расчет напряженно-деформированного состояния источника

в подобласти �1;

(3) проводим расчет напряженно-деформированного состояния оболочки

в подобласти �3;

(4) сохраняем результаты в файл;
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(5) переходим на следующий временной слой.

Представим результаты численного моделирования и разработанный про-

граммный интерфейс.

3. Численные результаты

для осесимметричного случая

Приведем результаты численного моделирования задачи в двухмерной по-

становке для осесимметричного случая (см. рис. 1). Уравнения (1) запишем в

виде

C(r, z, T )
∂T

∂t
−

1

r

∂

∂r

(
r k(r, z, T )

∂T

∂r

)
−

∂

∂z

(
k(r, z, T )

∂T

∂z

)
= Q(r, z),

− div σ(u) + γ grad(T − Tref ) = 0

(9)

с начальным условием T = T0 при t = 0 и γ = β(3λ + 2µ). Отметим, что

в данной модели мы не учитываем влияние перемещений на температуру и

рассматриваем случай задачи линейной упругости.

В качестве граничных условий для температуры зададим

−k(T )
∂T

∂n
= α(T − Tout), (r, z) ∈ �R, −k(T )

∂T

∂n
= 0, (r, z) ∈ �L ∪ �T ∪ �B,

и для перемещений на области источника

ur = 0, σz = 0, (r, z) ∈ � 1
L, σr = 0, ur = 0, (r, z) ∈ � 1

B ,

−σn = pgn, (r, z) ∈ ∂�1/(�
1
L ∪ � 1

B),

−σn = pgn, (r, z) ∈ � 3
L, −σn = poutn, (r, z) ∈ � 3

R,

σr = 0, ur = 0, (r, z) ∈ � 3
B ∪ � 3

T .

Проведем численное моделирования рассмотренной задачи при следующих

параметрах [12–14]:

µ1 = 65.3845 · 109 [Па], λ1 = 98,0769 · 109 [Па], β1 = 10−5 [К−1]

µ3 = 27.7272 · 109 [Па], λ3 = 40.404 · 109 [Па], β3 = 2 · 10−5 [К−1].

Коэффициенты ki, ci и ρi (i = 1, 2, 3) задавались в виде функций от температу-

ры и представлены на рис 2.

В качестве граничных условий использовались следующие параметры:

Tout = 373 [К], α = 7500

[
Вт

м2К

]
, pg = 2 · 106 [Па], pout = 15 · 106 [Па].

Расчет проводился при Q = 2 · 108 [Дж] с шагом по времени τ = 0.1 [c], макси-

мальное время tmax = 15 [c], T0 = 373 [K].

Моделирование проводилось для области со следующими размерами: ра-

диус источника 4.3 · 10−3 м, высота источника 5.5 · 10−3 м, толщина зазора 0.03 ·
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Рис. 2. Коэффициенты ki, ρi, ci, где i = 1, 2, 3 (слева направо)

Рис. 3. Распределение температуры в различные моменты времени t = 2, 8 и 15 c

Рис. 4. Распределение перемещений по r и по z и напряжения для таблетки и оболочки

10−3 м и толщина оболочки 0.5 · 10−3 м (рис. 3 слева). Расчеты проводились на

треугольной сетке, содержащей 19486 элементов и 9627 узлов (см. рис. 3 слева).

Результаты расчетов представлены на рис. 3, 4. Рис. 3 иллюстрирует нагрев

подобласти источника в разные моменты времени за счет наличия внутреннего

источника тепла и охлаждения за счет конвективного теплообмена с окружаю-

щей средой посредством задания граничных условий третьего рода. Возника-

ющие перемещения и напряжение в источнике и в оболочке за счет тепловых

расширений проиллюстрированы на рис. 4 и представлены на конечный момент

времени tmax = 15 c. При этом представленные перемещения достаточно малы.

В случае больших тепловых расширений необходимо будет использовать другие

модели для описания упругого состояния, в том числе с учетом возможного кон-
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Рис. 5. Геометрия и расчетная область в разрезе. Распределение температуры

в разрезе для различных временных слоев t = 2 сек, t = 8 сек, t = 15 сек

такта источника с оболочкой. В данном случае мы проводили моделирование

перемещений в рамках базовой модели линейной упругости.

4. Численное моделирование трехмерной задачи

Решим трехмерную задачу термоупругости с внутренним источником с

несимметричной геометрией. Геометрия и расчетная область в разрезе пред-

ставлены на рис. 5.

Для численных вычислений использовались следующие значения коэффи-

циентов: для расчета перемещений

E1 = 170 · 109 [Па], ν1 = 0.3, β1 = 10−5[K−1],

E2 = 60 · 109 [Па], ν2 = 0.32, β2 = 2 · 10−5[K−1]

и теплопереноса

(k1, k2, k3) = (7, 0.2, 23)

[
Вт

м · К

]
, (c1, c2, c3) = (300, 5200, 300)

[
Дж

кг · К

]
,

(ρ1, ρ2, ρ3) = (104, 0.1, 6550)
[кг

м3

]
.

Моделирование проводилось при Qf = 2 · 108[Дж

м3 ] и τ = 0.1 [с] на tmax = 15 c.

В качестве граничных условий задавалось α = 7500
[

Дж

м2
·К

]
, Tout = T0 = 373[K]

для температуры и pg = 2 · 106 [Па], pout = 15 · 106 [Па] для перемещений.

Результаты расчетов распределения температуры для различных времен-

ных слоев t = 2 сек, t = 8 сек, t = 15 сек представлены в разрезе на рис. 5.
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Рис. 6. Распределения модуля перемещений в срезе для значений предела текучести

1.3 · 108, 1.2 · 108 и 1.1 · 108 Па(слева направо) в момент времени t = 15 сек

Рис. 7. Распределения модуля перемещений в срезе решений задач пластичности

для значений предела текучести σy = 3 · 108 Па, 100 · 108 Па

и для задачи линейной упругости в момент времени t = 15 сек.

Для определения влияния величины предела текучести на нелинейное ре-

шение задачи пластичности было проведено исследование распределения моду-

ля перемещения для различных значений предела текучести около предельной

величины. Распределения модуля перемещений в срезе для значений предела

текучести, равных 1.3 · 108, 1.2 · 108 и 1.1 · 108 Па, представлены на рис. 6 и

иллюстрируют увеличение перемещений при уменьшении предела текучести.

Из рисунков распределения перемещений видно, что при приближении к неко-

торому предельному значению предела текучести непропорционально увели-

чивается модуль перемещения и оболочка сильно разбухает, что показывает
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целесообразность использования материалов с большим значением предела те-

кучести. Также из используемой модели пластичности следует, что при уве-

личении предела текучести решение нелинейной задачи должно стремиться к

решению задачи линейной упругости, что и показывают результаты на рис. 7,

где представлены сравнения распределения модуля перемещений при значениях

предела текучести, равных σy = 3 · 108 Па, 100 · 108 Па, и распределение модуля

перемещений для линейной задачи.

5. Заключение

В работе представлена модель термоупругого состояния конструкции с внут-

ренним источником. Вычислительная реализация построена с использованием

метода конечных элементов. Результаты моделирования представлены для дву-

мерной осесимметричной постановки и для трехмерного случая.

В дальнейшем планируется рассмотреть термоупругое состояние с учетом

наличия трещин и течения газа, которые существенно изменяют теплофизиче-

ские свойства теплового источника и, следовательно, могут привести к большим

градиентам температур в местах особенностей задачи.
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