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В настоящей работе рассматривается антагонистическая диффеpенциаль-

ная игра поиска [1–3] со стороны ищущего. Работа примыкает к работам [4–10],

в которых исследовались свойства и проблемы аппроксимации информацион-

ных множеств для различных классов конкретных дифференциальных игр по-

иска и со стороны ищущего игрока, и со стороны прячущегося игрока.

Определение, построение и аппроксимация информационных множеств о

состоянии игроков в настоящее время является одной из важных задач тео-

рии дифференциальных игр, исследованию которой посвящены работы многих

авторов (см. ссылки в [11]).

1. Постановка задачи

Пусть уравнения движения игроков P и E, где P — ищущий игрок, а E —

прячущийся игрок, описывается системой дифференциальных уравнений:

P : ẋ = u, ‖u‖ ≤ α, x(0) = x0, ‖x0‖ = r + l, x, u ∈ R2, (1)

E: ẏ = v, ‖v‖ ≤ β, y(0) = y0, ‖y0‖ ≤ r, β ≤ α, y, v ∈ R, (2)

где x0 — местоположение ищущего игрока P в момент времени t0 = 0, y0 —

местоположение прячущегося игрока E в момент времени t0 = 0, α, β, r, l —

параметры игры.
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Допустимые управления u = u(t), t ≥ 0, игрока P — кусочно постоянные

функции. Множество всех допустимых управлений игрока P обозначим через

DP . Под чистой стратегией a игрока P будем понимать пару a = (x0, u(·)),
где точка x0 ∈ R2 удовлетворяет условию (1).

Допустимые управления v = v(t), t ≥ 0, игрока E — кусочно непрерывные

функции. Множество всех допустимых управлений игрока E обозначим через

DE. Под чистой стратегией b игрока E будем понимать пару b = (y0, v(·)),
где y0 ∈ R2 удовлетворяет условию (2). Игра рассматривается в программных

стратегиях [1–3].

Состояние информации в игре следующее. В начальный момент времени

t = t0 игрок P (E) обладает лишь априорной информацией о другом игроке,

т. е. ему известны ‖y0‖ ≤ r (‖x0‖ = r + l) и динамика игры (1), (2). В даль-

нейшем ходе игры игроки не получают текущей информации о местоположении

противника.

Игра происходит следующим образом: игрок E выбирает некоторую точку

y0 из круга радиуса r и допустимые управления v(·). Игрок P , не зная страте-

гию игрока E, выбирает стратегию a = (x0, u(·)).
Игрок E считается обнаруженным (пойманным) в момент времени t, если

расстояние между x(t) и y(t) меньше или равно l, гдe l — заданное положитель-

ное число.

Предположим, что для каждого состояния x ∈ R2 определено множество

S(x) ⊂ R2 — замкнутый круг радиуса l с центром в точке x, которое в дальней-

шем будем называть областью обнаружения игрока P .

На состояниях x(t) и y(t) введем функцию F1(x(t), y(t)) игрока P следую-

щим образом:

F1(x(t), y(t)) =

{
1, если y(t) ∈ S(x(t)),

0 в противном случае.
(3)

Определение 1. Будем говорить, что в момент времени t ∈ [t0, T ] про-

изошло обнаружение игрока E ищущим игроком, если F1(x(t), y(t)) = 1.

Используя функцию (3), на траекториях

x(·) = x(·, t0, x0, u), y(·) = y(·, t0, y0, v)

игроков определим следующие функционалы:

F2(x(·), y(·)) = max
t∈[t0,T ]

F1(x(t), y(t)),

F τ
2 (x(·), y(·)) = max

t∈[t0,τ ]
F1(x(t), y(t)), τ ≤ T.

Определение 2. Будем говорить, что игрок P при движении вдоль тра-

ектории x(·) обнаруживает игрока E (движущегося вдоль траектории y(·)),
если F2(x(·), y(·)) = 1.

Функцию выигрыша K((x0, u(·)), (y0, v(·))) игрока P в ситуации ((x0, u(·)),
(y0, v(·))) определим по правилу

K((x0, u(·)), (y0, v(·))) = F2(x(·, t0, x0, u), y(·, t0, y0, v)).
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Поскольку рассматриваемые игры антагонистические, функция выигрыша

игрока E равна функции выигрыша игрока P с обратным знаком.

Таким образом, мы определили антагонистическую игру

� = 〈A,B,K〉

в нормальной форме в классе чистых стратегий, A (B) — множество всех чистых

стратегий игрока P (E).

Игру поиска будем рассматривать в классе смешанных стратегий [1–3]. Под

смешанной стратегией µ (ν) игрока P (E) будем понимать конечную смесь

µ = (µ1, . . . , µk) (ν = (ν1, . . . , νm)),

заданную на конечном подмножестве {a1, . . . , ak} ⊂ A ({b1, . . . , bm} ⊂ B), где

µi = 1/k, i = 1, . . . , k (νi = 1/m, i = 1, . . . ,m).

Тогда выигрыш M(µ, b) (M(a, ν)), где µ (ν) — смешанная стратегия, заданная

на множестве {a1, . . . , ak} ⊂ A ({b1, . . . , bk} ⊂ B), определяется следующим

образом:

M(µ, b) =
1

k

k∑

i=1

F2(xi(·), y(·)), M(a, ν) =
1

m

m∑

i=1

F2(x(·), yi(·)), (4)

где xi(·), (yi(·)) — траектория движения игрока P (E), порожденная стратегией

ai (bi).

Стоит отметить, что выигрыш M(µ, b) (M(a, ν)) игрока P имеет смысл

вероятности обнаружения игрока E в ситуации (µ, b) ((a, ν)) в смешанных стра-

тегиях.

Определение 3. Будем говорить, что смешанная стратегия µ игрока P

гарантирует вероятность обнаружения, не меньшую чем V , еслиM(µ, b) ≥ V
для любого b ∈ B, 0 ≤ V ≤ 1.

Определение 4. Будем говорить, что смешанная стратегия ν игрока E

гарантирует вероятность обнаружения, не большую чем V , если M(a, ν) ≤ V
для любого a ∈ A, 0 ≤ V ≤ 1.

Стратегию игрока P (E) будем называть гарантирующей, если она гаран-

тирует ему вероятность обнаружения, равную 1 (0).

Далее выясним, какую вероятность обнаружения может гарантировать себе

игрок P в классе смешанных стратегий при отсутствии гарантирующих стра-

тегий. В настоящей работе игра поиска рассматривается со стороны ищущего

игрока P .

2. Дифференциальная игра поиска в случае, когда

ищущий игрок P движется только по прямым

Предположим, что ищущий игрок P , в начальный момент времени t0 = 0

находясь в точке x0, выбирает постоянное управление и в дальнейшем ходе
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игры не имеет возможности его изменить. Таким образом, у него реализуется

траектория a = (x0, u(·)), где u(·) = const, которая на плоскости представляется

в виде прямой.

Рассмотрим игру поиска с одним ищущим игроком P и убегающим игроком

E. Представим данную игру на плоскости. Для этого проведем прямоугольную

декартову систему координат так, чтобы точка начального расположения x0

игрока P лежала на оси Ox, а центр области начального расположения игрока

E — круга радиуса r с центром в точке y0 — совпадал с началом координат.

Расстояние между точками x0 и y0 равно r + l (рис. 1).

Для гарантированного обнаружения (поимки) прячущегося игрока E одним

ищущим игроком P в случае, когда β = 0, достаточно выполнение неравенства

r ≤ l (рис. 2).

В случае, когда β > 0:

r +
β(r + l)

α
≤ l. (5)

В этом случае ищущий игрок P двигается к центру области начального располо-

жения игрока E. В момент времени t = (r + l)/α он попадает в этот центр. При

этом круг обнаружения ищущего игрока P полностью покрывает множество до-

стижимости игрока E из начального множества неопределенности, являющееся

кругом радиуса r + βt, при выполнении неравенства (5) (рис. 3).

В этом случае описанная выше стратегия ищущего игрока является гаран-

тирующей обнаружение.

3. Вспомогательная игра поиска с нарядом

ищущих игроков. Основные понятия

Предположим что неравенство (5) не выполняется, т. е. r + β(r + l)/α > l.

Это означает, что один ищущий игрок P , двигаясь по прямолинейной траекто-

рии, не cможет гарантированно обнаружить прячущегося игрока E.

Рассмотрим вспомогательную игру � (k, 1) между прячущимся игроком E

и нарядом ищущих игроков P = {P1, . . . , Pk}, действующих согласованно как

один игрок под воздействием системы (1).

В начальный момент игрок E и каждый из наряда ищущих игроков P =

{P1, . . . , Pk} выбирают начальные местоположения y0 ∈ Y0, x
i
0 ∈ X0, i = 1, . . . , k,

и допустимые упpавления v(·), ui(·) i = 1, . . . , k. Начальное множество неопре-

деленности Y0 игрока E — круг радиуса r с центром в начале координат, мно-

жество X0 — окружность радиуса r + l с центром в начале координат. Тогда

у ищущих игроков P̄ = {P1, . . . , Pk} и у прячущегося игрока E pеализуются

тpаектоpии xi(·) = x(·, t0, xi0, ui), i = 1, . . . , k, и y(·) = y(·, t0, y0, v) соответ-

ственно. Если начальное местоположение ищущих игроков одинаково: xi0 = x0,

i = 1, . . . , k, то вспомогательную игру будем называть игрой с фиксированным

начальным местоположением игроков.

На состояниях x(t), . . . , xk(t) и y(t) введем функцию F3(x1(t), . . . , xk(t), y(t))
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Рис. 1. Начальное местоположение игроков

a) перед началом игры б) после поимки, где l = r

Рис. 2. Игра поиска с одним ищущим игроком при β = 0

a) перед началом игры б) после поимки, где r +
β(r+l)

α
= l

Рис. 3. Игра поиска с одним ищущим игроком при β > 0
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следующим образом:

F3(x1(t), . . . , xk(t), y(t)) =

k∑

i=1

F2(xi(t), y(t)).

Определение 5. Будем говорить, что в момент времени t ∈ [t0, T ] про-

изошло k∗-обнаружение, если k∗, k∗ ≤ k, ищущих игроков обнаружили прячу-

щегося игрока E, т. е. F3(x1(t), . . . , xk(t), y(t)) = k∗.

На траекториях xi(·), i = 1, . . . , k, и y(·) игроков определим следующие

функционалы:

F4(x1(·), . . . , xk(·), y(·)) =
k∑

i=1

F2(xi(·), y(·)),

F τ
4 (x1(·), . . . , xk(·), y(·)) =

k∑

i=1

F τ
2 (xi(·), y(·)).

Определение 6. Будем говорить, что при движении наряда P вдоль тра-

екторий x1(·), . . . , xk(·) происходит k∗-обнаружение игрока E (движущегося

вдоль траектории y(·)), если

F4(x1(·), . . . , xk(·), y(·)) = k∗.

Последнее условие означает, что из наряда игроков P , двигающихся вдоль тра-

екторий x1(·), . . . , xk(·), k∗ ищущих игроков обнаруживают убегающего игрока

E, движущегося по траектории y(·).
Определение 7. Стpатегия ā = ((x1

0, u1(·)), . . . , (xk0 , uk(·))) наpяда P на-

зывается гаpантиpующей k∗-обнаружение (1 ≤ k∗ ≤ k), если

F4(x1(·), . . . , xk(·), y(·)) ≥ k∗

для любой стpатегии b = (y0, v(·)) игрока E, где

xi(·) = x(·, t0, xi0, ui), i = 1, . . . , k, y(·) = y(·, t0, y0, v).

Определение 8. Информационным множеством �k,k∗(t) назовем такое

множество, в котором может находиться убегающий игрок E, будучи необнару-

женным k∗ ищущими игроками из наряда k игроков.

Если информационное множество �k,k∗(t) является пустым для вспомога-

тельной игры с нарядом ищущих игроков P , то существует смешанная страте-

гия игрока P , гарантирующая вероятность обнаружения V ≥ k∗/k [5–7]. Если

k∗ = k, то множество �k,k(t) будем обозначать через �(t). Для конкретных игр,

когда k и k∗ фиксированы, информационное множество �k,k∗(t) будем называть

также областью неопределенности.
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ϕ1 = ϕtan ϕ1 = ϕtan

Рис. 4. Стратегия где ϕ1 = ϕtan

ϕ1 < ϕtan ϕ1 > ϕtan

Рис. 5. Покрытие области неопределенности, когда ϕ1 6= ϕtan

Для визуального отображения информационного множества �k,k∗(t) крас-

ным (red) цветом раскрасим область, которую исследовал первый ищущий иг-

рок P1, зеленым (green) — второй P2, и синим (blue) — третий P3 в случае, когда

k = 3.

По аналогии с цветовой моделью RGB области, которые исследовали пер-

вый и второй ищущие игроки, будут отображаться желтым (yellow), второй и

третий — голубым (cyan), первый и третий — пурпурным (magenta) цветом. Об-

ласть, попавшая одновременно в три круга обнаружения, будет отображаться

серым (grey) цветом.

3.1. Вспомогательная игра поиска с двумя ищущими игроками.

Начальное местоположение ищущих игроков фиксировано. Предполо-

жим, что k = 2 и в игре поиска участвуют два ищущих игрока. Рассмотрим

случай, когда в начале игры местоположение ищущих игроков фиксировано и
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они оба находятся в точке x0. Расстояние между точкой x0 и центром круга

начального расположения игрока E — круга радиуса r — равно r + l.

Для начала рассмотрим следующую стратегию первого ищущего игрока

P1. Игрок P1, находясь в точке x0, начинает движение под углом ϕ1 > 0 в сто-

рону области начального множества неопределенности убегающего игрока E —

круга с радиусом r. Обозначим через t∗ момент, когда область обнаружения иг-

рока P1 полностью входит в множество достижимости игрока E в этот момент.

В момент t∗ две окружности — область обнаружения S(x(t∗)) и множество до-

стижимости игрока E — круг радиуса r + βt∗ касаются друг друга. Выделим

такой угол ϕtan, при котором эта общая касательная параллельна направлению

движения игрока P1. Угол по касательной ϕtan определяется по формуле

sin(ϕtan)

(
1 +

β2

α2

)
=
r − l

r + l
+
β

α

√
β2

α2
+ 1 − (l − r)2

(l + r)2
. (6)

Заметим, что при ϕ1 = 0 игрок P1 двигается в сторону центра круга неопре-

деленности по прямой x0O и при этом t∗ = 2l/(α + β). При таком движении

общая касательная перпендикулярна направлению движения игрока P .

Несложно доказать, что стратегия игрока P1, где он будет двигаться по

направлению общей касательной между областью обнаружения игрока P1 и

областью достижимости игрока E, доминирует все остальные стратегии, при

которых угол ϕ > ϕtan, так как при таком движении покрывается бо́льшая

часть области неопределенности, чем при любой другой прямолинейной стра-

тегии (рис. 4, 5).

В дальнейшем будем считать, что игрок P1 выбирает стратегию, где ϕ1 =

ϕtan определяется по формуле (6).

Игра поиска с двумя ищущими игроками происходит следующим образом.

Ищущие игроки P1, P2 начинают движение с точки x0 по траекториям P1(t),

P2(t), где t ≥ 0, c постоянной скоростью α, причем α > β. Будем считать, что

ϕ1 = −ϕ2.

Траектории ищущих игроков P1(t), P2(t) описываются следующими урав-

нениями:

P1(t): ẋ1(t) = αt cosϕ1(t), ẋ2(t) = αt sinϕ1(t),

P2(t): ẋ1(t) = αt cosϕ2(t), ẋ2(t) = αt sinϕ2(t).

Игра � (2, 1) заканчивается в момент T , если ищущие игроки P1, P2, следуя по

выбранным траекториям P1(t), P2(t), совершили гарантированную поимку (об-

наружение) убегающего игрока E, т. е. полностью исследовали область дости-

жимости прячущегося игрока E и при этом информационное множество �2,1(T )

стало пустым.

В противном случае считается, что прячущийся игрок E может, зная тра-

ектории P1(t), P2(t), избежать обнаружения до момента T .
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Условием для обнаружения прячущегося игрока E двумя ищущими игро-

ками будет являться выполнение неравенства

l

2

(
1

sinϕ1
− β

α tan(ϕ1))
− 1

)
≥ r. (7)

В частном случаем, когда β = 0,

l

2

(
1

sinϕ1
− 1

)
≥ r. (8)

На рис. 6, 7 зеленым цветом отображено информационное множество, состоя-

щее из точек, которые не смог обнаружить первый ищущий игрок P1.

Красным цветом отображено информационное множество, состоящее из то-

чек, которые не смог обнаружить второй ищущий игрок P2.

Желтым цветом отображено информационное множество, являющееся под-

множеством множества достижимости игрока E, имеющее двойное покрытие,

т. е. те точки, которые были обнаружены двумя ищущими игроками.

3.2. Вспомогательная игра поиска с двумя ищущими игроками.

Начальное местоположение ищущих игроков произвольно. Покажем,

что оценку (7) можно улучшить, если разместить ищущих игроков P1, P2 в раз-

личные начальные положения. Обозначим начальное местоположение ищущего

игрока P1 через x1
0, игрока P2 — через x2

0 (рис. 8).

Для начала рассмотрим игру поиска, где β = 0. В данном случае задача

сводится к нахождению условия, при котором каждый ищущий игрок, двига-

ясь по касательной траектории с углом ϕtan, исследовал бы область достижи-

мости прячущегося игрока E, представляющую собой полуокружность радиуса

r. Условием для гарантированного обнаружения прячущегося игрока E будет

выполнение неравенства

r ≤ 2l, (9)

так как две полосы шириной 2l полностью покрывают круг радиуса r началь-

ного местоположения прячущегося.

В случае, когда β > 0,

r + β(t1 − t2 + t3) ≤ 2l, (10)

где t1 — момент времени, в который происходит соприкосновение круга обнару-

жения ищущего игрока P1 и круга достижимости прячущегося игрока E, t2 —

момент времени, в который круг обнаружения ищущего игрока P1 находится

внутри круга достижимости игрока E и имеет с кругом достижимости одну

общую точку, t3 — общее время, которое потребуется ищущему игроку P1 для

поимки E:

t1 =
(r + l) cosϕ1

α
, t2 =

√
x2
d + y2

d − l2

α
,

t3 =

√
(xd − αt1 cosϕ1)2 + (yd − αt1 sinϕ1)2 − l2

α
,
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a) перед началом игры б) после поимки

Рис. 6. Игра поиска с двумя ищущими игроками при β > 0

a) перед началом игры б) после поимки

Рис. 7. Игра поиска с двумя ищущими игроками при β = 0

Рис. 8. Начальное местоположение ищущих игроков
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β = 0 β > 0

Рис. 9. Игра с двумя ищущими игроками при различных начальных расположениях

Рис. 10. Игра поиска k = 3, начальное местоположение ищущих игроков фиксировано

где (xd;yd) — координаты точки касания D.

Выполнение неравенства (10) гарантирует обнаружение (поимку) прячуще-

гося игрока E с вероятностью V ≥ 1/2 для игры поиска подвижного объекта, а

выполнение неравенства (9) — для игры поиска неподвижного объекта.

Таким образом, показано, что во вспомогательной игре с двумя ищущими и

одним убегающим для гарантированного обнаружения достаточно выполнение

условий (7) и (8), если начальное местоположение ищущих фиксировано. Нера-

венство (7) для подвижного прячущегоя игрока, (8) для неподвижного. Условия

(9) и (10) найдены для игры, когда начальное местоположение ищущих не фик-

сировано.

4. Вспомогательная игра поиска

с тремя ищущими игроками

Допустим, что вышеприведенные неравенства не выполняются для рас-

смотренных игр с двумя ищущими и одним убегающим. Будем искать достаточ-
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ные условия гарантированного обнаружения для вспомогательной игры с тремя

ищущими и одним убегающим и численно строить информационные множества.

Рассмотрим случай игры, когда k = 3 и наряд ищущих состоит из трех игроков

P1, P2 и P3.

4.1. Начальное местоположение ищущих игроков фиксировано.

Ищущие игроки P1, P2 и P3 начинают движение с точки x0 по траекториям

P1(t), P2(t) и P3(t), где t ≥ 0, c постоянной скоростью α, причем α > β (рис. 10).

Траектории ищущих игроков P1(t), P2(t), P3(t) описываются следующими

уравнениями:

P1(t): ẋ1(t) = αt cosϕ1(t), ẋ2(t) = αt sinϕ1(t);

P2(t): ẋ1(t) = αt, ẋ2(t) = αt;

P3(t): ẋ1(t) = αt cosϕ3(t), ẋ2(t) = αt sinϕ3(t).

Будем считать, что ϕ1 = −ϕ3.

Достаточным условием для гарантированной поимки (обнаружения) в слу-

чае, когда β = 0, будет выполнение неравенства
√

(αt1 − (r + l) − l sin(ϕ1/2))2 + cos2(ϕ1/2)l2 ≥ r (11),

где t1 — момент времени, в который ищущие игроки P1 и P2, двигаясь по траек-

ториям P1(t), P2(t), имеют точку соприкосновения окружностей обнаружения.

В случае, когда β > 0, достаточным условием гарантированного обнаруже-

ния будет выполнение неравенства

(αt1 − (r + l) − l sin(ϕ1/2))2 + cos2(ϕ1/2)l2 ≥ (r + βt1)
2. (12)

Выполнение неравенств (11), (12) гарантирует поимку прячущегося игрока

E с вероятностью V ≥ 1/3 [5].

4.2. Начальное расположение ищущих игроков произвольно.

В этом случае аналитические оценки получены для игры поиска неподвижного

объекта. Для игры поиска подвижного объекта информационные множества

получены только численно с помощью программы.

Рассмотрим случай, когда начальное расположение ищущих игроков P1, P2,

P3 различно. Обозначим начальное расположение ищущих игроков P1, P2, P3

через x01
, x02

и x03
соответственно. В этой игре, когда β = 0 (поиск неподвиж-

ного объекта), если три полосы шириной 2l полностью покрывают круг радиуса

r начального местоположения прячущегося, т. е. при выполнении условия

r ≤ 3l, (13)

игрок P в основной игре, используя смешанные стратегии (4), гарантирует об-

наружение (поимку) прячущегося игрока E с вероятностью V ≥ 1/3 [5].

С помощью программы раскрасим и покажем характерные области инфор-

мационного множества, когда начальными местоположениями ищущих игроков
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β = 0 β > 0

Рис. 11. Покрытие при k = 3 и фиксированном расположении ищущих игроков

Рис. 12. Игра поиска k = 3, начальное местоположение ищущих игроков произвольно

при прямолинейной траектории будут точки x01
с координатами (0;−(r + l)),

x02
с координатами (1/2(r + l); sin 60◦(r + l)) и x03

с координатами (1/2(r +

l);− sin 60◦(r + l)).

Заметим, что при выполнении условия

3

4
r ≤ l (14)

ищущий игрок в основной игре, используя смешанные стратегии (4), гаранти-

рует обнаружение (поимку) прячущегося игрока E с вероятностью V ≥ 2/3.

Действительно, в этом случае полоса шириной 2l покрывает 2/3 часть окруж-

ности радиуса r, границы круга начального местоположения прячущегося. Это

означает, что три полосы шириной 2l, соответствующие траекториям ищущих,

начинающиеся с точек x1
0, x

2
0 и x3

0 соответственно (рис. 12), полностью покры-

вают начальный круг неопределенности таким образом, что любая точка этого

круга попадает хотя бы в две такие полосы.
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β = 0 β > 0

Рис. 13. Покрытие при k = 3 и произвольном расположении ищущих игроков

Покажем два рисунка, где программой разными цветами раскрашиваются

области, которые исследовали отдельно первый ищущий игрок P1, второй P2 и

третий P3; области, которые исследовали совместно P1 и P2, P1 и P3, P2 и P3;

области, которые совместно исследованы всеми тремя ищущими.

На рис. 13 информационное множество �3,2(T ) — это объединение мно-

жеств, которые раскрашены красным, зеленым и синим, где T — момент вре-

мени, когда ищущие полностью исследовали множество достижимости игрока

E. По построению красным (red) цветом раскрашено множество точек, кото-

рое исследовано только первым ищущим игроком P1, зеленым (green) — только

вторым P2 и синим (blue) — только третьим ищущим P3. �
3,2(T ) — это множе-

ство, в котором может находиться убегающий игрок E, будучи необнаруженным

двумя ищущими игроками из наряда трех игроков.
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