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Введение

Нелокальные задачи с условием Ионкина занимают особое место в теории

краевых задач для дифференциальных уравнений. Систематическое исследо-

вание подобных задач началось с работы Н. И. Ионкина [1], опубликованной в

1977 г. Как было показано в данной работе, нелокальная задача с представ-

ленным в ней условием обладает особенностями, существенно отличающими ее

от классических задач. В [1] был предложен оригинальный метод доказатель-

ства разрешимости изучаемой задачи, этот метод в дальнейшем неоднократно

использовался в различных ситуациях, связанных с нелокальными задачами с

условием [1] (см. [2–11]).

Наряду с методом, предложенным в [1], в исследованиях разрешимости

пространственно-нелокальных задач использовались и иные методы (см. рабо-

ты [12–17]). В настоящей работе будут использоваться прежде всего методы,

представленные в последних работах [16, 17].

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и образования Российской Феде-
рации, соглашение № 075-02-2026-1328, февраль 20, 2026.
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Заметим также следующее. В 1980 г. А. А. Самарский в работе [18] пред-

ложил постановку краевой задачи для параболических уравнений с одной про-

странственной переменной, включающую в себя как постановки естественных

первой, второй, третьей или смешанной краевых задач, так и постановки мно-

гих нелокальных задач, в том числе задачи с нелокальным условием работы [1].

Но значительно раньше, на рубеже XIX и XX веков, аналогичную постановку

предложил В. А. Стеклов (см. [19, 20]). По-видимому, работы В. А. Стекло-

ва, связанные с постановками краевых задач для параболических уравнений,

остались незамеченными, и в последнее время задачи с нелокальным услови-

ем работы [1] и ее аналогами в мировой литературе называют «задачами Са-

марского — Ионкина». В настоящей работе авторы также будут использовать

названия, связанные с именами А. А. Самарского и Н. И. Ионкина, но в то

же время авторы всегда будут подразумевать более правильное с точки зрения

истории математики название «задача Стеклова — Самарского — Ионкина».

В настоящей работе будут изучаться нелокальные задачи с обобщенным

условием Самарского — Ионкина для нового класса дифференциальных урав-

нений — для псевдопараболических уравнений третьего порядка. Подобные

уравнения входят в общий класс дифференциальных уравнений, называемых

в последнее время «уравнениями соболевского типа». Разрешимость естествен-

ных краевых и начально-краевых задач для псевдопараболических уравнений

(и иных уравнений соболевского типа) изучалась во многих работах, выде-

лим здесь монографии [21–24]. Что касается разрешимости нелокальных задач

с условием Самарского — Ионкина для псевдопараболических уравнений, то

здесь можно назвать лишь работу [25]. Для уравнений, о которых будет идти

речь ниже, нелокальные задачи с обобщенным условием Самарского — Ионкина

ранее не изучались.

1. Постановка задач

ПустьG — ограниченная область из пространства Rn переменных y1, . . . , yn
с гладкой (для простоты бесконечно дифференцируемой) границей, � — интер-

вал (0, 1) оси Ox, Q — область �×G× (0, T ) переменных x, e, t (0 < T < +∞).

Далее пусть a(x, y, t), b(x, y, t), c(x, y, t), f(x, y, t) и γ(y, t) — заданные функции,

определенные при x ∈ �, t ∈ [0, T ], A,B и L — дифференциальные операторы,

действие которых на заданной функции v(x, y, t) определяется равенствами

Av = vxx + a(x, y, t)vx + b(x, y, t)v,

Bv = �v + c(x, y, t)v,

Lv = Bvt +Av

(� — оператор Лапласа по переменным y1, . . . , yn).

Нелокальная краевая задача I. Найти функцию u(x, y, t), являющуюся

в области Q решением уравнения

Lu = f(x, y, t) (1)
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и такую, что для нее выполняются условия

u(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ �×G; (2)

u(x, y, t)|(x,t)∈�×(0,T ),y∈� = 0; (3)

u(0, y, t) = γ(y, t)u(1, y, t), ux(1, y, t) = 0, (y, t) ∈ G× (0, T ). (4)

Нелокальная краевая задача II. Найти функцию u(x, y, t), являющу-

юся в области Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются

условия (2), (3), а также условие

ux(0, y, t) = γ(y, t)ux(1, y, t), u(1, y, t) = 0, (y, t) ∈ G× (0, T ). (5)

Обозначим через V0 линейное пространство

V0 = {v(x, y, t) : v(x, y, t) ∈ L2(Q), vxx(x, y, t) ∈ L2(Q),

vxyi(x, y, t) ∈ L∞ (0, T ;L2(�×G)) , vyiyjt(x, y, t) ∈ L2(Q), i, j = 1, . . . , n}.

Будем считать далее, что в этом пространстве задана норма

‖v‖V0
=

(∫

Q

(
v2 + v2

xx +

n∑

i,j=1

v2
yiyjt

)
dxdydt +

n∑

i

‖vxyi‖2L∞(0,T ;L2(�×G))

) 1
2

.

Очевидно, что V0 с этой нормой банахово.

Целью настоящей работы будет доказательство разрешимости нелокальных

задач I и II именно в пространстве V0.

2. Разрешимость нелокальной задачи I

Доказательство разрешимости нелокальной задачи I будет проведено с по-

мощью метода регуляризации и метода продолжения по параметру. Поскольку

при реализации метода регуляризации и при реализации метода продолжения

по параметру требуются «хорошие» априорные оценки, установим вначале их

наличие.

Пусть u(x, y, t) — решение из пространства V0 нелокальной задачи I. Заме-

тим, что для подобных функций выполняется неравенство

∫

�

∫

G

u2(x, y, t) dxdy ≤ d0

n∑

i=1

∫

�

∫

G

u2
yi(x, y, t) dxdy, (6)

в котором t ∈ [0, T ], d0 — число, определяемое лишь областью G.

Лемма 1. Пусть выполняются условия

a(x, y, t) ∈ C(Q), ax(x, y, t) ∈ C(Q), b(x, y, t) ∈ C(Q),

c(x, y, t) ∈ C(Q), ct(x, y, t) ∈ C(Q), b(x, y, t) ∈ C(Q);
(7)

a(x, y, t) = xa1(x, y, t) + a2(x, y, t), a1(x, y, t) ∈ C(Q),

a2(x, y, t) ≥ 0 при (x, y, t) ∈ Q;
(8)
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d0c(x, y, t) < 1 при (x, y, t) ∈ Q; (9)

γ(y, t) ∈ C(G × [0, T ]). (10)

Тогда для регулярных решений u(x, y, t) из пространства V0 краевой задачи I

выполняется оценка

∫

�

∫

G

x

[
u2(x, y, t) +

n∑

i=1

u2
yi(x, y, t)

]
dxdy +

t∫

0

∫

�

∫

G

xu2
x(x, y, τ) dxdydτ

+

t∫

0

∫

G

[u2(0, y, τ) + u2(1, y, τ)] dydτ ≤M1

∫

Q

f2(x, y, τ) dxdydτ (11)

с постоянной M1, определяемой лишь функциями a(x, y, t), b(x, y, t), c(x, y, t) и

γ(y, t), а также областью G и числом T .

Доказательство. Рассмотрим равенство

t∫

0

∫

�

∫

G

Lu · xu(x, y, τ) dxdydτ =

t∫

0

∫

�

∫

G

f(x, y, τ)xu(x, y, τ) dxdydτ.

Используя формулу интегрирования по частям и учитывая краевые условия

(2)–(4), нетрудно от данного равенства перейти к следующему:

1

2

n∑

i=1

∫

�

∫

G

xu2
yi(x, y, t) dxdy −

1

2

∫

�

∫

G

xc(x, y, t)u2(x, y, t) dxdy

+

t∫

0

∫

�

∫

G

xu2
x(x, y, t) dxdydτ +

1

2

t∫

0

∫

�

∫

G

a2(x, y, t)u
2(x, y, t) dxdydτ

=

t∫

0

∫

�

∫

G

x

[
b(x, y, τ)− 1

2
ct(x, y, τ)−

1

2
a1(x, y, τ) −

1

2
ax(x, y, τ)

]
u2(x, y, τ) dxdydτ

+
1

2

t∫

0

∫

G

[γ2(y, τ) + a(1, y, τ)− 1]u2(1, y, τ) dydτ

−
t∫

0

∫

�

∫

G

xf(x, y, τ)u(x, y, τ) dxdydτ. (12)

Используя неравенство (6), а также неравенство

t∫

0

∫

G

u2(1, y, τ) dydτ ≤ δ2
t∫

0

∫

�

∫

G

xu2
x(x, y, t) dxdydτ

+

(
2 +

1

δ2

) t∫

0

∫

�

∫

G

xu2(x, y, τ) dxdydτ (13)



Обобщенная задача Самарского — Ионкина 75

в котором δ — произвольное число (см. [16, 17]), учитывая условия (7)–(10),

применяя неравенство Юнга и, наконец, используя лемму Гронуолла, получим,

что для решений u(x, y, t) нелокальной задачи I из пространства V0 будет вы-

полняться оценка

∫

�

∫

G

xu2(x, y, t) dxdy +

t∫

0

∫

�

∫

G

xu2
x(x, y, τ) dxdydτ ≤ K1

∫

Q

f2(x, y, τ) dxdydτ

(14)

с постоянной K1, определяемой лишь функциями a(x, y, t), b(x, y, t), c(x, y, t) и

γ(y, t), а также областью � и числом T .

Возвращаясь к равенству (12) и используя еще раз неравенство (13), полу-

чим, что справедлива требуемая оценка (11).

Лемма доказана.

С помощью оценки (11) нетрудно доказать единственность в пространстве

V0 решения нелокальной задачи I, но сделаем это позже.

Следующие оценки будут получены на решениях вспомогательной задачи;

связь этих оценок с исходной задачей будет пояснена ниже.

Пусть ε, µ и ρ — положительные числа, величины которых будут уточнены

ниже. Далее, пусть Lε,µ,ρ — оператор, действие которого на заданной функции

v(x, y, t) определяется равенством

Lε,µ,ρv = −ε ∂
2

∂t2
�2(vxx − µv) + Lv + ρ�v + ρcv.

Вспомогательная задача. Найти функцию v(x, y, t), являющуюся в об-

ласти Q решением уравнения

Lε,µ,ρv = g(x, y, t) (15)

(g(x, y, t) — заданная функция) и такую, что для нее выполняются условия (2)–

(4), а также условия

vt(x, y, T ) = 0, (x, y) ∈ �×G; (16)

�v(x, y, t)|(x,t)∈�×(0,T ),y∈� = 0. (17)

Уточним, что всюду ниже регулярным решением данной вспомогательной

задачи называется функция v(x, y, t), имеющая все суммируемые с квадратом

по области Q обобщенные производные, входящие в уравнение (15), и удовле-

творящая уравнению (15) почти всюду в Q.

Лемма 2. Пусть выполняются все условия леммы 1, а также условия

at(x, y, t) ∈ C(Q), bt(x, y, t) ∈ C(Q), ct(x, y, t) ∈ C(Q); (18)

∂k+lγ(y, t)

∂yki ∂t
l
∈ C(G× [0, T ]), k = 0, 1, 2, l = 0, 1, i = 1, . . . , n. (19)
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Тогда существуют положительные числа µ1 и ρ1 такие, что при ε > 0, µ ≥ µ1,

ρ ≥ ρ1 для регулярных решений v(x, y, t) вспомогательной задачи (15), (2)–(4),

(16), (17) будет выполняться оценка

ε

∫

Q

x[(�vxt)
2 + (�vt)

2] dxdydt + ε

T∫

0

∫

G

{[�vt(1, y, t)]2 + [�vt(0, y, t)]
2} dydt

+

∫

Q

x
(
v2
x + v2

)
dxdydt+

T∫

0

∫

G

[v2(1, y, t) + v2(0, y, t)] dydt ≤M2

∫

Q

g2 dxdydt,
(20)

постоянная M2 в которой определяется лишь функциями a(x, y, t), b(x, y, t),

c(x, y, t) и γ(y, t), а также областью G и числом T .

Доказательство. Умножим уравнение (15) на функцию −xv(x, y, t) и

проинтегрируем по области Q. После применения формулы интегрирования

по частям и использования краевых условий получим равенство

ε

∫

Q

x[(�vxt)
2 + µ(�vt)

2] dxdydt +

∫

Q

v2
x dxdydt+ ρ

n∑

i=1

∫

Q

xv2
yi dxdydt

+
1

2

∫

Q

a2v
2 dxdydt+

∫

Q

x
[a1

2
− ρc− xb

]
v2 dxdydt +

1

2

n∑

i=1

∫

�

∫

G

xv2
yi(x, y, T ) dxdy

= ε

T∫

0

∫

G

ϕ(y, t, γ(y, t), v(1, y, t)) dydt

+
1

2

T∫

0

∫

G

(γ2 − 1)v2(1, y, t) dydt+
1

2

T∫

0

∫

G

a(1, y, t)v2(1, y, t) dydt−
∫

Q

xgv dxdydt,

в котором ϕ(y, t, γ(y, t), v(1, y, t)) — квадратичная форма от функций v(1, y, t),

vt(1, y, t), vyi(1, y, t), vyit(1, y, t), i = 1, . . . , n, �v(1, y, t), �vt(1, y, t) с коэффици-

ентами, определяемыми функцией γ(y, t).

Заметим прежде всего, что вследствие неравенства (6) и условия (9) суще-

ствует положительное число ρ0 такое, что при ρ ≥ ρ0 выполняется

ρ

(
1

d0
− c(x, y, t)

)
+
a1(x, y, t)

2
− b(x, y, t) ≥ c0 > 0, (x, y, t) ∈ Q. (22)

Оценивая форму ϕ сверху суммой квадратов, далее оценивая интеграл от каж-

дого квадрата через интеграл от функции�vt(1, y, t) (что возможно) и, наконец,

применяя к функции �vt(1, y, t) неравенство (13), получим, что справедлива

оценка
T∫

0

∫

G

ϕ(y, t, γ(y, t), v(1, y, t)) dydt

≤ δ0
∫

Q

x(�vxt)
2 dxdydt + C(δ0)

∫

Q

x(�vt)
2 dxdydt, (23)
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в которой δ0 — произвольное положительное число, число C(δ0) определяется

помимо числа δ0 также функцией γ(y, t), областью G и числом T . Зафиксируем

число δ0: δ0 = 1
2 . Поскольку теперь C(1

2 ) — фиксированное число, существует

число µ1такое, что выполняется µ1 − C(1
2 ) > 0. Таким образом, при ρ ≥ ρ0 и

µ ≥ µ1 следствием (21) будет неравенство

ε

2

∫

Q

x

{
(�vxt)

2 +

[
µ1 − C

(
1

2

)]
(�vt)

2

}
dxdydt+

∫

Q

xv2
x dxdydt

+ c0

∫

Q

xv2 dxdydt ≤ K2

T∫

0

∫

G

v2(1, y, t) dydt+

∣∣∣∣
∫

Q

xgv dxdydt

∣∣∣∣, (24)

число K2 в котором определяется лишь функциями γ(y, t) и a(1, y, t).

Первое слагаемое правой части (24) оценим с помощью неравенства (13):

K2

T∫

0

∫

G

v2(1, y, t) dydt ≤ K2δ
2
1

∫

Q

xv2
x dxdydt+K2

(
2 +

1

δ21

)∫

Q

xv2 dxdydt.

Зафиксируем число δ1: K2δ
2
1 = 1

2 . Заметим, что существует ρ1 из промежутка

[ρ0,∞) такое, что для числа c0 из неравенства (22) будет выполняться c0 >

K2(2 + 2K2). Но тогда из (24) и из неравенства Юнга следует, что справедлива

оценка

ε

2

∫

Q

x

{
(�vxt)

2 +

[
µ1 − c

(
1

2

)]
(�vt)

2

}
dxdydt+

1

2

∫

Q

xv2
x dxdydt

+
1

2
[c0 −K2(2 + 2K2)]

∫

Q

xv2 dxdydt ≤ 1

[c0 −K2(2 + 2K2)]

∫

Q

g2 dxdydt. (25)

Заметим теперь, что числа ρ1 и µ1 определяются лишь функциями a(x, y, t),

b(x, y, t), c(x, y, t) и γ(y, t), областью G и числом T и поэтому могут быть вы-

браны изначально. Отсюда следует, что при указанном выше выборе чисел

ρ1 и µ1 для регулярных решений v(x, y, t) задачи (15), (2)–(4), (16), (17) будет

выполняться оценка

ε

∫

Q

x[(�vxt)
2 + (�vt)

2] dxdydt +

∫

Q

x
(
v2
x + v2

)
dxdydt ≤ K3

∫

Q

g2 dxdydt

с постоянной K3, определяемой функциями a(x, y, t), b(x, y, t), c(x, y, t), γ(y, t),

областью G и числом T . Из этой оценки и из неравенства (13) для функций

�vt(1, y, t) и v(1, y, t) вытекает требуемая оценка (20).

Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть выполняются все условия леммы 1, условие (18), а также

условие

∂k+lγ(y, t)

∂yki ∂t
l
∈ C(G× [0, T ]), k = 0, 1, 2, l = 0, 1, 2, i = 1, . . . , n.
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Тогда существуют положительные числа µ2 и ρ2 такие, что при ε > 0, µ ≥
max(µ1, µ2), ρ ≥ max(ρ1, ρ2) для регулярных решений v(x, y, t) вспомогательной

краевой задачи (15), (2)–(4), (16), (17) будет выполняться оценка

ε

∫

Q

x[(�vxtt)
2 + (�vtt)

2] dxdydt+ ε

T∫

0

∫

G

[(�vtt(1, y, t))
2 + (�vtt(0, y, t))

2] dydt

+

∫

Q

x

[
v2
xt +

n∑

i=1

v2
yit

]
dxdydt+

T∫

0

∫

G

[
v2
t (1, y, t) + v2

t (0, y, t)
]
dydt

+

n∑

i=1

∫

�

∫

G

v2
yit(x, y, 0) dxdy ≤M3

∫

Q

(
g2 + g2

t

)
dxdydt, (26)

постоянная M3 в которой определяется лишь функциями a(x, y, t), b(x, y, t),

c(x, y, t), γ(y, t), областью G и числом T .

Доказательство. Умножим уравнение (15) на функцию xvtt(x, y, t) и

проинтегрируем по области Q. В полученном равенстве выполним действия,

аналогичные действиям, выполненным при доказательстве леммы 2, и лишь в

интеграле с функцией g(x, y, t) выполним интегрирование по частям по пере-

менной t. Используя неравенство Юнга и учитывая неравенство (20), нетрудно

получить требуемую оценку (26).

Лемма доказана.

Следующие оценки доказываются аналогично доказательству оценок (20)

и (26), при этом в доказательстве каждой следующей оценки используются

предыдущие.

Лемма 4. Пусть выполняются все условия леммы 2, а также условие

∂k+lγ(y, t)

∂yki ∂t
l
∈ C(G× [0, T ]), k = 0, 1, 2, 3, l = 0, 1, 2, i = 1, . . . , n.

Тогда существуют положительные числа µ3 и ρ3 такие, что при ε > 0, µ ≥
max(µ1, µ2, µ3), ρ ≥ max(ρ1, ρ2, ρ3) для регулярных решений v(x, y, t) вспомога-

тельной краевой задачи (15), (2)–(4), (16), (17) будет выполняться оценка

ε
n∑

i=1

∫

Q

x[(�vxyitt)
2 + (�vyitt)

2] dxdydt

+ ε
n∑

i=1

T∫

0

∫

G

[(�vyitt(1, y, t))
2 + (�vyitt(0, y, t))

2] dydt+

n∑

i=1

∫

Q

xv2
xyit dxdydt

+

∫

Q

x(�vt)
2 dxdydy +

n∑

i=1

T∫

0

∫

G

[
v2
yit(1, y, t) + v2

yit(0, y, t)
]
dydt
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+

∫

�

∫

G

v2
t (x, y, 0) dxdy ≤M4

∫

Q

(
g2 + g2

t

)
dxdydt, (27)

постоянная M4 в которой определяется лишь функциями a(x, y, t), b(x, y, t),

c(x, y, t), γ(y, t), областью G и числом T .

Лемма 5. Пусть выполняются все условия леммы 2, а также условие

∂k+lγ(y, t)

∂yki ∂t
l
∈ C(G× [0, T ]), k = 0, 1, 2, 3, l = 0, 1, 2, i = 1, . . . , n.

Тогда при дополнительном условии

g(x, y, t) = 0 при y ∈ � , x ∈ �, t ∈ [0, T ],

существуют положительные числа µ4 и ρ4 такие, что при ε > 0, µ ≥ max(µ1, µ2,

µ3, µ4), ρ ≥ max(ρ1, ρ2, ρ3, ρ4) для регулярных решений v(x, y, t) вспомогатель-

ной краевой задачи (15), (2)–(4), (16), (17) будет выполняться оценка

ε

∫

Q

x[(�vxtt)
2 + (�vtt)

2] dxdydt

+ ε

T∫

0

∫

G

[(�2vtt(1, y, t))
2 + (�2vtt(0, y, t))

2] dydt+

∫

Q

x(�vxt)
2 dxdydt

+

n∑

i=1

∫

Q

x(�vyit)
2 dxdydy +

T∫

0

∫

G

([vt(1, y, t)]
2 + [vt(0, y, t)]

2) dydt

≤M5

∫

Q

(
g2 + g2

t +

n∑

i=1

g2
yit

)
dxdydt, (28)

постоянная M5 в которой определяется лишь функциями a(x, y, t), b(x, y, t),

c(x, y, t), γ(y, t), областью G и числом T .

Доказательство этих лемм проводится с помощью последовательного

анализа равенств

−
∫

Q

xLε,µ,ρv ·�vtt dxdydt = −
∫

Q

xg�vtt dxdydt,

∫

Q

xLε,µ,ρv ·�2vtt dxdydt =

∫

Q

xg�2vtt dxdydt.

Лемма 6. Пусть выполняются все условия леммы 5. Тогда для регуляр-

ных решений v(x, y, t) краевой задачи (15), (2)–(4), (16), (17) будет выполняться

оценка

ε

∫

Q

[(�vxxt)
2 + (�vxt)

2] dxdydt +

∫

Q

v2
xx dxdydt

≤M6

∫

Q

(
g2 + g2

t +

n∑

i=1

g2
yit

)
dxdydt, (29)
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постоянная M6 в которой определяется лишь функциями a(x, y, t), b(x, y, t),

c(x, y, t), γ(y, t), областью G и числом T .

Доказательство этой леммы проводится с помощью анализа равенства
∫

Q

Lε,µ,ρv · vxx dxdydt =

∫

Q

gvxx dxdydt

при использовании формулы интегрирования по частям, оценок (20), (26)–(28),

а также неравенства

T∫

0

∫

G

v2
x(0, y, t) dydt ≤ δ

∫

Q

v2
xx dxdydt + C(δ)

∫

Q

v2 dxdydt

(δ — произвольное положительное число).

Лемма 7. Пусть выполняются все условия леммы 5. Тогда для регуляр-

ных решений v(x, y, t) краевой задачи (15), (2)–(4), (16), (17) будет выполняться

оценка

ε2
∫

Q

(�2vxxtt)
2 dxdydt ≤M7

∫

Q

(
g2 + g2

t +

n∑

i=1

g2
yit

)
dxdydt, (30)

постоянная M7 в которой определяется лишь функциями a(x, y, t), b(x, y, t),

c(x, y, t), γ(y, t), областью G и числом T .

Доказательство этой леммы очевидно.

Перейдем к доказательству разрешимости, т. е. доказательству существо-

вания и единственности решений нелокальной задачи I.

Теорема 1. Пусть выполняются все условия леммы 1. Тогда нелокальная

задача I не может иметь в пространстве V0 более одного решения.

Доказательство. Пусть в нелокальной задаче I выполняется f(x, y, t) ≡
0. Оценка (11) в этом случае означает, что выполняется равенство

u(0, y, t) = 0, y ∈ G, t ∈ (0, T ).

Другими словами, решение u(x, y, t) нелокальной задачи I является решением

однородной смешанной краевой задачи для псевдопараболического уравнения

(1), т. е. тождественно нулевой в Q функцией. А это и означает справедливость

утверждения о единственности.

Теорема доказана.

Обозначим через V1 множество функций

V1 = {v(x, y, t) : v(x, y, t) ∈ V0, vxxtt(x, y, t) ∈ L2(Q),

�vxxtt(x, y, t) ∈ L2(Q), �2vxxtt(x, y, t) ∈ L2(Q)}.
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Очевидно, что это множество есть линейное пространство; если его наделить

нормой

‖v‖V1
=

{
‖v‖2V0

+

∫

Q

[
v2
xxtt + (�vxxtt)

2 + (�2vxxtt)
2
]
dxdydt

} 1
2

,

то оно станет банаховым пространством.

Теорема 2. Пусть выполняются все условия леммы 5. Тогда для любой

функции f(x, y, t) такой, что f(x, y, t) ∈ L2(Q), ft(x, y, t) ∈ L2(Q), ftyi(x, y, t) ∈
L2(Q), i = 1, . . . , n, f(x, y, t) = 0 при y ∈ � , x ∈ �, t ∈ [0, T ] нелокальная задача

I имеет решение u(x, y, t), принадлежащее пространству V0.

Доказательство. Для фиксированных ρ, µ из промежутков (ρ4,+∞) и

(µ4,+∞) и для функции g(x, y, t) = e−ρtf(x, y, t) рассмотрим вспомогательную

краевую задачу (15), (2)–(4), (16), (17). Заметим прежде всего, что при фик-

сированном положительном ε левые части в неравенствах (26)–(30) можно оце-

нить числами M ′
i‖g‖2L2(Q) с постоянными M ′

i , i = 3, 7, определяемыми функ-

циями a(x, y, t), b(x, y, t), c(x, y, t), областью G, числом T , а также числом ε.

Это означает, что при фиксированном ε вспомогательная задача в указанном

случае имеет решение v(x, y, t), принадлежащее банахову пространству V1 (до-

казательство этого факта нетрудно провести с помощью метода продолжения

по параметру, например, как это делалось в работах [26, 27]).

Итак, вспомогательная задача (15), (2)–(4), (16), (17) при фиксированных ρ

и µ из промежутков (ρ4,+∞) и (µ4,+∞) имеет решение vε(x, y, t), принадлежа-

щее пространству V1. Поскольку при выполнении условий теоремы для вспомо-

гательной задачи выполняются условия, обеспечивающие справедливость рав-

номерных по ε оценок (20), (26)–(30), то согласно свойству рефлексивности

гильбертова пространства существуют последовательности {εm}∞m=1 положи-

тельных чисел и {vm(x, y, t)}∞m=1 решений задачи (15), (2)–(4), (16), (17) при

ε = εm такие, что при m→∞ выполняются сходимости

εm → 0,

εm(�2vmxxtt − µ�2vmtt)→ 0 слабо в L2(Q),

Lvm → Lv слабо в L2(Q),

причем предельная функция v = v(x, y, t) принадлежит пространству V0, явля-

ется решением уравнения

Lv + ρ�v +�cv = e−ρtf(x, y, t)

и для нее выполняются условия (2)–(4).

Определим функцию u(x, y, t):

u(x, y, t) = eρtv(x, y, t).

Эта функция и будет искомым решением нелокальной задачи I.

Теорема доказана.
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2. Разрешимость нелокальной задачи II

Исследование разрешимости нелокальной задачи II будет проведено с по-

мощью техники, представленной в [16, 17], а именно, сведения к нелокальной

задаче I.

Обозначим через Ṽ0 линейное пространство

Ṽ0 = {v(x, y, t) : v(x, y, t) ∈ V0, vx(x, y, t) ∈ V0}.
Теорема 3. Пусть выполняются условия

a(x, y, t) ∈ C(Q), ax(x, y, t) ∈ C(Q), b(x, y, t) ∈ C(Q), bx(x, y, t) ∈ C(Q),

c ≡ c(y, t) ∈ C(G× [0, T ]);

d0c(y, t) < 1 при (y, t) ∈ G× [0, T ];

γ(y, t) ∈ C(G × [0, T ]).

Тогда нелокальная задача II не может иметь в пространстве Ṽ0 более одного

решения.

Доказательство. Принадлежность возможного решения пространству Ṽ0

означает, что уравнение (1) можно дифференцировать по переменной x и что

имеет место равенство

uxx(1, y, t) + a(1, y, t)ux(1, y, t) = f(1, y, t). (31)

Умножая уравнение ∂
∂x(Lu) = fx на функцию xux, интегрируя по цилиндру

� × G × (0, t), используя условия теоремы, равенство (31), неравенства (6) и

(14), а также применяя лемму Гронуолла, получим, что для решений u(x, y, t)

нелокальной задачи II из пространства Ṽ0 выполняется оценка
∫

�

∫

G

x

[
u2(x, y, t) + u2

x(x, y, t) +

n∑

i=1

u2
yi(x, y, t) +

n∑

i=1

u2
xyi(x, y, t)

]
dxdy

+

t∫

0

∫

�

∫

G

x
[
u2
x(x, y, τ) + u2

xx(x, y, τ)
]
dxdydτ

+

t∫

0

∫

G

[
u2(0, y, τ) + u2

x(0, y, τ) + u2
x(1, y, τ)

]
dydτ

≤ R1

∫

Q

[
f2(x, y, t) + f2

x(x, y, t)
]
dxdydt (32)

c постоянной R1, определяемой лишь функциями a(x, y, t), b(x, y, t), c(x, y, t),

областью G и числом T . Из этой оценки следует, что в случае f(x, y, t) ≡
0 в нелокальной задаче II выполняется u(0, y, t) = 0 при (y, t) ∈ G × (0, T ).

Но тогда функция u(x, y, t) будет решением смешанной задачи с однородными

данными для уравнения (1); поскольку эта задача имеет лишь нулевое решение,

то утверждение теоремы 3 справедливо.

Теорема доказана.

Обозначим b1(x, y, t) = ax(x, y, t) + b(x, y, t).
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Теорема 4. Пусть выполняются условия

c(x, y, t) ≡ c(y, t) ∈ C(G× [0, T ]), ct(y, t) ∈ C(G× [0, T ]);

d0c(y, t) < 1 при (y, t) ∈ G× [0, T ];

a(x, y, t) ∈ C(Q), at(x, y, t) ∈ C(Q);

bx(x, y, t) ∈ C(Q), b1(x, y, t) ∈ C(Q), b1t(x, y, t) ∈ C(Q);

∂k+lγ(y, t)

∂yki ∂t
l
∈ C(G× [0, T ]), k = 0, 1, 2, l = 0, 1, 2, i = 1, . . . , n.

Тогда для любой функции f(x, y, t) такой, что f(x, y, t) ∈ L2(Q), fx(x, y, t) ∈
L2(Q), ft(x, y, t) ∈ L2(Q), fxt(x, y, t) ∈ L2(Q), fyit(x, y, t) ∈ L2(Q), fxyit(x, y, t) ∈
L2(Q), i = 1, . . . , n, f(x, y, t) = 0 при y ∈ � , x ∈ �, f(1, y, t) = 0 при y ∈
G, t ∈ [0, T ] нелокальная задача II имеет решение u(x, y, t), принадлежащее

пространству V1.

Доказательство. Рассмотрим краевую задачу: найти функцию w(x, y, t),

являющуюся в цилиндре Q решением уравнения

�wt + wxx + awx + bw + cwt − bx
1∫

x

w(ξ, y, t)dξ = fx(x, y, t)

и такую, что для нее выполняются условия

w(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ �×G;

w(x, y, t)|(x,y)∈�×(o,T ),y∈� = 0;

w(0, y, t) = γ(y, t)w(1, y, t), wx(1, y, t) + a(1, y, t)w(1, y, t) = 0, (y, t) ∈ G× [0, T ].

Эта задача лишь младшими членами в уравнении и в нелокальном условии

отличается от нелокальной задачи I. Но поскольку эти младшие члены являют-

ся подчиненными, то данная задача имеет решение w(x, y, t), принадлежащее

пространству V0 (собственно доказательство проводится вполне аналогично до-

казательству теоремы 2 с использованием соответствующего оператора регуля-

ризации и тех же самых априорных оценок). По функции w(x, y, t) и краевому

условию u(1, y, t) = 0 определим функцию u(x, y, t):

u(x, y, t) = −
1∫

x

w(ξ, y, t) dξ.

Очевидно, что эта функция и будет искомым решением нелокальной задачи II.

Теорема доказана.
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Заключение

В работе представлены результаты о разрешимости в классах регулярных

решений начально-краевых задач с обобщенным нелокальным условием Са-

марского — Ионкина для псевдопараболических уравнений третьего порядка.

Эти результаты являются новыми, их легко перенести на псевдопараболиче-

ские уравнения с заменой оператора Лапласа по переменным y1, . . . , yn более

общим эллиптическим оператором, в том числе оператором высокого порядка,

и с заменой производной uxx на слагаемое a0(x, y, t)uxx со строго положительной

функцией a0(x, y, t)
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GENERALIZED SAMARSKY––IONKIN PROBLEM

FOR SOBOLEV–TYPE EQUATIONS OF ODD ORDER

A. I. Kozhanov and G. I. Tarasova

Abstract: The work is investigating the solvability of nonlocal problems with the gener-
alized Samarskii–Ionkin boundary condition for a special class of Sobolev-type equations,
namely, for the so-called pseudoparabolic equations. We prove the existence and unique-
ness theorems for regular solutions to the problems, i.e., for the solutions that have all
generalized by Sobolev derivatives included in the corresponding equations. Moreover,
some improvements and generalizations of the obtained results are described.
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