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1. Введение

В работе рассматривается класс псевдогиперболических уравнений [1] чет-

вертого порядка c переменными вещественнозначными коэффициентами следу-

ющего вида:

L (x;Dt, Dx)u ≡ (aI + L0(x;Dx))D
2
t u+ L2(x;Dx)u = f(t, x), (1.1)

где

L0(x;Dx) =

n∑

q,l=1

a0
ql(x)D

2
xqxl

, L2(x;Dx) =

n∑

i,j=1

a2
ij(x)D

2
xi
D2
xj

(1.2)

— эллиптические операторы. Это уравнение является не разрешенным отно-

сительно старшей производной. Впервые систематическое изучение уравнений

такого типа проводилось в работах С. Л. Соболева [2], поэтому в литературе

уравнения вида (1.1) часто называют уравнениями соболевского типа [3, 4].

Работа выполнена при поддержке Математического центра в Академгородке в рамках
соглашения № 075-15-2025-349 с Министерством науки и высшего образования Российской
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2. Основные результаты

Напомним определение псевдогиперболических операторов без младших

членов с постоянными коэффициентами [1, гл. 2]:

L (Dt, Dx) = L0(Dx)D
l
t +

l−1∑

k

Ll−k(Dx)D
k
t . (2.1)

Определение 1. Дифференциальный оператор (2.1) называется псевдо-

гиперболическим, если его символ L (iη, iξ) однороден относительно некоторого

вектора α = (α0, α1, . . . , αn), α0 > 0, 1/αj ∈ N , т. е.

L (cα0 iη, cαiξ) = cL (iη, iξ),

L0(Dx) — квазиэллиптический оператор, при этом уравнение

(iη)l +
l−1∑

k=0

(L0(iξ))
−1

Ll−k(iξ)(iη)
k = 0, ξ ∈ Rn\{0},

имеет только вещественные корни η1(ξ), η2(ξ), . . . , ηl(ξ). Если корни различные,

то оператор называется строго псевдогиперболическим.

Для рассматриваемого класса операторов из (1.1)

L (x;Dt, Dx) = (aI + L0(x;Dx))D
2
t + L2(x;Dx) (2.2)

будем предполагать, что коэффициенты akα(x) принадлежат C6(Rn), k = 0, 2,

в дифференциальных операторах (1.2) постоянные вне некоторого шара G =

{|x| ≤ r} и выполнены оценки

a1|ξ|2 ≥ −
n∑

q,l=1

a0
ql(x)ξqξl ≥ a0|ξ|2,

a3|ξ|4 ≥
n∑

i,j=1

a2
ij(x)ξ

2
i ξ

2
j ≥ a2|ξ|4, x, ξ ∈ Rn,

(2.3)

где a3 ≥ a2 > 0, a1 ≥ a0 > 0, a > 0 — постоянные. В силу (2.3) для любого

x0 ∈ Rn оператор

L0(x
0;Dx)D

2
t + L2(x

0;Dx),

являющийся главной частью оператора (2.2), будет строго псевдогиперболиче-

ским, т. е. уравнение

L0(x
0, iξ)(iη)2 + L2(x

0, iξ) = 0, ξ ∈ Rn\ {0} , (2.4)

имеет только вещественные и различные корни η1(x
0, ξ), η2(x

0, ξ), компоненты

вектора однородности αk = 1
4 , k = 0, 1, . . . , n.

Определение 2. Оператор вида (2.2) называется равномерно строго псев-

догиперболическим, если: а) при любом x0 ∈ Rn выполняется (2.3); б) найдется

константа δ > 0 такая, что при любом x0 ∈ Rn имеет место неравенство

|η1(x0, ξ)− η2(x0, ξ)| ≥ δ|ξ|, ξ ∈ Rn.
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Примерами псевдогиперболических операторов четвертого порядка явля-

ются оператор Власова [5, 6], оператор Гальперна [7], оператор Рэлея — Бишопа

[8, 9].

В дальнейшем символом W 2,4
2,γ (Rn+1), γ > 0, будем обозначать соболевское

пространство с экспоненциальным весом e−γt, т. е. функция u(t, x) принадле-

жит W 2,4
2,γ (Rn+1), если

uγ(t, x) = e−γtu(t, x) ∈W 2,4
2 (Rn+1).

По определению положим
∥∥u(t, x), W 2,4

2,γ (Rn+1)
∥∥ =

∥∥uγ(t, x), W 2,4
2 (Rn+1)

∥∥.

Символом ûγ(η, ξ) будем обозначать преобразование Фурье функции uγ(t, x)

∈ L2(R
n+1).

Напомним известные результаты о задаче Коши




L (Dt, Dx)u = f(t, x), t > 0, x ∈ Rn,
u|t=0 = 0,

Dtu|t=0 = 0,

(2.5)

для строго псевдогиперболического уравнения вида (1.1) с постоянными коэф-

фициентами [10]. А именно, справедлива

Теорема 1. Пусть f(t, x) ∈ W 0,1
2,γ

(
Rn+1

+

)
, γ > 0. Тогда существует един-

ственная функция u(t, x) ∈W 2,4
2,γ

(
Rn+1

+

)
такая, что

D2
tD

β
xu(t, x) ∈ L2,γ

(
Rn+1

+

)
, |β| = 2, (2.6)

являющаяся решением задачи Коши (2.5), при этом имеет место оценка
∥∥u(t, x),W 2,4

2,γ

(
R
n+1
+

)∥∥+
∑

|β|=2

∥∥Dβ
xD

2
tu(t, x), L2,γ

(
R
n+1
+

)∥∥

≤ c(γ)
∥∥f(t, x),W 0,1

2,γ

(
Rn+1

+

)∥∥, (2.7)

где константа c(γ) > 0 не зависит от f(t, x).

Доказательство теоремы 1 было основано на использовании интегрально-

го представления решения [1, 10]. Однако этот метод не распространяется на

случай переменных коэффициентов.

Цель нашей работы — исследование корректности задачи Коши для строго

псевдогиперболических уравнений с переменными коэффициентами




L (x;Dt, Dx)u = f(t, x), t > 0, x ∈ Rn,
u|t=0 = 0,

Dtu|t=0 = 0.

(2.8)

Для этого будем опираться на энергетические оценки для класса строго

псевдогиперболических операторов четвертого порядка с переменными коэф-

фициентами, установленные в наших работах [11, 12]. А именно, справедлива

следующая
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Теорема 2. Существует γ0 > 0 такое, что для любой функции u(t, x) ∈
C∞0 (Rn+1) и для оператора (2.2) при γ > γ0 имеет место оценка

γ‖(|ξ|2 + a) (|η|+ γ + |ξ|) ûγ(η, ξ), L2(R
n+1)‖

≤ c‖L (x;Dt, Dx)u(t, x), L2,γ(R
n+1)‖ (2.9)

с константой c > 0, не зависящей от u(t, x) и γ.

Оценка (2.9) является аналогом энергетических неравенств для строго ги-

перболических операторов с переменными коэффициентами [13, 14].

Введем обозначение

Lγ(x;Dt, Dx)uγ = (aI + L0(x;Dx))(Dt + γ)2uγ + L2(x;Dx)uγ . (2.10)

Через L ∗
γ (x;Dt, Dx)uγ будем записывать сопряженный оператор, т. е.

L
∗
γ (x;Dt, Dx)uγ = (aI + L∗0(x;Dx)) (Dt − γ)2uγ + L∗2(x;Dx)uγ . (2.11)

Проводя рассуждения, как при доказательстве теоремы 2, для сопряжен-

ного оператора L ∗
γ (x,Dt, Dx) получим следующее утверждение.

Следствие 1. Существует γ1 > γ0 такое, что для любой функции u(t, x) ∈
C∞0 (Rn+1) при γ > γ1 имеет место оценка

γ‖(|ξ|2 + a)(|η|+ γ + |ξ|)ûγ(η, ξ), L2(R
n+1)‖

≤ c‖L ∗
γ (x;Dt, Dx)uγ(t, x), L2(R

n+1)‖ (2.12)

с константой c > 0, не зависящей от u(t, x).

Энергетические оценки вида (2.9) и (2.12) будем использовать для изуче-

ния корректности задачи Коши для строго псевдогиперболических уравнений

с переменными коэффициентами.

Определение 3. Функция u(t, x) ∈ W 1,3
2,γ (Rn+1) такая, что Dα

xDtu(t, x) ∈
L2,γ(R

n+1), |α| = 2, называется обобщенным решением уравнения (1.1) при

f(t, x) ∈ L2,γ(R
n+1), если для любой функции Φ(t, x) ∈ C∞0 (Rn+1) имеет ме-

сто интегральное соотношение∫

Rn+1

uγ(t, x)L
∗
γ (x;Dt, Dx)Φ(t, x) dx =

∫

Rn+1

fγ(t, x)Φ(t, x) dx, x = (t, x). (2.13)

Теорема 3. Пусть f(t, x) ∈ L2,γ(R
n+1), γ > γ1. Тогда существует един-

ственное обобщенное решение уравнения (1.1) и для него имеет место оценка
∥∥u(t, x),W 1,3

2,γ (Rn+1)
∥∥+

∑

|β|=2

∥∥Dβ
xDtu(t, x), L2,γ(R

n+1)
∥∥ ≤ c

γ
‖f(t, x), L2,γ(R

n+1)‖,

(2.14)

где c > 0 не зависит от f(t, x).

Ниже проведем доказательство теоремы 3 по аналогии с [15, гл. 4].

Определение 4. Функция u(t, x) ∈ W 1,3
2,γ (Rn+1) такая, что Dα

xDtu(t, x)

∈ L2,γ(R
n+1), |α| = 2, называется обобщенным решением задачи Коши (2.8)

при f(t, x) ∈ L2,γ(R
n+1), если uγ(t, x) является решением уравнения (1.1) и

suppu ⊂ Rn+1
+ .

Из сформулированных результатов вытекает следующая
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Теорема 4. Пусть L (x;Dt, Dx) — равномерно псевдогиперболический опе-

ратор. Тогда существуют γ2 ≥ γ1, a
∗ > 0 такие, что при f(t, x) ∈ L2,γ

(
Rn+1

)
,

f(t, x) = 0, t < 0, γ > γ2, a, a0, a2 ≥ a∗ задача Коши (2.8) имеет единственное

обобщенное решение u(t, x) ∈ W 1,3
2,γ

(
R
n+1
+

)
, γ > γ2, при этом справедлива оценка

∥∥u(t, x),W 1,3
2,γ

(
R
n+1
+

)∥∥+
∑

|β|=2

∥∥Dβ
xDtu(t, x), L2,γ

(
R
n+1
+

)∥∥ ≤ c

γ

∥∥f(t, x), L2,γ

(
R
n+1
+

)∥∥,

(2.15)

где c > 0 — константа, не зависящая от f(t, x).

Сформулируем основное утверждение о сильном решении задачи (2.8).

Теорема 5. Пусть L (x;Dt, Dx) — равномерно псевдогиперболический опе-

ратор. Тогда существует γ3 ≥ γ2 такое, что при любой f(t, x) ∈ W 1,1
2,γ

(
Rn+1

+

)
,

γ > γ3, f(t, x)|t=0 = 0, обобщенное решение u(t, x) задачи Коши (2.8) принадле-

жит W 2,4
2,γ

(
Rn+1

+

)
, выполнено (2.6) и u(t, x) является сильным решением задачи,

при этом имеет место оценка
∥∥u(t, x),W 2,4

2,γ

(
R
n+1
+

)∥∥+
∑

|β|=2

∥∥Dβ
xD

2
tu(t, x), L2,γ

(
R
n+1
+

)∥∥

≤ c(γ)
∥∥f(t, x),W 1,1

2,γ

(
R
n+1
+

)∥∥, (2.16)

где константа c(γ3) > 0 не зависит от f(t, x).

3. Доказательство теоремы 3

Доказательство существования обобщенного решения опирается на теорему

Рисса и теорему Хана — Банаха (см., например, [16]).

Определим M — линейное многообразие в L2(R
n+1) — следующим образом:

L
∗
γ (x,Dt, Dx) : C∞0 (Rn+1)→M ,

где γ > γ1 фиксировано. Тогда для любой Ψ(t, x) ∈ M вспомогательное урав-

нение

L
∗
γ (x,Dt, Dx)Φ(t, x) = Ψ(t, x)

имеет единственное решение Φ(t, x) ∈ C∞0 (Rn+1). Оценка решения вытекает из

(2.12), а именно

‖Φ(t, x), L2(R
n+1)‖ ≤ c

γ
‖Ψ(t, x), L2(R

n+1)‖. (3.1)

Из определения M решение вспомогательного уравнения представляется в виде

Φ(t, x) = (L ∗
γ (x,Dt, Dx))

−1Ψ(t, x). (3.2)

Теперь рассмотрим интеграл в правой части (2.13). Учитывая (3.2), его будем

записывать в следующем виде:

I(fγ(t, x), Φ(t, x)) =

∫

Rn+1

fγ(t, x)Φ(t, x) dx

=

∫

Rn+1

fγ(t, x)
(
L
∗
γ (x,Dt, Dx)

)−1
Ψ(t, x) dx.
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Пусть fγ(t, x) ∈ L2(R
n+1) фиксировано. Рассмотрим функционал

A Ψ =

∫

Rn+1

fγ(t, x)(L
∗
γ (x,Dt, Dx))

−1Ψ(t, x) dx.

Так как

|I(fγ(t, x), Φ(t, x))| ≤ ‖fγ(t, x), L2(R
n+1)‖‖Φ(t, x), L2(R

n+1)‖,

то, учитывая оценку (3.1), имеем

|A Ψ | ≤ c

γ
‖fγ(t, x), L2(R

n+1)‖
∥∥Ψ(t, x), L2

(
Rn+1

)∥∥.

Поэтому при фиксированном fγ(t, x) ∈ L2(R
n+1) функционал A является ли-

нейным и непрерывным на M ⊂ L2(R
n+1). Тогда по теореме Хана — Банаха

существует линейный непрерывный функционал Ã на L2(R
n+1), являющийся

продолжением функционала A , при этом для его нормы выполнена оценка

‖Ã‖ ≤ c

γ
‖fγ(t, x), L2(R

n+1)‖.

В силу теоремы Рисcа о представлении линейного непрерывного функциона-

ла в гильбертовом пространстве существует единственная функция U(t, x) ∈
L2(R

n+1) такая, что

Ã Ψ =

∫

Rn+1

U(t, x)Ψ(t, x) dx

для любой Ψ ∈ L2(R
n+1). Но тогда при любых �(t, x) ∈ C∞0 (Rn+1)

∫

Rn+1

U(t, x)Ψ(t, x) dx =

∫

Rn+1

fγ(t, x)Φ(t, x) dx

при Ψ(t, x) = L ∗
γ (x,Dt, Dx)Φ(t, x) ∈ M ⊂ L2(R

n+1). Следовательно, полагая

u(t, x) = eγtU(t, x), видим, что для любых Φ ∈ C∞0 (Rn+1) выполняется (2.13).

Покажем, что найденная функция u(t, x) принадлежит анизотропному со-

болевскому пространству W 1,3
2,γ (Rn+1), при этом существуют обобщенные про-

изводные Dβ
xDtu ∈ L2,γ(R

n+1), |β| = 2, и имеет место оценка (2.14).

Поскольку akα(x) ∈ C6(Rn), для построения приближенного обобщенно-

го решения уравнения (1.1) воспользуемся следующим характерным свойством

средних функций (см., например, [15, гл. 1]).

Лемма 3.1. Для любой функции u(t, x) ∈ L2,γ(R
n+1) при h → 0 имеет

место сходимость

∑

|α|≤4

∥∥∥∥
∫

Rn+1

Dα
y

([
akα(x) − akα(y)

]
ωh(x− y)

)
uγ(y) dy, L2(R

n+1)

∥∥∥∥→ 0, (3.3)

где y = (τ, y), k = 0, 2.
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Лемма 3.2. Для функции u(t, x) = eγtU(t, x) ∈ L2,γ(R
n+1) имеет место

сходимость

‖Lγ(x;Dt, Dx)(uγ)h(t, x)− fγ(t, x), L2(R
n+1)‖ → 0, h→ 0, (3.4)

где (uγ)h — усреднение функции uγ .

Доказательство. В силу определений операторов (1.2) и определения

усредняющего ядра получим

Lγ(x;Dt, Dx)(uγ)h =

∫

Rn+1

[((aI + L0(x;Dy))(Dτ − γ)2

+ L2(x;Dy))ωh(x− y)]uγ(y) dy. (3.5)

Покажем, что

(fγ)h(t, x) =

∫

Rn+1

[((aI+L∗0(y;Dy))(Dτ −γ)2 +L∗2(y;Dy))ωh(x−y)]uγ(y) dy. (3.6)

Поскольку u ∈ L2,γ(R
n+1) удовлетворяет (2.13) для любой ϕ(t, x) ∈ C∞0 (Rn+1),

то для средней функции ϕh(t, x) имеем

Jh =

∫

Rn+1

fγ(x)ϕh(x) dx =

∫

Rn+1

uγ(y)L
∗
γ (y;Dτ , Dy)ϕh(y) dy, (3.7)

или в силу свойств средней функции

Jh =

∫

Rn+1

(fγ)h(x)ϕ(x) dx, (3.8)

а также

L
∗
γ (y;Dτ , Dy)ϕh(y) =

∫

Rn+1

L
∗
γ (y;Dτ , Dy)ωh(x− y)ϕ(x) dx.

Подставляя это выражение в (3.7), в силу теоремы Фубини имеем

Jh =

∫

Rn+1

∫

Rn+1

L
∗
γ (y;Dτ , Dy)ωh(x− y)uγ(y) dyϕ(x) dx.

Тогда в силу (3.7), (3.8) и по лемме дю-Буа-Реймонда получаем (3.6).

Следовательно, учитывая явные выражения для L (x;Dt, Dx)(uγ)h(t, x),

(fγ)h(t, x), в силу свойств средних функций имеем

‖L (x;Dt, Dx)(uγ)h − (fγ)h, L2(R
n+1)‖

=

∥∥∥∥∥

∫

Rn+1

(
n∑

l,q=1

D2
ylyq

([
a0
lq(x)− a0

lq(y)
]
(Dτ − γ)2ωh(x− y)

)

+

n∑

i,j=1

D2
yiD

2
yj ([aij(x) − aij(y)]ωh(x− y)))uγ(y) dy, L2(R

n+1)

∥∥∥∥∥.

В силу леммы 3.1

‖L (x;Dt, Dx)(uγ)h − (fγ)h, L2(R
n+1)‖ → 0, h→ 0,

а поскольку

‖(fγ)h − fγ , L2(R
n+1)‖ → 0, h→ 0,

то лемма доказана.
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Лемма 3.3. Пусть u ∈ L2,γ(R
n+1) удовлетворяет соотношениям (2.13). То-

гда существует последовательность
{
umγ
}
, umγ ∈ C∞0 (Rn+1), такая, что

‖umγ (t, x)− uγ(t, x), L2(R
n+1)‖ → 0, (3.9)

∥∥Lγ(x;Dt, Dx)u
m
γ (t, x)− fγ(t, x), L2(R

n+1)
∥∥→ 0, m→∞. (3.10)

Доказательство. Введем функцию � (t) ∈ C∞0 (R):

� (t) =

{
1 при |t| ≤ 1,

0 при |t| ≥ 2,
0 ≤ � (t) ≤ 1.

Положим x = (t, x),

uh,rγ (x) = �

( |x|2
r2

)
(uγ)h(x) ∈ C∞0 (Rn+1),

где (uγ)h(x) — усреднение функции uγ(x).

Очевидно, имеем

∥∥uh,rγ − (uγ)h, L2(R
n+1)

∥∥ =

∥∥∥∥
(
�

( |x|2
r2

)
− 1

)
(uγ)h(x), L2(R

n+1)

∥∥∥∥
≤ ‖(uγ)h(x), L2(|x| > r)‖ → 0, r →∞.

Так как

∥∥uh,rγ − uγ , L2(R
n+1)

∥∥ ≤
∥∥uh,rγ − (uγ)h, L2(R

n+1)
∥∥+ ‖(uγ)h − uγ , L2(R

n+1)‖,

то ∥∥uh,rγ − uγ , L2(R
n+1)

∥∥→ 0, h→ 0, r →∞.
Аналогично

∥∥Lγ(x;Dt, Dx)u
h,r
γ (x)−Lγ(x;Dt, Dx)(uγ)h(x), L2(R

n+1)
∥∥

≤
∥∥∥∥
(
�

( |x|2
r2

)
− 1

)
Lγ(x;Dt, Dx)(uγ)h(x), L2(R

n+1)

∥∥∥∥

+

∥∥∥∥∥

n∑

i=1

2xi
r2

L
′
γ(x,Dz� (z)|

z= |x|2

r2

;Dt, Dx)u
h
γ(t, x), L2(

√
2r > |x| > r)

∥∥∥∥∥ ,

где порядок оператора L ′
γ(x,Dz� (z)|

z= |x|2

r2

;Dt, Dx) не выше трех. По определе-

нию функции �
( |x|2
r2

)
имеем

∥∥Lγ(x;Dt, Dx)u
h,r
γ (t, x)−Lγ(x;Dt, Dx)(uγ)h(t, x), L2(R

n+1)
∥∥

≤ ‖Lγ(x;Dt, Dx)(uγ)h(t, x), L2(|x| > r)‖

+
c

r
‖L ′

γ(x,Dz� (z)|
z= |x|2

r2

;Dt, Dx)(uγ(t, x))h, L2(
√

2r > |x| > r)‖ → 0

при r→∞. Следовательно,

∥∥Lγ(x;Dt, Dx)u
h,r
γ − fγ(t, x), L2(R

n+1)
∥∥
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≤
∥∥Lγ(x;Dt, Dx)u

h,r
γ −Lγ(x;Dt, Dx)(uγ)h, L2(R

n+1)
∥∥

+ ‖Lγ(x;Dt, Dx)(uγ)h − fγ(t, x), L2(R
n+1)‖ → 0, r →∞, h→ 0.

Определив теперь последовательность
{
umγ (t, x)

}
, где

umγ (t, x) = u1/m,m
γ (t, x) ∈ C∞0 (Rn+1),

получаем (3.9) и (3.10).

Лемма доказана.

Лемма 3.4. Функция u(t, x) = eγtU(t, x) принадлежит W 1,3
2,γ (Rn+1), при

этом существуют обобщенные производные

Dβ
xDtu(t, x) ∈ L2,γ(R

n+1), |β| = 2,

и имеет место сходимость

∥∥umγ (t, x)− uγ(t, x),W 1,3
2 (Rn+1)

∥∥→ 0, (3.11)

∑

|β|=2

∥∥Dβ
xDtu

m
γ (t, x)−Dβ

xDtuγ(t, x), L2(R
n+1)

∥∥→ 0, m→∞. (3.12)

Доказательство. Покажем, что последовательность
{
umγ (x)

}
и последо-

вательность производных
{
Dβ
xDtu

m
γ (x)

}
, |β| = 2, фундаментальны вW 1,3

2,γ (Rn+1)

и L2,γ(R
n+1) соответственно.

В силу оценки вида (2.9) имеем

γ
∥∥(a+ |ξ|2)(|η| + γ + |ξ|)

(
ûm1

γ − ûm2

γ

)
, L2(R

n+1)
∥∥

≤ c
∥∥Lγ(x;Dt, Dx)u

m1

γ −Lγ(x;Dt, Dx)u
m2

γ , L2(R
n+1)

∥∥

= c
∥∥Lγ(x;Dt, Dx)u

m1

γ ±Lγ(x;Dt, Dx)(uγ)h1

±Lγ(x;Dt, Dx)(uγ)h2
−Lγ(x;Dt, Dx)u

m2

γ ± (fγ)h1
± (fγ)h2

, L2(R
n+1)

∥∥.

где h1 = 1
m1

, r1 = m1, h2 = 1
m2

, r2 = m2. Используя неравенство Минковского,

получим

γ
∥∥(a+ |ξ|2)(|η| + γ + |ξ|)

(
ûm1

γ − ûm2

γ

)
, L2(R

n+1)
∥∥

≤ c(‖Lγ(x;Dt, Dx)u
m1

γ −Lγ(x;Dt, Dx)(uγ)h1
, L2(R

n+1)‖
+ ‖Lγ(x;Dt, Dx)(uγ)h1

− (fγ)h1
, L2(R

n+1)‖
+
∥∥Lγ(x;Dt, Dx)u

m2

γ −Lγ(x;Dt, Dx)(uγ)h2
, L2(R

n+1)
∥∥

+ ‖Lγ(x;Dt, Dx)(uγ)h2
− (fγ)h2

, L2(R
n+1)‖

+ ‖(fγ)h1
− (fγ)h2

, L2(R
n+1)‖)→ 0, m1, m2 →∞.

Тогда последовательность
{
umγ (x)

}
фундаментальна в W 1,3

2,γ (Rn+1), а последо-

вательность
{
Dβ
xDtu

m
γ (x)

}
, |β| = 2, фундаментальна в L2,γ(R

n+1). Отсюда

приходим к (3.11) и (3.12).

Лемма доказана.
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Из этой леммы вытекает, что u(t, x) = eγtU(t, x) является обобщенным ре-

шением уравнения (1.1) и для него, очевидно, получаем

‖(a+|ξ|2)(|η|+γ+|ξ|)ûγ , L2(R
n+1)‖ ≤

∥∥(a+|ξ|2)(|η|+γ+|ξ|)
(
ûmγ −ûγ

)
, L2(R

n+1)
∥∥

+ ‖(a+ |ξ|2)(|η| + γ + |ξ|)ûmγ , L2(R
n+1)‖

≤ ‖(a+ |ξ|2)(|η|+ γ + |ξ|)
(
ûmγ − ûγ

)
, L2(R

n+1)‖

+
c

γ

∥∥Lγ(x;Dt, Dx)u
m
γ , L2(R

n+1)
∥∥

≤
∥∥(a+ |ξ|2)(|η| + γ + |ξ|)

(
ûmγ − ûγ

)
, L2(R

n+1)
∥∥+

c

γ
‖fγ , L2(R

n+1)‖

+
c

γ

∥∥Lγ(x;Dt, Dx)u
m
γ − fγ , L2(R

n+1)
∥∥.

Следовательно, переходя к пределу при m → ∞ и учитывая (3.10)–(3.12), по-

лучаем оценку (2.14). Единственность обобщенного решения доказывается по

аналогии с [15, гл. 4]..

Теорема 3 доказана.

4. Разрешимость задачи Коши

Для доказательства теоремы 4 нам понадобиться три леммы.

Введем новое обозначение ũγ(t, ξ) ∈ L2(R
n+1) для частичного преобразова-

ния Фурье по x функции uγ(t, x) ∈ L2(R
n+1).

Лемма 4.1. Существует константа a > 0 такая, что при a, a0, a2 > a для

любой функции uγ(t, x) ∈ C∞0 (Rn+1) справедливо неравенство

c1

∫

Rn

(1 + |ξ|2)3|ũγ(t, ξ)|2 dx ≤
∫

Rn

((a+ L0(x;Dx))uγ)
2 dx

+

∫

Rn

(a+ L0(x;Dx))uγL2(x;Dx)uγ dx, t ∈ R, (4.1)

где константа c1 = c1(a) > 0 не зависит от функции uγ(t, x).

Доказательство леммы можно получить, используя неравенство Гордин-

га (см., например, [17]).

Лемма 4.2. Существует γ2 > γ1 такое, что для любой функции u ∈
C∞0 (Rn+1) справедлива оценка

‖(a+|ξ|2)(Dt+γ)ũγ(t, ξ), L2((−∞, 0)×Rn)‖+‖(1+|ξ|3)ũγ(t, ξ), L2((−∞, 0)×Rn)‖

≤ c

γ
‖Lγ(x;Dt, Dx)uγ(t, x), L2((−∞, 0)×Rn)‖, γ > γ2, (4.2)

где константа c не зависит от функции uγ(t, x).

Доказательство. Рассмотрим интеграл

l1(t) =

∫

Rn

((a+ L0(x;Dx))(Dt + γ)uγ(t, x))
2 dx

+ 2

∫

Rn

L2(x;Dx)uγ(t, x)(aI + L0(x;Dx))uγ(t, x) dx.
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Дифференцируя его по t, имеем

d

dt
l1(t) = 2

∫

Rn

(a+L0(x;Dx))(Dt+γ)Dtuγ(t, x)(a+L0(x;Dx))(Dt+γ)uγ(t, x) dx

+ 2

∫

Rn

L2(x;Dx)uγ(t, x)(aI + L0(x;Dx))Dtuγ(t, x) dx

+ 2

∫

Rn

L2(x;Dx)Dtuγ(t, x)(aI + L0(x;Dx))uγ(t, x) dx.

Отсюда нетрудно получить

d

dt
l1(t) + 2γl1(t)− 2

∫

Rn

L2(x;Dx)Dtuγ(aI + L0(x;Dx))uγ dx

= 2

∫

Rn

L (x;Dt + γ,Dx)uγ(a+ L0(x;Dx))(Dt + γ)uγ dx. (4.3)

В силу определения оператора L2(x,Dx) в (1.2) его можно представить в виде

L2(x,Dx)uγ =

n∑

i,j=1

D2
xixj

(
aij(x)D

2
xixj

uγ
)

+ L3(x,Dx)uγ ,

где L3(x,Dx) — дифференциальный оператор 3-го порядка.

Учитывая гладкость коэффициентов, определение операторов (1.2) и фи-

нитность функции u(t, x), (4.3) можно переписать в виде

d

dt
l1(t) + 2γl1(t)−

n∑

i,j=1

∫

Rn

aaij(x)Dt

[(
D2
xixj

uγ
)2]

dx

+ 2

n∑

l,q=1

n∑

i,j=1

∫

Rn

a0
lq(x)aij(x)DtD

2
xixj

uγD
2
xlxq

D2
xixj

uγ dx

+ 2

n∑

l,q=1

n∑

i,j=1

∫

Rn

L3(x,Dx)uγ


aI +

n∑

l,q=1

a0
lq(x)D

2
xqxl

uγ


 dx

+ 2

n∑

l,q=1

n∑

i,j=1

∫

Rn

aij(x)DtD
2
xixj

uγ
(
Dxia

0
lq(x)DxjD

2
xlxq

uγ +Dxja
0
lq(x)DxiD

2
xlxi

uγ

+D2
xixj

a0
lq(x)D

2
xlxq

uγ
)
dx

= 2

∫

Rn

(a+ L0(x;Dx))(Dt + γ)2uγ(a+ L0(x;Dx))(Dt + γ)uγ dx.

Используя формулу

2D2
xlxq

uut = −Dt(Dxl
uDxqu) +Dxl

(Dxquut) +Dxq(Dxl
uut),
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имеем

d

dt
l1(t) + 2γl1(t)−

n∑

i,j=1

∫

Rn

aaij(x)Dt

[(
D2
xixj

uγ
)2]

dx

−
n∑

l,q=1

n∑

i,j=1

∫

Rn

a0
lq(x)aij(x)Dt

(
D3
xlxixj

uγD
3
xqxixj

uγ
)
dx

+

n∑

l,q=1

n∑

i,j=1

∫

Rn

a0
lq(x)aij(x)Dxq

(
D3
xlxixj

uγD
2
xixj

Dtuγ
)
dx

+

n∑

l,q=1

n∑

i,j=1

∫

Rn

a0
lq(x)aij(x)Dxl

(
D3
xqxixj

uγD
2
xixj

Dtuγ
)
dx

+

n∑

l,q=1

n∑

i,j=1

∫

Rn

L3(x,Dx)uγ


aI +

n∑

l,q=1

a0
lq(x)D

2
xqxl

uγ


 dx

+

n∑

l,q=1

n∑

i,j=1

∫

Rn

aij(x)DtD
2
xixj

uγ
(
Dxia

0
lq(x)DxjD

2
xlxq

uγ +Dxja
0
lq(x)DxiD

2
xlxi

uγ

+D2
xixj

a0
lq(x)D

2
xlxq

uγ
)
dx

= 2

∫

Rn

(a+ L0(x;Dx))(Dt + γ)2uγ(a+ L0(x;Dx))(Dt + γ)uγ dx.

Интегрируя его от −∞ до 0, учитывая формулу Гаусса — Остроградского и

финитность функции uγ(t, x), получим

2γ

0∫

−∞

l1(t)dt + l1(0)−
n∑

i,j=1

∫

Rn

aaij(x)
(
D2
xixj

uγ
)2∣∣

t=0
dx

−
n∑

l,q=1

n∑

i,j=1

∫

Rn

a0
lq(x)aij(x)

(
D3
xlxixj

uγD
3
xqxixj

uγ
)∣∣
t=0

dx

+

n∑

l,q=1

n∑

i,j=1

∫

Rn

Dxq

(
a0
lq(x)aij(x)

)
D3
xlxixj

uγD
2
xixj

Dtuγ dx

+

n∑

l,q=1

n∑

i,j=1

∫

Rn

Dxl

(
a0
lq(x)aij(x)

)
D3
xqxixj

uγD
2
xixj

Dtuγ dx

+

n∑

l,q=1

n∑

i,j=1

∫

Rn

L3(x,Dx)uγ

(
aI +

n∑

l,q=1

a0
lq(x)D

2
xqxl

uγ

)
dx

+

n∑

l,q=1

n∑

i,j=1

∫

Rn

aij(x)DtD
2
xixj

uγ
(
Dxia

0
lq(x)DxjD

2
xlxq

uγ +Dxja
0
lq(x)DxiD

2
xlxi

uγ

+D2
xixj

a0
lq(x)D

2
xlxq

uγ
)
dx
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= 2

∫

Rn

(a+ L0(x;Dx))(Dt + γ)2uγ(a+ L0(x;Dx))(Dt + γ)uγ dx.

В силу леммы 4.1 будем иметь

γ


c1

0∫

−∞

∫

Rn

(a+ |ξ|2)2|(Dt+γ)ũγ(t, ξ)|2 dξdt+c2
0∫

−∞

∫

Rn

(
1+ |ξ|2

)3|ũγ(t, ξ)|2 dξdt




+

0∫

−∞

∫

Rn

∑

|α|≤2

b0α(x)Dα
xDtuγ

∑

|α|≤3

b1α(x)Dα
xuγ dxdt

≤ 2

0∫

−∞

∫

Rn

Lγ(x;Dt, Dx)uγ(a+ L0(x;Dx))(Dt + γ)uγ dxdt,

где c1, c2 — константы, не зависящие от ũγ(t, x) и γ.

В силу гладкости коэффициентов существует γ ≥ γ2 такое, что выполняет-

ся оценка

γc3




0∫

−∞

∫

Rn

(a+ |ξ|2)2|(Dt + γ)ũγ(t, ξ)|2 dξdt+

0∫

−∞

∫

Rn

(
1 + |ξ|2

)3|ũγ(t, ξ)|2 dξdt




≤ 2

0∫

−∞

∫

Rn

Lγ(x;Dt, Dx)vγ(a+ L0(x;Dx))(Dt + γ)uγ dxdt,

где c3 не зависит от функции uγ(t, x) и γ. Отсюда, очевидно, вытекает неравен-

ство (4.2).

Лемма доказана.

Лемма 4.3. Предположим, что f ∈ L2,γ(R
n+1), γ > γ2, f(t, x) ≡ 0 при

t < 0 и u(t, x) ∈ W 1,3
2,γ (Rn+1) такая, что Dα

xDtu(t, x) ∈ L2,γ(R
n+1), |α| = 2 —

обобщенное решение уравнение (1.1). Тогда при почти всех t < 0

‖(a+ |ξ|2)(Dt + γ)ũγ(t, ξ), L2(R
n)‖+ ‖(1 + |ξ|3)ũγ(t, ξ), L2(R

n)‖ = 0. (4.4)

Доказательство. Согласно условию леммы из (3.12) вытекает, что

∥∥Lγ(x;Dt, Dx)u
m
γ (t, x), L2((−∞, 0)×Rn)

∥∥→ 0, m→∞.

Тогда из неравенства (4.2) следует, что

∥∥(a+ |ξ|2)(Dt + γ)ũmγ (t, ξ), L2((−∞, 0)×Rn)
∥∥

+
∥∥(1 + |ξ|3)ũmγ (t, ξ), L2((−∞, 0)×Rn)

∥∥→ 0, m→∞.

Следовательно, в силу (3.11) имеем

‖(a+ |ξ|2)(Dt + γ)ũγ(t, ξ), L2((−∞, 0)×Rn)‖
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+ ‖(1 + |ξ|3)ũγ(t, ξ), L2((−∞, 0)×Rn)‖ ≤
∥∥(a+ |ξ|2)(Dt + γ)

(
ũγ(t, ξ)− ũmγ (t, ξ)

)
, L2((−∞, 0)×Rn)

∥∥

+
∥∥(1 + |ξ|3)

(
ũγ(t, ξ)− ũmγ (t, ξ)

)
, L2((−∞, 0)×Rn)

∥∥→ 0, m→∞.

Отсюда получаем равенство

‖(a+ |ξ|2)(Dt + γ)ũγ(t, ξ), L2((−∞, 0)×Rn)‖
+ ‖(1 + |ξ|3)ũγ(t, ξ), L2((−∞, 0)×Rn)‖ = 0,

из которого вытекает (4.14).

Лемма доказана.

Из леммы 4.3 и неравенства (2.14) следует оценка (2.15).

Теорема 4 доказана.

Докажем теперь теорему 5.

Для того чтобы доказать эту теорему достаточно получить оценку (2.16).

Напомним, что при доказательстве энергетической оценки из теоремы 2 в

[11, 12] использовалась следующая форма:

Mu = −Im
∫

Rn+1

e−γtL (x;Dt, Dx)u(t, x)e−γtL 1(x;Dt, Dx)u(t, x) dx, (4.5)

где

L
1(x,Dt, Dx)u(t, x) = 2i(aI + L0(x;Dx))Dtu(t, x), u(t, x) ∈ C∞0 (Rn+1).

По аналогии с [11, 12] нетрудно получить неравенство следующего вида:

γ‖|ξ|(|ξ|2 + a)(|η| + γ + |ξ|)ûγ(η, ξ), L2(R
n+1)‖ ≤ c1

∥∥f(t, x),W 1,1
2,γ (Rn+1)

∥∥, (4.6)

где c1 > 0 — константа, не зависящая от f(t, x) и γ.

Для этого вместо формы (4.5) рассмотрим

M1u = Im

∫

Rn+1

e−γt�L (x;Dt, Dx)u(t, x)e−γtL 1(x;Dt, Dx)u(t, x) dx.

Затем, повторяя доказательство теоремы 2 из [11, 12], получим (4.6).

Аналогичным образом получается оценка

γ‖(|η|+ γ)(|ξ|2 + a)(|η|+ γ + |ξ|)ûγ(η, ξ), L2(R
n+1)‖ ≤ c2

∥∥f(t, x),W 1,1
2,γ (Rn+1)

∥∥,
(4.7)

где c2 > 0 — константа, не зависящая от f(t, x) и γ. Для этого вместо формы

(4.5) нужно рассмотреть форму

M2u = Im

∫

Rn+1

e−γtL (x;Dt, Dx)Dtu(t, x)e−γtL 1(x;Dt, Dx)Dtu(t, x) dx.

и провести аналогичные рассуждения из [11, 12].



52 Г. В. Демиденко, В. С. Нурмахматов

Из неравенств (4.6), (4.7), леммы 4.3 и обобщенной теоремы Пэли — Вине-

ра [15] вытекает, что обобщенное решение задачи Коши uγ(t, x) принадлежит

пространству W 2,4
2,γ (Rn+1

+ ), существуют обобщенные производные Dβ
xD

2
tu(t, x) ∈

L2,γ

(
Rn+1

+

)
, |β| = 2, при этом u|t=0 = 0, Dtu|t=0 = 0.

Следовательно, u(t, x) — сильное решение задачи Коши (2.8), и для него

выполнена оценка (2.16).

Теорема 5 доказана.
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