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Аннотация. Описание динамики некоторых финансовых событий может быть
связано со стохастическими дифференциальными уравнениями Ито (СДУ). В ра-
боте рассматриваются финансовые модели, которые имеют случайные возмущения,
вызванные винеровским и пуассоновским процессами. Построение программных
управлений с вероятностью 1 (РСР1) основано на понятии первого интеграла для
стохастических динамических систем диффузионного типа со скачками, описыва-

емых уравнениями Ито. В качестве примеров построения PCP1 рассматриваются
два вида финансовых моделей: модель инвестиционного портфеля (диффузионная)
и модель процентных ставок (диффузионная со скачками). Приведенные примеры
сопровождаются численным моделированием.
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Введение

Поведение реального объекта, функционирующего в условиях естественных

шумов, характеризуется некоторой неопределенностью, кроме того, в системах

управления сложными системами обычно участвуют люди, для которых ха-

рактерна некоторая неопределенность поведения. Описание таких систем при

помощи детерминистских подходов не всегда отражает действительную карти-

ну функционирования объекта [1]. Если детерминированной моделью процесса

является дифференциальное уравнение

dX(t) = A(t,X(t)) dt,

то для получения модели, испытывающей сильные возмущения, вызванные

диффузией и скачками, возможно представление в виде обобщенного стоха-

стического дифференциального уравнения Ито (диффузионного уравнения со

скачками)

dX(t) = A(t,X(t)) dt+B(t,X(t)) dW (t) +

∫
G(t,X(t), γ)ν(dt, dγ), (1)

где W (t) — винеровский процесс, ν(t,�γ) — стандартный пуассоновский про-

цесс.
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Рассмотрение систем управления с винеровcкими и пуассоновскими возму-

щениями обусловлено наличием белых шумов различной интенсивности и тем

фактом, что в случайные моменты времени система может испытывать скачки.

Описание динамики некоторых финансовых событий может быть связа-

но со стохастическими дифференциальными уравнениями Ито (см., например,

[2–4]). Область применения СДУ постоянно растет: финансовая математика и

экономика, задачи управления [5–7], статистическая физика [8, 9], экология [10],

другие открытые системы и т. д.

Обязательное сохранение (с вероятностью 1) необходимых свойств, которые

можно рассматривать как первые интегралы стохастических систем [11, 12], при

любых сильных возмущениях будет определяться программным управлением с

вероятностью 1 [13].

Определение 1 [14]. Программным управлением с вероятностью 1 (PCP1

— Programmed Control with Probability 1) будем называть такое управление в

стохастической системе с сильными возмущениями, которое с вероятностью,

равной 1, обеспечивает постоянство характеристик, зависящих от положения

системы, в любой момент времени.

1. О построении РСР1 при внесении

управления в диффузионную часть

Основу для построения PCP1 дает следующая

Теорема 1 [16]. Пусть F (t,X, ω) — случайная функция, F (t,X) ∈ C 1,2
t,X и

X(t) — решение системы СДУ

dX(t) = A(t,X(t)) dt+B(t,X(t))dW (t) +

∫
G(t,X(t), γ)ν(dt, dγ), t ≥ 0,

X(0) = X0,
(2)

где X ∈ Rn, n ≥ 2; W (t) — m-мерный винеровский процесс; ν(t,�γ) — одно-

родная по t мера Пуассона, винеровские процессы Wk(t) и пуассоновская мера

ν([0;T ],A ), заданные на вероятностном пространстве (�,F , P ), Ft-измеримы

для любых t > 0 и множества A из σ-алгебры B борелевских множеств про-

странства Rn
′

и взаимно независимы. Пусть H(t,X) — матрица следующего

вида:

H(t,X) =




~e0 ~e1 . . . ~en
∂F (t,X)

∂t
∂F (t,X)
∂x1

. . . ∂F (t,X)
∂xn

f20 f21 . . . f2n
. . . . . . . . . . . .
fn,0 fn,1 . . . fn,n


 , (3)

где

fij = fij(t,X) =
∂fi(t,X)

∂xj
, i = 2, n, j = 1, n, fi0 = fi0(t,X) =

∂fi(t,X)

∂t



Применение программного управления с вероятностью 1 27

— произвольные функции. Если случайная функция F (t,x, ω) является стоха-

стическим первым интегралом системы (2), то коэффициенты уравнения (2) и

неслучайная функция F (t,X)1) связаны следующими соотношениями:

1) коэффициенты

Bk(t,X) =

n∑

i=1

bik(t,X)~ei, k = 1,m,

— столбцы матрицы B(t,X) — принадлежат множеству функций Bk(t,X) ∈
{q00 ·detM(t,X)}, где M(t,X) — минор, соответствующий элементу hn+1,0 мат-

рицы (3);

2) коэффициент A(t,X) принадлежит множеству функций, определяемых

условием

A(t,X) ∈
{
R(t,X) +

1

2

n∑

k=1

[
∂Bk(t,X)

∂X

]
· Bk(t,x)

}
,

где R(t,X) — матрица-столбец, компоненты которой ri(t,x), i = 1, n, определя-

ются следующим образом:

C−1(t,X) · detH(t,X) = ~e0 +

n∑

i=1

ri(t,X)~ei;

C(t,X) — алгебраическое дополнение элемента ~e0 матрицы H(t,X) и detC(t,X)

6= 0;
[∂Bk(t,X)

∂X

]
— матрица Якоби для векторной функции Bk(t,X);

3) коэффициент

G(t,X, γ) =

n∑

i=1

gi(t,X, γ)~ei

при пуассоновской мере определяется представлением

G(t,X, γ) = Y (t,X, γ) −X,

где Y (t,X, γ) — решение системы дифференциальных уравнений

∂Y (·, γ)
∂γ

= det




~e1 ~e2 · · · ~en
∂F (t,Y (·,γ))

∂Y1

∂F (t,Y (·,γ))
∂Y2

· · · ∂F (t,Y (·,γ))
∂Yn

ϕ31(t, Y (·, γ)) ϕ32(t, Y (·, γ)) · · · ϕ3n(t, Y (·, γ))
· · · · · · · · · · · ·

ϕn1(t, Y (·, γ)) ϕn2(t, Y (·, γ)) · · · ϕnn(t, Y (·, γ))



,

удовлетворяющее начальному условию Y (t,X, γ)
∣∣
γ=0

= X .

Относительно произвольных функций fij = fij(t,X), ϕij = ϕij(t, Y (·, γ))
полагаем, что они выбраны таким образом, чтобы каждое семейство функций{
fi
}
,
{
ϕi
}
, определяемое условиями

fij(t,X) =
∂fi(t,X)

∂xj
, ϕij(t, Y (·, γ)) =

∂ϕi(t, Y (·, γ))
∂Yj

,

1)В случае, когда рассматриваем конкретную реализацию, т. е. параметр ω в дальней-
шем не влияет, неслучайную функцию F (t,X) можно считать детерминированным первым
интегралом стохастической системы.
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составляло вместе с функцией F (t,X) совокупность независимых функций.

Ранее рассмотренные задачи построения PCP1 относились к задачам с

управлением в детерминированной части, при этом множители при винеров-

ском процессе определялись при построении системы стохастических диффе-

ренциальных уравнений [13, 14]. Особенностью большинства стохастических

моделей в экономике является то, что в них известен коэффициент диффузии

(дисперсия волатильности). В финансовых моделях управление часто входит и

в диффузионную часть:

dXi(t) = α(t,X(t), u(t,X(t))) dt+

m∑

k=1

βik(t,X(t), u(t,X(t))) dWk(t)

+

∫
gi(t,X(t), γ)ν(dt, dγ), i = 1, . . . , n, (4)

что связано с возможностью регулирования волатильности, поэтому рассмот-

рим задачи построения программного управления с вероятностью 1 для подоб-

ных финансовых моделей.

Теорема 2. Пусть случайный процесс X(t) = ‖Xi(t)‖ ∈ Rn является реше-

нием системы уравнений вида (4), где W (t) = ‖Wk(t)‖, Wk(t), k = 1, . . . ,m, —

одномерные независимые винеровские процессы, ν(t,�) — стандартная пуассо-

новская мера, A(t, x) = ‖Ai(t, x)‖, Ai(t, x) ∈ C 1,2
t,x , B(t, x) = ‖Bik(t, x)‖, Bik(t, x) ∈C 1,2

t,x , G(t, x, γ) = ‖Gi(t, x, γ)‖, Gi(t, x, γ) ∈ C 1,2,1
t,x,γ . Если функция F (t,X(t)),

F (t, x) ∈ C 1,2
t,x , должна при любых t принимать значение, равное F (t0, X(t0)),

на любых траекториях решений уравнения (4), то возможно построение про-

граммных управлений с вероятностью 1 для этой системы. При этом макси-

мальное число управлений детерминированной частью равно n, максимальное

число управлений диффузионной части — nm.

Доказательство. Для построения программного управления с вероятно-

стью 1 в экономической модели вида (4) необходимо внесение управления одно-

временно в стохастическую и детерминированную части. Функцию F (t,X(t))

будем интерпретировать как первый интеграл этой системы уравнений Ито [15].

Систему (4) можно записать в векторной форме

dX(t) = α(t,X(t), u(t,X(t))) dt+ β(t,X(t), u(t,X(t))) dW (t)

+

∫
g(t,x(t), γ)ν(dt, dγ). (5)

По известной функции F (t,X(t)), трактуемой как первый интеграл систе-

мы СДУ Ито [15], строится система уравнений в соответствии с теоремой 1:

dX(t) = A(t,X(t)) dt+B(t,X(t)) dW (t) +

∫
G(t,X(t), γ)ν(dt, dγ). (6)

Сопоставление коэффициентов уравнений (6) и (5) (в силу выполнения

условий существования и единственности решения СДУ (6)) позволяет опре-

делить искомые управления. В системе (6) определяются как коэффициенты в
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детерминированной части, так и коэффициенты в диффузионной части. Для

возможности применения теоремы 1 без изменения при этом смысла исходной

управляемой системы необходимо введение управления в детерминированную

часть всех n уравнений. Таким образом, максимальное количество управлений

для детерминированной части равно n. В стохастической части вектор-столбец

B(t,X(t)) с n элементами умножается на m-мерный винеровский процесс W (t).

Рассуждая аналогично предыдущему, можно обнаружить, что общее количе-

ство слагаемых в стохастической части будет равно nm. Таким образом, мак-

симальное количество управлений в нем будет nm. �

2. Управление инвестиционным портфелем

Рассматривается возможность применения программного управления с ве-

роятностью 1 [14] для задачи финансовой математики. Для стратегии дуб-

лирования модели ведения бизнеса и дублирующего портфеля, полученной из

классической модели Блэка — Шоулза [4] и представленной системой стохасти-

ческих уравнений Ито

dS(t) = [µ1(t, S(t), Y (t)) + Z1(t, S(t), Y (t))] dt

+ [σ1(t, S(t), Y (t)) + Z3(t, S(t), Y (t))] dW (t),

dY (t) = [µ2(t, S(t), Y (t)) + Z2(t, S(t), Y (t))] dt

+ [σ2(t, S(t), Y (t)) + Z4(t, S(t), Y (t))] dW (t),

(7)

где W (t) — стандартный винеровский процесс, Y (t) = Xπ(t) — динамика ин-

вестиционного портфеля X(t) при заданной стратегии π, S(t) — цена акций,

µi(t, S(t), Y (t)), σi(t, S(t), Y (t)), i = 1, 2, — заданные функции, необходимо по-

строить PCP1 такое, что для любого t

F (t, S(t), Y (t)) = F (0, S(0), Y (0))

для заданной функции F (t, S(t), Y (t)).

В соответствии с теоремой 3.9 из [14] сначала построим систему стохасти-

ческих дифференциальных уравнений, в качестве первого интеграла которой

возьмем нужную функцию, например, пусть

F (t, s, y) = ye−2s и F (t, S(t), Y (t)) = F (0, S(0), Y (0)) = 1.

Теперь в соответствии с теоремой 1 строим матрицу B (в данном случае

вектор-столбец, поскольку W (t) — одномерный винеровский процесс):

B = q00(e
−2S(t), 2Y (t) e−2S(t)),

где q00 = q00(t, S(t), Y (t)), и определяем второе слагаемое:
[
∂B(t, S(t), Y (t))

∂(S(t), Y (t))

]
= q00

[
−2e−2S(t) 0

−4Y (t)e−2S(t) 2e−2S(t)

]
,

[
∂B(t, S(t), Y (t))

∂(S(t), Y (t))

]
B(t, S(t), Y (t)) = q200

[
−2te−4S(t)

0

]
.
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Строим матрицу H и вычисляем ее определитель

detH = det



~e0 ~e1 ~e2
0 −2Y (t)e−2S(t) e−2S(t)

f1 f2 f3




= ~e0 · (−2Y (t)e−2S(t)f3 − e−2S(t)f2) + ~e1 · e−2S(t)f1 + ~e2 · 2Y (t)e−2S(t)f1,

где fi = fi(t, S(t), Y (t)), i = 1, 2, 3. Тогда вектор A = A(t, S(t), Y (t)) имеет

координаты

a1 = − f1
2Y (t)f3 + f2

− 2q200te
−4S(t), a2 = − 2Y (t)f1

2Y (t)f3 + f2

при условии 2Y (t)f3 + f2 6= 0 и система стохастических дифференциальных

уравнений имеет вид

dS(t) =

(
− f1

2Y (t)f3 + f2
− 2q200 t e

−4S(t)

)
dt+ q00e

−2S(t) dW (t),

dY (t) = − 2Y (t)f1
2Y (t)f3 + f2

dt+ 2q00Y (t)e−2S(t) dW (t).

(8)

Следовательно, приравнивая коэффициенты уравнений (7) и (8), получаем

выражения для управлений для детерминированной части:

Z1(t, S(t), Y (t)) = − f1
2Y (t)f3 + f2

− 2q200 t e
−4S(t) − µ1(t, S(t), Y (t)),

Z2(t, S(t), Y (t)) = − 2Y (t)f1
2Y (t)f3 + f2

− µ2(t, S(t), Y (t)),

и диффузионной части:

Z3(t, S(t), Y (t)) = q00e
−2S(t) − σ1(t, S(t), Y (t)),

Z4(t, S(t), Y (t)) = 2q00Y (t)e−2S(t) − σ1(t, S(t), Y (t)).

Таким образом, искомый набор управлений найден.

Для проведения численного моделирования с помощью метода Эйлера

[18, 19] решения системы СДУ и определения значений сохраняемой функции

положим, что

dS(t) = [S(t)e−S(t) + Z1(t, S(t), Y (t))] dt

+ [S(t) + e−2t + Z3(t, S(t), Y (t))] dW (t),

dY (t) = [Y (t)S(t) + e−2S(t) + Z2(t, S(t), Y (t))] dt

+ [e−t + Z4(t, S(t), Y (t))] dW (t),

(9)

Тогда имеем набор управлений

Z1(t, S(t), Y (t)) = − f1
2Y (t)f3 + f2

− 2q200te
−4S(t) − S(t)e−S(t),
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Z2(t, S(t), Y (t)) = − 2Y (t)f1
2Y (t)f3 + f2

− Y (t)S(t) − e−2S(t),

Z3(t, S(t), Y (t)) = q00e
−2S(t) − S(t) − e−2t,

Z4(t, S(t), Y (t)) = 2q00Y (t)e−2S(t) − e−t.

В качестве произвольных функций fi(t, S(t), Y (t)), i = 1, 2, 3, и q00(t, S(t), Y (t))

были взяты

f1(t, S(t), Y (t)) = sinS(t) + cosY (t), f2(t, S(t), Y (t)) = cos t+ 2,

f3(t, S(t), Y (t)) =
1

Y (t)
, q00(t, S(t), Y (t)) = S(t).

3. Управление двумя облигациями

Пусть портфель состоит из двух облигаций, подверженных воздействию

винеровского процесса и совершающих скачки под действием пуассоновского

процесса

dR1(t) = [µ1(t, R1(t), R2(t)) + Z1(t, R1(t), R2(t))] dtσ1(t, R1(t), R2(t)) dW (t)

+

∫
g1(t, R1(t), R2(t), γ)ν(dt, dγ),

dR2(t) = [µ2(t, R1(t), R2(t)) + Z2(t, R1(t), R2(t))] dt+ σ2(t, R1(t), R2(t)) dW (t)

+

∫
g2(t, R1(t), R2(t), γ)ν(dt, dγ), (10)

где Ri(t) — процентная ставка облигации i = 1, 2, Wk(t) — двумерный вине-

ровский процесс, ν(t,�γ) — стандартная пуассоновская мера на [0, T ] × Rn,

µi(t, R1(t), R2(t)), σi(t, R1(t), R2(t)), i = 1, 2, — заданные функции. Найдем та-

кие управления, чтобы с вероятностью 1 функция риска F (t, R1(t), R2(t)) со-

храняла постоянное значение, зависящее от начальных данных: R1(0) = 0,

R2(0) = 0.

Пусть F (t, R1(t), R2(t)) = R2(t)e
−2R1(t) + e−2, тогда

F (t, R1(t), R2(t)) = F (0, R1(0), R2(0)) = e−2.

В соответствии с теоремой 1 сначала нужно построить систему стохасти-

ческих дифференциальных уравнений, для которой функция F (t, R1(t), R2(t))

является детерминированным первым интегралом.

Из утверждения 3 теоремы 1 определим коэффициент при пуассоновской

мере. Для этого сначала найдем частные производные функции F (t, s1, s2) =

s2e
−2s1 + e−2. Они имеют следующий вид (s1 и s2 — вспомогательные перемен-

ные):
∂F (t, s1, s2)

∂s1
= −2s2e

−2s1 ,
∂F (t, s1, s2)

∂s2
= e−2s1 . (11)

Тогда

∂s(t, R1(t), R2(t), γ)

∂γ
=

[
∂s1(t,R1(t),R2(t),γ)

∂γ
∂s2(t,R1(t),R2(t),γ)

∂γ

]
=

[
e−2s1

2s2e
−2s1

]
.
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Решая эту систему, получаем

s1(t, R1(t), R2(t), γ) =
1

2
ln(2γ + 2C1(R1(t), R2(t))),

s2(t, R1(t), R2(t), γ) = C2(R1(t), R2(t))(γ + C1(R1(t), R2(t))),

и с учетом начальных данных, т. е. s(t, R1(t), R2(t), γ)|γ=0 = R,

C1(R1(t), R2(t)) =
1

2
e2R1(t), C2(R1(t), R2(t)) = 2R2(t)e

−2R1(t)

или

s1(t, R1(t), R2(t), γ) =
1

2
ln(2γ + e2R1(t)),

s2(t, R1(t), R2(t), γ) = 2R2(t)γe
−2R1(t) + R2(t).

Следовательно,

g1(t, R1(t), R2(t), γ) =
1

2
ln(2γ + e2R1(t)) −R1(t),

g2(t, R1(t), R2(t), γ) = 2R2(t)γe
−2R1(t).

(12)

Далее строим матрицу B:

B = q00(e
−2R1(t), 2R2(t)e

−2R1(t)),

где q00 = q00(·) = q00(t, R1(t), R2(t)), и определяем
[
∂B(·)
∂R(t)

]
= q00

[
−2e−2R1(t) 0

−4R2(t)e
−2R1(t) 2e−2R1(t)

]
,

[
∂B(·)
∂R(t)

]
B(·) = q200

[
−2e−4R1(t)

0

]
=

[
−2r200e

−4R1(t)

0.

]
.

Теперь строим матрицу H и вычисляем ее определитель:

detH = det



~e0 ~e1 ~e2
0 −2R2(t)e

−2R1(t) e−2R1(t)

f1 f2 f3




= ~e0(−2f3R2(t)e
−2R1(t) − f2e

−2R1(t)) + ~e1(f1e
−2R1(t)) + ~e2(2f1R2(t)e

−2R1(t)),

где fi = fi(t, R1(t), R2(t)), i = 1, 2, 3. Координаты вектора A = A(t, R1(t), R2(t))

таковы:

a1 = − f1
f2 + 2f3R2(t)

− 2q200e
−4R1(t), a2 = − 2f1R2(t)

f2 + 2f3R2(t)

при условии f2 + 2f3R2(t) 6= 0, и система уравнений Ито имеет вид

dR1(t) =

[
− f1(t, R1(t), R2(t))

f2(t, R1(t), R2(t)) + 2f3(t, R1(t), R2(t))R2(t)
− 2q200e

−4R1(t)

]
dt

+ q00e
−2R1(t) dW (t) +

∫ (
1

2
ln(2γ + e2R1(t)) −R1(t)

)
ν(dt, dγ),

dR2(t) =

[
− 2f1(t, R1(t), R2(t))R2(t)

f2(t, R1(t), R2(t)) + 2f3(t, R1(t), R2(t))R2(t)

]
dt

+ 2q00R2(t)e
−2R1(t) dW (t) +

∫
2R2(t)γe

−2R1(t)ν(dt, dγ).

(13)
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Рис. 1. Решение построенной СДУ (8) и значения функции F (t, S(t), Y (t))

Рис. 2. Решение построенной СДУ (13) и значения функции F (t, R1(t), R2(t))

Искомое множество управлений детерминированной частью получим из со-

поставления уравнений (10) и (13):

Z1(·) = − f1(t, R1(t), R2(t))

f2(t, R1(t), R2(t)) + 2f3(t, R1(t), R2(t))R2(t)

− 2q200e
−4R1(t) − µ1(t, R1(t), R2(t)),

Z2(·) = − 2f1(t, R1(t), R2(t))R2(t)

f2(t, R1(t), R2(t)) + 2f3(t, R1(t), R2(t))R2(t)
− µ2(t, R1(t), R2(t)).

Сопоставляя уравнения (10) и (13), видим, что необходимо ввести допол-

нительно управление в диффузионную часть — корректирующие функции:

Z3(·) = q00e
−2R1(t) − σ1(t, R1(t), R2(t)),

Z4(·) = 2q00R2(t)e
−2R1(t) − σ2(t, R1(t), R2(t)).

Для численного моделирования возьмем

µ1(t, R1(t), R2(t)) = R1(t) +R2(t) + e−t, µ2(t, R1(t), R2(t)) = R1(t)R2(t) + e−2t,

σ1(t, R1(t), R2(t)) = eR1(t), σ2(t, R1(t), R2(t)) = eR2(t),
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в качестве произвольных функций —

f1(t, R1(t), R2(t)) = sinR1(t) + cosR2(t), f2(t, R1(t), R2(t)) = cos t+ 2,

f3(t, R1(t), R2(t)) =
1

R2(t)
, q00(t, R1(t), R2(t)) = R1(t).

Как видно из рис. 1 и 2, приведенный алгоритм построения PCP1 действи-

тельно позволяет с вероятностью 1 в любой момент времени сохранять значение

функции, зависящей от пространственного положения динамической системы.

4. Заключение

Построены программные управления с вероятностью 1 (РСР1) для модели

инвестиционного портфеля, а также для модели с двумя облигациями. До-

казана теорема о размерности РСР1 в моделях, имеющих управления как в

детерминированной, так и в диффузионной части.

Численное моделирование решения систем СДУ дает возможность нагляд-

ного представления траекторий системы, описывающей изменение фазовых пе-

ременных при наличии РСР1, и соответствующее этому поведению сохранение

заданного значения некоторой функции.
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with jumps which are described by the Itô equations. Two types of financial models
are considered as examples of the construction of PCP1: the investment portfolio model

(diffusion model) and the interest rate model (diffusion with jumps). The given examples
are accompanied by numerical modeling.

DOI: 10.25587/SVFU.2018.1.12766

Keywords: programmed control with probability 1, stochastic Itô’s equation with
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