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ОБ ОТНОСИТЕЛЬНОЙ ОГРАНИЧЕННОСТИ

ОДНОГО КЛАССА ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

В ЛЕБЕГОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

М. Г. Гадоев, Ф. С. Исхоков

Аннотация. В пространстве Lp(�), где 1 < p < +∞ и � — произвольная (ограни-
ченная или неограниченная) область n-мерного евклидова пространства Rn, иссле-
дуется относительная ограниченность одного класса дифференциальных операто-
ров с частными производными недивергентного вида высшего порядка. Исследуе-
мые операторы имеют нестепенное вырождение вдоль всей границы области �, и
вырождение по каждой независимой переменной характеризуется с помощью раз-
ных функций.

В работах, опубликованных ранее по этому направлению, обычно сначала за-
давался исследуемый оператор в области � и затем в этой области определялись
функции, с помощью которых характеризуются вырождения коэффициентов ис-
следуемого оператора. Эти функции имели одинаковое поведение вблизи границы
по разным независимым переменным.

В отличие от этого, в настоящей работе область � и функции, которые харак-
теризуют вырождения коэффициентов дифференциального оператора, задаются в
паре друг с другом и предполагается выполнение «условия погружения», введенно-
го ранее П. И. Лизоркиным. При этом дифференцируемость функций, с помощью
которых определяется вырождение исследуемого оператора, не требуется.

Исследование относительной ограниченности дифференциальных операторов
является одним из основных направлений теории таких операторов, и результа-
ты, полученные в этом направлении, имеют широкое применение в теории вло-
жения нормированных пространств дифференцируемых функций многих перемен-
ных, теории разделимости дифференциальных операторов, спектральной теории
дифференциальных операторов и т.д.
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0. Введение

Работа посвящена исследованию относительной ограниченности одного

класса дифференциальных операторов с частными производными недивергент-

ного вида в произвольной (ограниченной или неограниченной) области � n-

мерного евклидова пространства с нестепенным вырождением на границе обла-

сти в пространстве Lp(�). Результаты об относительной ограниченности диф-
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ференциальных операторов применяются в теории разделимости дифференци-

альных операторов, теории вложения нормированных пространств дифферен-

цируемых функций многих вещественных переменных, спектральной теории

дифференциальных операторов (см., например, [1–17] и имеющуюся в них биб-

лиографию).

В настоящей работе, так же как в работе авторов [18], область � и функции,

которые характеризуют вырождения коэффициентов дифференциального опе-

ратора, задаются в паре друг с другом и предполагается выполнение «условия

погружения», введенного П. И. Лизоркиным в работе [19]. При этом вырож-

дения коэффициентов дифференциального оператора по разным независимым

переменным характеризуются с помощью разных функций и дифференциру-

емость функций, с помощью которых определяется вырождение исследуемого

оператора, не требуется.

1. Формулировка основного результата

Пусть � — произвольное открытое множество в n-мерном евклидовом про-

странстве Rn, и пусть �(0) — единичный куб с центром в начале системы ко-

ординат. Для любой точки ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ Rn и любого вектора ~t =

(t1, t2, . . . , tn) с положительными компонентами определим параллелепипед

�~t(ξ) равенством

�~t(ξ) = {x ∈ Rn : ((x1 − ξ1)/t1, (x2 − ξ2)/t2, . . . , (xn − ξn)/tn) ∈ �(0)}.
Пусть gj(x), j = 1, 2, . . . , n, — определенные в � положительные функции. По-

ложим �ε,~g(ξ) = �ξ~g(ξ)(ξ), где ε > 0 и ~g(ξ) = (g1(ξ), g2(ξ), . . . , gn(ξ)).

Предполагается, что множество � и функции gj(x), j = 1, 2, . . . , n, связаны

следующим условием.

(A) Существует постоянная ε0 > 0 такая, что для всех ξ ∈ � параллелепи-

пед �ε,~g(ξ) содержится в � для всех ε ∈ (0, ε0).

Условие (А) является аналогом условия погружения, введенного в [19].

В этой работе также рассмотрены примеры областей � и положительных функ-

ций gj(x), j = 1, 2, . . . , n, удовлетворяющих условию погружения.

Рассмотрим дифференциальное выражение

L(x,Dx) =
∑

|k|≤2r

ak(x)D
k
x (x ∈ �), (1)

где k = (k1, k2, . . . , kn) — мультииндекс, |k| = k1 + k2 + . . .+ kn — длина муль-

тииндекса,

Dk
x =

(
1

i

∂

∂x1

)k1(1

i

∂

∂x2

)k2
. . .

(
1

i

∂

∂xn

)kn

и i — мнимая единица.

Символом B(τ,~g, �), где τ — положительное число, обозначим класс сим-

волов

L(x, s) =
∑

|k|≤2r

ak(x)s
k (x ∈ �, s ∈ Rn)
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с измеримыми коэффициентами, удовлетворяющими следующим условиям:

(I) inf
x∈�,s∈Rn

|L(x, s)| = δ 6= 0

(II) |ak(x)sk
′ | ≤ τg

−k′′1
1 (x)g

−k′′2
2 (x) . . . g

−k′′n
n (x)|L(x, s)|

для всех x ∈ �, s ∈ Rn, k = k′ + k′′, k′′ 6= 0, |k| ≤ 2r;

(III)
∑

|k|≤2r

|(ak(x) − ak(y))s
k| ≤ τ |L(x, s)| для всех s ∈ Rn и всех x, y ∈ �

таких, что |xj − yj| < ε2gj(x), j = 1, 2, . . . , n, ε ∈ (0, ε0).

Будем писать L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), если

L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), Dl
xak(x) ∈ L∞,loc(�) (|l| ≤ |k| ≤ 2r),

и выполняется одно из следующих условий:

(IVа) L(x, Dx) — симметрическое дифференциальное выражение;

(IVб) имеет место неравенство
∑

l+k′+k′′=k,
k′′ 6=0, |k|≤2r

∣∣(Dl
xak(x)

)
g
k′′1
1 (x)g

k′′2
2 (x) . . . g

k′′n
n (x)sk

′ ∣∣ ≤ τ |L(x, s)|

для всех x ∈ �, s ∈ Rn.

Наряду с дифференциальным выражением (1) рассмотрим дифференци-

альное выражение

L(x,Dx) =
∑

|k|≤2r

bk(x)D
k
x (x ∈ �) (2)

с непрерывными коэффициентами bk(x) (x ∈ �, |k| ≤ 2r), удовлетворяющими

неравенству
∑

k′+k′′=k,
|k|≤2r

∣∣bk(x)gk
′′
1

1 (x)g
k′′2
2 (x) . . . g

k′′n
n (x)sk

′ ∣∣ ≤ N|L(x, s)| (3)

для всех x ∈ �, s ∈ Rn; N — некоторая положительная постоянная.

Теорема. Пусть существует число λ > 0 такое, что

λ−1 ≤ gj(x)

gj(y)
≤ λ, j = 1, 2, . . . , n, (4)

для всех y ∈ � и всех x ∈ �ε,~g(y), и пусть при некотором κ > 0 выполняется

неравенство ∑

|k|≤2r

|ak(x)sk| ≤ κ |L(x, s)| (5)

для всех x ∈ �, s ∈ Rn. Пусть также выполняется неравенство (3). Тогда

найдется число τ0 = τ0(r, n, p,κ, δ) > 0, 1 < p < +∞, такое, что если L(x, s) ∈
B(τ,~g, �), 0 < τ < τ∗0 , то для всех u ∈ C∞

0 (�) выполняется неравенство
∑

|k|≤2r

∥∥bk(x)Dk
xu(x); Lp(�)

∥∥ ≤ M ‖L(x,Dx)u(x); Lp(�)‖, (6)
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где M = M(r, n, p,κ,N) — некоторая положительная постоянная. Если же

L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), 0 < τ < τ∗0 , то неравенство (6) имеет место также для

всех u(x) ∈ Lp(�) таких, что L(x,Dx)u(x) ∈ Lp(�).

Напомним определение относительной ограниченности операторов в бана-

ховых пространствах. Пусть X , Y и Z — банаховы пространства и A : D(A) ⊂
X → Y , B : D(B) ⊂ X → Z — некоторые плотно определенные линейные опера-

торы. Оператор B называется ограниченным относительно оператора A (или

A-ограниченным), если D(A) ⊂ D(B) и существуют постоянные α ≥ 0, β > 0

такие, что

‖Bu;Z‖ ≤ α‖u;X‖+ β‖Au;Y ‖

для всех u ∈ D(A).

Пусть операторы (см. (1), (2))

L = L(·, D), D(L) = C∞
0 (�), и L = L(·, D), D(L) = C∞

0 (�),

допускают замыкание в пространстве Lp(�). Их замыкания обозначим через

L(p) и L(p) соответственно. Тогда в условиях сформулированной выше теоремы

если L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), 0 < τ < τ∗0 , то неравенство (6) имеет место для всех

u(x) ∈ Lp(�) таких, что L(x,Dx)u(x) ∈ Lp(�), и из этого неравенства следу-

ет ограниченность оператора L(p) относительно оператора L(p) в пространстве

Lp(�).

2. Доказательство основной теоремы

Отметим, что дифференциальные операторы L(x,Dx), символы которых

принадлежат классу B(τ,~g, �), ранее изучались в работах авторов [18, 20]. Так

же как в этих работах, здесь применяется техника, основанная на следующей

лемме о разбиении единицы области �.

Лемма 1 (см. [17, лемма 1]). Пусть область � и положительные функции

gj(x), j = 1, 2, . . . , n, удовлетворяют сформулированным выше условиям.

Тогда существуют неотрицательные функции ψ1, ψ2, . . . из класса C∞
0 (�)

такие, что

1)
+∞∑
m=1

ψ2
m(x) ≡ 1 (x ∈ �);

2) покрытие {supp ψm}+∞
m=1 области � имеет конечную кратность �(n, λ),

где λ — константа из условия (4);

3) для любого мультииндекса k существует конечное число Mk > 0 такое,

что ∣∣Dk
xψm(x)

∣∣ ≤Mkg
−k1
1 (x)g−k22 (x) . . . g−knn (x) (x ∈ �);

4) для всех x, y ∈ suppψm, m = 1, 2, . . . , выполняется неравенство

|xj − yj | < ε2gj(x), j = 1, 2, . . . , n;
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5) для любой функции f ∈ L1(�) справедливо соотношение

+∞∑

m=N

∫

�

χm(x)f(x) dx → 0, N → +∞,

где χm(x) — характеристическая функция множества suppψm.

Пусть L(x, s) ∈ B(τ,~g, �) и 0 < τ < τ0, где τ0 = τ0(n, r, p,κ) > 0 — такое

же положительное число, как в [20, теорема 1]. Тогда согласно этой теореме

замыкание L(p) оператора L = L(·, D), D(L) = C∞
0 (�), в пространстве Lp(�)

существует и имеет место равенство (см. [18, с. 21])

L(p)F(p) = E + �(p), (7)

где �(p) — замыкание в Lp(�) некоторого оператора � ∈ Lp[�] такого, что

‖�‖p ≤ 1/2, и при этом D(�(p)) = Lp(�). Здесь и далее символом Lp[�]

обозначено пространство всех линейных операторов, действующих из C∞
0 (�)

в L1(�) ∩ L∞(�), замыкания которых в пространстве Lp(�) являются ограни-

ченными операторами.

Напомним (см. [18, с. 8]), что F(p) — замыкание в Lp(�) оператора

F =

+∞∑

m=1

ψm�mψm, D(F ) = C∞
0 (�), (8)

где �m, m = 1, 2, . . . , — псевдодифференциальный оператор в Rn с символом

�m(s) = L−1
m (s) и

Lm(s) =
∑

|k|≤2r

ak(x
(m,k))sk (s ∈ Rn), (9)

{x(m,k), |k| ≤ 2r} — некоторые фиксированные точки из suppψm, m = 1, 2, . . . .

Ниже докажем неравенство

‖bkDkF‖p ≤ C1,p < +∞, |k| ≤ 2r. (10)

Используя равенство

bkD
kF =

+∞∑

m=1

ψmbkD
k�mψm +

+∞∑

m=1

[bkD
k, ψm]�mψm,

где символ [·, ·] обозначает коммутатор [T1, T2] = T1T2 − T2T1, представим опе-

ратор bkD
kF в виде

bkD
kF = F

(k)
∗ + F

(k)
∗∗ , (11)

где

F
(k)
∗ =

+∞∑

m=1

ψmbk�
(k)
m ψm, F

(k)
∗∗ =

+∞∑

m=1

[bkD
k, ψm]�mψm, (12)

�
(k)
m — псевдодифференциальный оператор в Rn с символом skL−1

m (s).
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Оценим норму оператора F
(k)
∗ . Для этого представим оператор F

(k)
∗ в виде

F
(k)
∗ =

+∞∑

m=1

ψm(bk(x) − bk(x
(m,k)))�(k)

m ψm +

+∞∑

m=1

ψmbk(x
(m,k))�(k)

m ψm.

Применяя [18, лемма 2], получаем

‖F
(k)
∗ ‖p ≤M1(C1,k + C2,k), (13)

где

C1,k = sup
m=1,2,...

∥∥ψm(bk(x) − bk(x
(m,k)))�(k)

m ψm
∥∥
p
,

C2,k = sup
m=1,2,...

∥∥ψmbk(x(m,k))�(k)
m ψm

∥∥
p
.

Также с помощью [18, лемма 2] доказывается, что
∥∥ψm(bk(x) − bk(x

(m,k)))�(k)
m ψm

∥∥
p
≤M11 sup

∣∣(bk(x) − bk(x
(m,k)))skL−1

m (s)
∣∣.

В этих неравенствах верхняя грань берется по x ∈ suppψm, s ∈ Rn. Отсюда в

силу непрерывности коэффициентов bk(x), |k| ≤ 2r, и условия (3) следует, что
∥∥ψm(bk(x) − bk(x

(m,k)))�(k)
m ψm

∥∥
p
≤ M1, (14)

где M1 — некоторое конечное положительное число.

Из условия (3), в частности, следует, что

|bk(x)sk| ≤ N|L(x, s)|, |k| ≤ 2r,

для всех x ∈ �, s ∈ Rn. Следовательно,

|bk(x(m,k))sk| ≤ N|L(x(m,k), s)|, |k| ≤ 2r, m = 1, 2, . . . ,

для всех s ∈ Rn.

Согласно неравенству (16) из работы [18]

|L(x, s)| ≤ 2|Lm(s)| ≤ 3|L(x, s)|, s ∈ Rn, x ∈ suppψm, m = 1, 2, . . . . (15)

Отсюда следует, что

|L(x(m,k), s)| ≤ 2|Lm(s)| ≤ 3|L(x(m,k), s)|, s ∈ Rn, m = 1, 2, . . . .

Поэтому ∣∣bk(x(m,k))skL−1
m (s)

∣∣ ≤ 2N, |k| ≤ 2r, m = 1, 2, . . . , (16)

для всех s ∈ Rn.

Отметим, что в силу [18, лемма 3] для нормы псевдодифференциального

оператора �
(k)
m имеет место следующее неравенство:

∥∥�(k)
m

∥∥
p
≤Mp sup

s∈Rn

∣∣skL−1
m (s)

∣∣.

Отсюда и из (16) следует, что
∥∥ψmbk(x(m,k))�(k)

m ψm
∥∥
p
≤ 2N (17)



Об относительной ограниченности 9

для всех |k| ≤ 2r, m = 1, 2, . . . .

В силу доказанных неравенств (14), (17) из (13) получим следующую оцен-

ку для нормы оператора F
(k)
∗ :

‖F
(k)
∗ ‖p ≤M1,p(M1 + 2N). (18)

Переходим к оценке нормы оператора (см. (12)) F
(k)
∗∗ . Так как

[bkD
k, ψm] = bk(x)D

k(ψm(x)) − ψm(x)bk(x)D
k,

имеет место представление

F
(k)
∗∗ =

+∞∑

m=1

∑

k′+k′′=k,

k′ 6=0

C(k′, k′′)bk(x)ψ
(k′)
m �(k′′)

m ψm,

где C(k′, k′′) — постоянные числа, ψ
(k′)
m (x) = Dk′

x ψm(x) и �
(k′′)
m — псевдодиффе-

ренциальный оператор в Rn с символом sk
′′

L−1
m (s). Отсюда в силу [18, лемма 2]

следует, что

‖F
(k)
∗∗ ‖p ≤ �1/p(n, λ)

∑

k′+k′′=k,

k′ 6=0

C
(k)
(k′,k′′), (19)

где

C
(k)
(k′,k′′) = sup

m=1,2,...

∥∥bk(x)ψ(k′)
m �(k′′)

m ψm
∥∥
p
. (20)

В силу [18, лемма 3] имеем
∥∥bk(x)ψ(k′)

m �(k′′)
m ψm

∥∥
p
≤ sup
x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣ψ(k′)
m (x)bk(x)s

k′′L−1
m (s)

∣∣.

Применяя неравенство (15) и п. 3 леммы 1, получим

sup
x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣ψ(k′)
m (x)bk(x)s

k′′L−1
m (s)

∣∣

≤M21 sup
x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣bk(x)gk
′
1

1 (x)g
k′2
2 (x) . . . g

k′n
n (x)sk

′′

L−1
m (s)

∣∣

≤M22 sup
x∈suppψm

sup
s∈Rn

∣∣bk(x)gk
′
1

1 (x)g
k′2
2 (x) . . . g

k′n
n (x)sk

′′

L−1(x, s)
∣∣.

Отсюда в силу условия (3) следует, что

sup
x∈suppψm

sup
s∈Rn

|ψ(k′)
m (x)bk(x)s

k′′L−1
m (s)| ≤M22N < +∞.

Таким образом (см. (19), (20)), существует конечное положительное число M2,p,

1 < p < +∞, такое, что

‖F
(k)
∗∗ ‖p ≤ M2,p (21)

для всех мультииндексов k таких, что |k| ≤ 2r.

В силу представления (11) из (18), (21) следует неравенство (10).

Пусть u(x) — произвольная функция из класса C∞
0 (�). Тогда существует

функция (см. (8)) v(x) ∈ C∞
0 (�) такая, что Fv = u. Используя равенство (7),



10 М. Г. Гадоев, Ф. С. Исхоков

имеем Lu = LFv = (E+� )v. Так как � ∈ Lp[�] и ‖�‖p ≤ 1/2, то v = (E+� )−1Lu.

Отсюда и из неравенства (10) имеем

‖bkDku;Lp(�)‖ = ‖bkDkFv;Lp(�)‖ ≤ C1,p‖v;Lp(�)‖
= C1,p‖(E + � )−1Lu;Lp(�)‖ ≤ C1,p‖(E + � )−1‖p‖Lu;Lp(�)‖.

Так как (E + � )−1 — ограниченный оператор, то

‖bkDku;Lp(�)‖ ≤ C2,p‖Lu;Lp(�)‖ (u ∈ C∞
0 (�)), (22)

где C2,p — положительная постоянная. Следовательно,
∑

|k|≤2r

∥∥bk(x)Dk
xu(x);Lp(�)

∥∥ ≤ M‖L(x,Dx)u(x);Lp(�)‖

для всех u ∈ C∞
0 (�), т. е. неравенство (6) в случае u ∈ C∞

0 (�) доказано.

Таким образом, первая часть утверждения основной теоремы доказана.

Для доказательства второй части вводим пространство Wp,L(�), которое со-

стоит из всех функций u(x) ∈ Lp(�) таких, что L(x,Dx)u(x) ∈ Lp(�). Норма в

Wp,L(�) определяется равенством

‖u;Wp;L(�)‖ =

{∫

�

|u(x)|p dx+

∫

�

|L(x,Dx)u(x)|p dx
}1/p

.

Если L(x, s) ∈ B(τ,~g, �) и 0 < τ < τ0, где τ0 = τ0(n, r, p,κ) > 0 — та-

кое же положительное число, как в [18, теорема 1], то согласно этой теореме

замыкание L(p) оператора L = L(·, D), D(L) = C∞
0 (�), в пространстве Lp(�)

существует. Пусть u ∈ D(L(p)). Тогда существует последовательность функций

u1(x), u2(x), . . . из класса C∞
0 (�) такая, что uj −→

p
u, Luj −→

p
L(p)u. Из (22)

следует, что

‖bkDk(ui − uj);Lp(�)‖ ≤ C2,p‖L(ui − uj);Lp(�)‖. (23)

Поэтому для произвольного ε > 0

‖Dk(ui − uj);Lp(�ε)‖ −→ 0 (i, j −→ +∞), (24)

где �ε = {x ∈ � : |bk(x)| > ε}. Так как uj −→
p

u, из (24) следует, что в �ε су-

ществует обобщенная производная Dk
xu(x) в смысле С. Л. Соболева. Отсюда в

силу произвольности ε > 0 и непрерывности коэффициентов bk(x), |k| ≤ 2r, сле-

дует, что обобщенная производная Dk
xu(x) в смысле С. Л. Соболева существует

в множестве �0 = {x ∈ � : bk(x) 6= 0}. Учитывая это и переходя к пределу при

j −→ +∞ в неравенстве (23), получим

‖bkDku− bkD
kui;Lp(�ε)‖ ≤ C2,p‖L(u− ui);Lp(�)‖.

Отсюда в силу произвольности ε > 0 имеем

‖bkDku− bkD
kui;Lp(�)‖ ≤ C2,p‖L(u− ui);Lp(�)‖.
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Следовательно, если переходить к пределу при j −→ +∞ в неравенстве
∑

|k|≤2r

∥∥bk(x)Dk
xui(x);Lp(�)

∥∥ ≤ M‖L(x,Dx)ui(x);Lp(�)‖,

то получим неравенство (6) для всех u ∈ D(L(p)).

Ниже докажем, что в условиях теоремы найдется число t0 = t(r, n, p,κ)

такое, что если 0 < τ < t0 и L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), то

D(L(p)) = Wp,L(�). (25)

Поэтому в этом случае неравенство (6) имеет место для всех u(x) ∈ Lp(�) та-

ких, что L(x,Dx)u(x) ∈ Lp(�). Таким образом, для завершения доказательства

основной теоремы осталось доказать равенство (25).

Обозначим через L′(x, s) символ дифференциального выражения L′(x,Dx),

сопряженного к дифференциальному выражению L′(x,Dx). Непосредственны-

ми вычислениями можно убедиться в том, что если L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), 0 < τ <

µ, где µ — некоторое малое число, зависящее только от r и n, то L′(x, s) ∈
B
(

8τ
µ , ~g, �

)
. Если же при этом выполняется неравенство (5), то

∑

|k|≤2r

|a′k(x)sk| ≤ κ
′|L′(x, s)| (x ∈ �, s ∈ Rn),

где κ′ = 4κ + 3 и a′k(x) — коэффициенты символа L′(x, s).

Таким образом, к дифференциальным операторам L = L(x,Dx), D(L) =

C∞
0 (�), и L′ = L′(x,Dx), D(L′) = C∞

0 (�), можно применить результаты работы

[18], согласно которым можно подобрать положительное число t1 = t1(r, n, p,κ)

такое, что если L(x, s) ∈ B(τ,~g, �), то (см. [18, с. 21, 22])

R(L(p)) = Lp(�), kerL(p) = ∅; R(L′
(q)) = Lq(�), kerL′

(q) = ∅, 1/p+ 1/q = 1.

Отсюда в силу [2, лемма 2.6, п. (в)] следует равенство (L′
(q))

∗ = L(p). Поэтому

из [2, лемма 2.6, п. (г)] следует, что u(x) ∈ D((L′
(q))

∗) = D(L(p)) тогда и только

тогда, когда u(x) ∈ Lp(�) и обобщенная функция

(L(x,Dx)u)(x) =
∑

|k|≤2r

ak(x)D
k
xu(x)

принадлежит пространству Lp(�), т. е. имеет место равенство (25).

Основная теорема доказана.
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