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Аннотация. Изучается разрешимость нелокальной задачи с интегральными усло-
виями для дифференциальных уравнений соболевского типа третьего порядка. С ис-
пользованием спектральных разложений доказываются теоремы существования и
единственности решений, имеющих все обобщенные по С. Л. Соболеву производные,
входящие в уравнение.
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1. Введение

Работа посвящена исследованию разрешимости нелокальной задачи с дву-
мя интегральными по выделенной переменной t условиями для дифференци-
альных уравнений

utt +

(
α
∂

∂t
+ β

)
�u = f(x, t) (∗)

(α, β — действительные постоянные, � — оператор Лапласа по переменным
x1, . . . , xn).

Уравнения (∗) и близкие к ним уравнения в некоторых источниках называ-
ют уравнениями соболевского типа [1, 2], уравнениями составного типа [3], или
же псевдогиперболическими уравнениями [4, 5]. Разрешимость локальных крае-
вых задач для таких уравнений представляется хорошо изученной. Значительно
менее изучены для уравнений (∗) задачи с нелокальными и, в частности инте-
гральными, условиями. Применительно к уравнениям (∗) можно сказать, что
ранее изучались нелокальные задачи с пространственно-интегральными услови-
ями [6]. Что же касается задач с интегральными условиями по временной (вы-
деленной) переменной, то здесь прежде всего назовем работу [7]. В этой работе
использовался прием, основанный на применении операторов, определяющих
интегральные условия, к уравнению, использовании формулы интегрирования
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по частям и переходе от задачи с чисто интегральными условиями к задаче с
«полуинтегральными» условиями, в которой обычные начальные условия при
t = 0 связываются со значениями решения при t > 0.

Другой подход к задачам с интегральными условиями для уравнений тре-
тьего порядка применялся в недавней работе [8]. В этой работе изучалась задача
для уравнений (∗) с одним интегральным условием и одним локальным (точеч-
ным) условием. Настоящую работу можно считать продолжением работы [8] —
в ней будет изучаться разрешимость нелокальной задачи для уравнений (∗) с
двумя интегральными условиями. Техника, используемая в настоящей работе,
близка к технике работы [8] (см. также [9]), но в то же время имеет некоторые
существенные отличия.

Уточним, что целью настоящей работы будет доказательство разрешимо-
сти изучаемой нелокальной задачи в классе регулярных решений, т. е. решений,
имеющих все обобщенные по С. Л. Соболеву производные, входящие в уравне-
ние.

Доказательства, построения и рассуждения в работе будут проведены с
использованием свойств пространств Лебега Lp, Соболева W l

p, а также про-
странств Lp(0, T ;X). Определения этих пространств и свойства функций из
них можно найти в монографиях [10–12].

1. Постановка задачи. Существование
и единственность решений

Пусть � — ограниченная область из пространства Rn с гладкой (для про-
стоты бесконечно дифференцируемой) границей � , Q — цилиндр � × (0, T ),
0 < T < +∞, S = � × (0, T ) — боковая граница Q. Далее, пусть α и β — за-
данные действительные числа, причем α 6= 0, f(x, t), N1(t) и N2(t) — заданные
действительнозначные функции, определенные при x ∈ �, t ∈ [0, T ].

Нелокальная задача. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре
Q решением уравнения

utt +

(
α
∂

∂t
+ β

)
�u = f(x, t) (1)

и такую, что для нее выполняются условия

u(x, t)|S = 0, (2)

T∫

0

N1(t)u(x, t) dt = 0, x ∈ �, (3)

T∫

0

N2(t)u(x, t) dt = 0, x ∈ �. (4)

Пусть {wk(x)}∞k=1 и {λk}∞k=1 соответственно ортонормированная в L2(�)
система собственных функций и система собственных чисел задачи

�w = λw в �, w|� = 0,
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причем собственные числа λk расположены в монотонно убывающую последо-
вательность. Существование указанных систем собственных функций и соб-
ственных чисел известно (см. [13, 14]), известно также, что функции wk(x),
k = 1, 2, . . . , образуют базис в пространстве L2(�) и что числа λk все отрица-
тельны, последовательность {λk}∞k=1 не имеет конечных предельных точек.

Положим

V =
{
v(x, t) : v(x, t) ∈ L2

(
0, T ;W 2

2 (�) ∩
◦

W
1
2(�)

)
,

�vt(x, t) ∈ L2(Q), vtt(x, t) ∈ L2(Q)
}
.

Нормируем множество V :

‖v‖V =
(
‖v‖2

W 2
2 (�) + ‖�vt‖2

L2(Q)

)1/2
.

Всюду далее регулярным решением нелокальной задачи (1)–(4) будем называть
решение уравнения, принадлежащее этому пространству и такое, что для него
выполняются условия (3) и (4).

Положим для j = 1, 2, . . .

zj,1 =
1

2

(
−αλj +

√
α2λ2

j − 4pλj
)
, zj,2 =

1

2

(
−αλj −

√
α2λ2

j − 4pλj
)
.

Теорему единственности решений нелокальной задачи (1)–(4) сформулиру-
ем для простейшего случая различных чисел zj,1 и zj,2 (случай совпадения чисел
zj,1 и zj,2 отличается от рассмотренного лишь более громоздкими выкладками).

Теорема 1. Пусть выполняются условия

Ni(t) ∈ C([0, T ]), (6)

zj,1 6= zj,2, j = 1, 2, . . . , (7)

T∫

0

N1(t)e
zj,2t dt ·

T∫

0

N2(t)e
zj,1t dt 6=

T∫

0

N1(t)e
zj,1t dt ·

T∫

0

N2(t)e
zj,2t dt. (8)

Тогда нелокальная задача (1)–(4) не может иметь в пространстве V более одного
решения.

Доказательство. Для возможного решения u(x, t) уравнения (1) в слу-
чае f(x, t) ≡ 0 имеет место представление

u(x, t) =

∞∑

k=1

ϕk(t)wk(x)

с функциями ϕk(t), являющимися решениями обыкновенного дифференциаль-
ного уравнения

ϕ′′

k(t) + αλkϕ
′

k(t) + βλkϕk(t) = 0.

Учитывая, что при выполнении условия (7) функции ϕk(t) имеют вид

ϕk(t) = C1,ke
zj,1t + C2,ke

zj,2t,
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и учитывая, что для функции u(x, t) должны выполняться условия (3) и (4),
нетрудно получить для чисел C1,k и C2,k линейную однородную систему, опре-
делитель которой вследствие условия (8) отличен от нуля. Но тогда числа C1,k

и C2,k равны нулю, функции ϕk(t) и в целом функция u(x, t) будут тождествен-
но нулевыми. А это и означает, что нелокальная задача (1)–(4) не может иметь
в пространстве V более одного решения.

Теорема доказана.

Исследование разрешимости нелокальной задачи (1)–(4) также будет про-
ведено с помощью метода спектральных разложений.

Для k = 1, 2, . . . положим

Dk,j =

T∫

0

N1(t)e
zk,j t dt, Ek,j =

T∫

0

N2(t)e
zk,jt dt, j = 1, 2,

dk = Dk,2Ek,1 −Dk,1Ek,2.

Утверждение 1. Пусть функции N1(t) и N2(t) линейно независимы на
отрезке [0, T ], и пусть выполняются условия

α < 0, β ≤ 0, (9)

N1(t) ∈ C([0, T ]), N1(t) ≥ N0 > 0 при t ∈ [0, T ], (10)

N2(t) ∈ Cm+1([0, T ]), N2(t) ≥ 0 при t ∈ [0, T ],

N
(i)
2 (0) ≤ 0, N

(i)
2 (T ) ≥ 0, i = 0, 1, . . . ,m. (11)

Тогда найдется натуральное число k0 такое, что при k ≥ k0, k ∈ N, выполняются
неравенства

dk ≥ d0

|zk,2|
с положительным числом d0, определяющимся функциями N1(t) и N2(t), а так-
же числами α, β и T .

Доказательство. Пусть k1 — наименьшее натуральное число такое, что
при k ≥ k1 выполняется α2λ2

k − 4βλk > 0. Тогда при k ≥ k1 числа zk,1 и zk,2
различные, для них выполняются неравенства

zk,2 ≤ −αλk ≤ −4β

α
≤ −2β

α
≤ zk,1 ≤ −β

α
,

и для чисел zk,2 будет иметь место свойство

zk,2 → −∞ при k → ∞.

Положим

d0,1 = N0e
−

4βT
α · (1 − e−

2βT
α )

T∫

0

N2(t) dt.
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Используя указанные выше свойства чисел zk,1 и zk,2, нетрудно установить спра-
ведливость при k ≥ k1 неравенств

T∫

0

N1(t)e
zk,2t dt ·

T∫

0

N2(t)e
zk,1t dt ≥ d0,1

|zk,2|
. (12)

Определим число d0,2:

d0,2 = max
[0,T ]

∣∣N (m+1)
2 (t)

∣∣ ·
T∫

0

N1(t) dt.

Имеет место следующая цепочка равенств и неравенств:
T∫

0

N1(t)e
zk,1t dt ·

T∫

0

N2(t)e
zk,2t dt ≤

T∫

0

N1(t) dt ·
T∫

0

N2(t)e
zk,2t dt

=

T∫

0

N1(t) dt


N2(T )ezk,2T −N2(0)

zk,2
+

1

|zk,2|

T∫

0

N ′

2(t)e
zk,2t dt




≤
T∫

0

N1(t) dt ·
1

|zk,2|


N

′

2(T )ezk,2T −N ′

2(0)

zk,2
+

1

|zk,2|

T∫

0

N ′′

2 (t)ezk,2t dt




≤ . . . ≤ d0,2

|zk,2|m+1
. (13)

Из (12) и (13) вытекает оценка

dk ≥ 1

|zk,2|

(
d0,1 −

d0,2

|zk,2|m
)
. (14)

Пусть k0 — наименьшее из натуральных чисел, больших k1 и таких, что при
k ≥ k0 выполняется равенство

|zk,2|m >
d0,2

d0,1
(15)

(вследствие сходимости последовательности {zk,2} к −∞ такое число k0 суще-
ствует). Далее, существует положительное число δ0 такое, что при k > k0

выполняется неравенство

|zk,2|m > (1 + δ0)
d0,2

d0,1
.

Положим

γ0 = 1 − 1

1 + δ0
.

Имеет место неравенство

d0,1 −
d0,2

|zk,2|m
> γ0d0,1.

Но тогда из (14) и следует, что при k ≥ k0 выполняется требуемая оценка

dk ≥ d0

|zk,2|
, d0 = γ0d0,1.

Утверждение доказано.
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Утверждение 2. Пусть функции N1(t) и N2(t) линейно независимы на
отрезке [0, T ], и пусть выполняется условие

α < 0, β > 0, (9′)

а также условия (10) и (11). Тогда найдется натуральное число k∗0 такое, что
при k ≥ k∗0 , k ∈ N, выполняются неравенства

dk ≥ d∗0
|zk,2|

с положительным числом d∗0, определяющимся функциями N1(t) и N2(t), а так-
же числами α, β, T и λ1.

Доказательство. Вследствие условия (9′) для чисел zk,1 и zk,2 выполня-

ются неравенства zk,2 < −αλ1 < 0 < zk,1 < − 2β
α , и для чисел zk,2 будет иметь

место свойство zk,2 → −∞ при k → ∞. Дальнейшие рассуждения вполне со-
ответствуют рассуждениям, проведенным при доказательстве утверждения 1.
Уточним лишь, что здесь k1 = 1, вместо числа d0,1 следует взять число

d∗0,1 = N0

(
1 − e−αλ1T

)
T∫

0

N2(t) dt,

вместо числа d0,2 нужно будет взять число

d∗0,2 =

T∫

0

N1(t)e
−

2βt
α dt · max

[0,T ]

∣∣N (m+1)
2 (t)

∣∣,

число k∗0 будет определяться как наименьшее натуральное число такое, что при
k ≥ k∗0 выполняется неравенство

|zk,2|m >
d∗0,2
d∗0,1

.

Утверждение доказано.

Рассмотрим задачу: найти функцию v0(x, t), являющуюся в цилиндре Q
решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются условие (2), а также
условие

v0(x, 0) = v0t(x, 0) = 0, x ∈ �. (16)

Утверждение 3. Пусть число α отрицательно. Тогда для любой функции
f(x, t) такой, что f(x, t) ∈ L2

(
0, T ;W 6

2 (�)
)
, f(x, t) = �f(x, t) = �2f(x, t) = 0

при (x, t) ∈ S, краевая задача (1), (2), (16) имеет решение v0(x, t) такое, что
�pv0(x, t) ∈ L2(Q), �pv0t(x, t) ∈ L2(Q), p = 0, 4, �pv0tt(x, t) ∈ L2(Q), p = 0, 3.

Доказательство. Пусть ε — положительное число. Рассмотрим задачу:
найти функцию v(x, t), являющуюся в цилиндре Q решением уравнения

vtt +

(
α
∂

∂t
+ β

)
�v − ε�7vt = f(x, t) (1ε)
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и такую, что для нее выполняются условия (2) и (16), а также условие

�v(x, t)|S = �2v(x, t)|S = �3v(x, t)|S = �4v(x, t)|S
= �5v(x, t)|S = �6v(x, t)|S = 0.

Данная краевая задача при фиксированном ε имеет решение, обладающее при-
надлежащими пространству L2(Q) производными, входящими в уравнение.
Умножая уравнение (1ε) на функцию −�7vt, интегрируя по цилиндру с пе-
ременным верхним пределом с использованием формулы интегрирования по
частям, далее умножая уравнение (1ε) на функцию −�6vtt, повторяя процеду-
ру интегрирования, наконец, применяя лемму Гронуолла, нетрудно получить
при выполнении условий теоремы на функцию f(x, t) априорные оценки, кото-
рые позволят перейти к пределу по параметру ε к требуемому решению краевой
задачи (1), (2), (16).

Утверждение доказано.

Данное утверждение означает, в частности, что решение v0(x, t) краевой
задачи (1), (2), (16) можно представить рядом Фурье:

v0(x, t) =

∞∑

k=1

vk(t)wk(x), vk(t) =

∫

�

v0(x, t)wk(x, t) dx.

Определим числа Ak и Bk:

Ak =
√
α2λ2

k − 4βλk

∫

�

N1(t)vk(t) dt, Bk =
√
α2λ2

k − 4βλk

∫

�

N2(t)vk(t) dt.

Теорема 2. Пусть α < 0, β 6= 0, функции N1(t) и N2(t) линейно неза-
висимы на отрезке [0, T ], выполняются условия (10) и (11), и пусть для k =
1, . . . , k0 − 1 в случае β ≤ 0, или же для k = 1, . . . , k∗0 − 1 в случае β > 0 вы-
полняются условия (7) и (8). Тогда для любой функции f(x, t) из пространства
L2(0, T ;W 6

2 (�)) такой, что f(x, t) = �f(x, t) = �2f(x, t) = 0 при (x, t) ∈ S,
нелокальная задача (1)–(4) имеет решение, принадлежащее пространству V , и
притом ровно одно.

Доказательство. Рассмотрим следующую алгебраическую систему от-
носительно чисел ak и bk:

ak(zk,1Dk,2 − zk,2Dk,1) + bk(Dk,1 −Dk,2) = −Ak, (17)

ak(zk,1Ek,2 − zk,2Ek,1) + bk(Ek,1 − Ek,2) = −Bk. (18)

Определитель этой системы есть число dk, и это число отлично от нуля при
k = 1, . . . , k0−1 в случае β ≤ 0, при k = 1, . . . , k∗0−1 в случае β > 0 — вследствие
условия теоремы, при k ≥ k0 или соответственно при k ≥ k∗0 — вследствие
утверждений 1 и 2. Значит, система (17), (18) для любого натурального числа
k имеет единственное решение {ak, bk}. Определим функции ck(t):

ck(t) =
bk − akzk,2
zk,1 − zk,2

ezk,1t +
akzk,1 − bk
zk,1 − zk,2

ezk,2t.
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Для этих функций выполняются равенства

c′′k(t) + αλkc
′

k(t) + βλkck(t) = 0, t ∈ (0, T ), ck(0) = ak, c′k(0) = bk.

Положим

ϕ(x) =
∞∑

k=1

akwk(x), ψ(x) =
∞∑

k=1

bkwk(x).

Если функции ϕ(x) и ψ(x) принадлежат пространствамW 2
2 (�)∩

◦

W 1
2(�) и

◦

W 1
2(�)

соответственно, то краевая задача

u0tt +

(
α
∂

∂t
+ β

)
�u0 = 0, u0(x, t)|S = 0,

u0(x, 0) = ϕ(x), u0t(x, 0) = ψ(x), x ∈ �,

имеет единственное решение, принадлежащее пространству V (см. [15]). Пока-
жем, что для функций ϕ(x) и ψ(x) выполняются указанные выше включения.

Пусть выполняется β < 0. Для чисел ak и bk при k ≥ k0 имеют место
представления

ak =
1

dk
[−Ak(Ek,1 − Ek,2) +Bk(Dk,1 −Dk,2)],

bk =
1

dk
[−Bk(zk,1Dk,2 − zk,2Dk,1) +Ak(zk,1Ek,2 − zk,2Ek,1)].

Учитывая свойства чисел zk,1 и zk,2, а также используя оценку утверждения 1
для чисел dk, нетрудно получить оценки

|ak| ≤ C1|λk|2



T∫

0

v2
k(t) dt




1/2

, (19)

|bk| ≤ C2|λk|3



T∫

0

v2
k(t) dt




1/2

(20)

с постоянными C1 и C2, определяющимися лишь функциями N1(t) и N2(t),
числами α, β и T . Из этих оценок следуют неравенства

|λk|2a2
k ≤ C1|λk|6

T∫

0

v2
k(t) dt, |λk|b2k ≤ C2|λk|7

T∫

0

v2
k(t) dt.

Поскольку для функции v0(x, t) выполняется включение �4v0(x, t) ∈ L2(Q), ряд

∞∑

k=1

λ8
k

T∫

0

v2
k(t) dt

сходится. Но тогда и ряды
∞∑
k=1

|λk|2a2
k,

∞∑
k=1

|λk|b2k сходятся. А это и означает,

что функция ϕ(x) принадлежит пространству W 2
2 (�) ∩

◦

W 1
2(�), функция ψ(x)

принадлежит пространству
◦

W 1
2(�).
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Как говорилось выше, из принадлежности функций ϕ(x) и ψ(x) простран-

ствам W 2
2 (�) ∩

◦

W 1
2(�) и

◦

W 1
2(�) следует, что функция u0(x, t) корректно опре-

делена и принадлежит пространству V . Определим функцию u(x, t):

u(x, t) = u0(x, t) + v0(x, t). (21)

Очевидно, что эта функция и будет представлять собой искомое решение нело-
кальной задачи (1)–(4).

Пусть теперь выполняется β > 0. В этом случае также выполняются оцен-
ки (19) и (20), но, быть может, с иными постоянными C1 и C2. Повторяя далее
приведенные выше рассуждения, нетрудно получить, что и в случае β > 0 ра-
венство (21) будет определять искомое решение нелокальной задачи (1)–(4).

Единственность решений начальной задачи (1)–(4) доказана в теореме 1.
Теорема полностью доказана.
Условия теоремы 2 предполагают непосредственную проверку выполнения

условий (8) для чисел k = 1, . . . , k0 − 1 или k = 1, . . . , k∗0 − 1. И хотя числа k0

или k∗0 находятся конструктивно, проверка этих условий при большой величине
чисел k0 или k∗0 может быть затруднительной. Следующий результат не требует
проверки выполнения условий (8).

Теорема 3. Пусть α < 0, β 6= 0, функции N1(t) и N2(t) линейно независи-
мы на отрезке [0, T ], выполняются условия (10) и (11), а также условие

|λ1| > max

(
2

|α|

(
d0,2

d0,1

)1/m

,
4|β|
α2

)
, если β < 0,

|λ1| >
2

|α|

(
d∗0,2
d∗0,1

)1/m

, если β > 0. (22)

Тогда для любой функции f(x, t) такой, что f(x, t) ∈ L2(0, T ;W 6
2 (�)), f(x, t) =

�f(x, t) = �2f(x, t) = 0 при (x, t) ∈ S, нелокальная задача (1)–(4) имеет реше-
ние u(x, t), принадлежащее пространству V , и притом ровно одно.

Доказательство. Прежде всего заметим, что как в случае β < 0, так и
в случае β > 0 число k1 равно 1. Далее, из условия (22) следует, что при β < 0
выполняется неравенство ∣∣∣∣

αλ1

2

∣∣∣∣
m

>
d0,2

d0,1
, (23)

и при β > 0 соответственно неравенство
∣∣∣∣
αλ1

2

∣∣∣∣
m

>
d∗0,2
d∗0,1

. (24)

Поскольку для всех натуральных чисел k имеет место неравенство

|zk,2| ≥
|αλ1|

2
, (25)

из (23)–(25) вытекает, что для всех k справедливы неравенства утверждений 1
и 2. Но тогда, во–первых, выполняются условия (7) и (8), во-вторых, истинны
все рассуждения и выкладки теоремы 2. А это, в свою очередь, означает, что
истинно и заключение теоремы 2.
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2. Замечания и дополнения

1. В целом аналогичные результаты можно получить для уравнений

utt +

(
α
∂

∂t
+ β

)
Au = f(x, t)

с линейным эллиптическим оператором A самосопряженного вида (с естествен-
ным добавлением граничных условий, если порядок оператора A будет боль-
ше 2).

2. Если для некоторых натуральных чисел k будет выполняться zk,1 =
zk,2, то условия теоремы единственности незначительно изменятся. Именно,
нужно лишь учесть тот факт, что при наличии кратных корней представление
функций ϕk(t), использованное при доказательстве теоремы 1, должно быть
иным. Что касается теоремы 2 существования, то здесь также нужно лишь
учесть изменение в условии (8), асимптотика же чисел ak и bk, а также вывод
о принадлежности функции u0(x, t) пространству V не изменятся, поскольку
изменение конечного числа слагаемых не влияет на сходимость ряда.

3. Случай β = 0 в уравнении (1) очевидным образом приводит к тому,
что нелокальная задача (1)–(4) распадается на две независимые задачи — на
задачу нахождения решения w(x, t) уравнения теплопроводности при наличии
интегрального условия, и на задачу нахождения функции u(x, t), являющейся
решением уравнения ut = w и такой, что для нее выполняется второе интеграль-
ное условие. Первая из этих задач исследована в работе [15], вторая изучается
непосредственно.

4. Условие (11) подразумевает, что в случае m = 1 функция N2(t) должна
быть неотрицательной и должно выполняться условие N2(0) = 0. Покажем, что
эти условия можно изменить.

Пусть выполняется условие (10) и в дополнение к нему выполняется условие

N1(t) ∈ C1([0, T ]).

Далее, пусть выполняются условия:
функции N1(t) и N2(t) линейно независимы на отрезке [0, T ];

N2(0) > 0, N2(t) − γ0N1(t) ≥ 0 для t ∈ [0, T ], γ0 =
N2(0)

N1(0)
.

Положим Ñ2(t) = N2(t) − γ0N1(t) и рассмотрим нелокальную задачу (1)–(4) с

функциями N1(t) и Ñ2(t). Поскольку для функции Ñ2(t) выполняется усло-
вие (11) (для m = 1), будет иметь место разрешимость этой задачи в про-
странстве V . Очевидно далее, что для решения этой задачи будет выполняться

условие (4), т. е. решение нелокальной задачи с функциями N1(t) и Ñ2(t) будет
решением исходной нелокальной задачи.

5. Условие (22) теоремы 3 фактически представляет условие на меру про-
странственной области �, поскольку именно мера � определяет величину пер-
вого собственного числа оператора Лапласа.

6. Случай α > 0 в уравнении (1) очевидным образом сводится к рассмот-
ренному в работе случаю заменой τ = T − t.
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