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Введение

Нелокальными задачами для дифференциальных уравнений называют за-

дачи, в которых вместо обычных краевых условий задаются условия, связыва-

ющие значения решения или (и) его производных в различных точках тех или

иных граничных многообразий или же в точках границы и в точках некоторых

внутренних многообразий. Подобные задачи достаточно хорошо исследованы

для классических эллиптических, параболических и гиперболических уравне-

ний, для уравнений смешанного типа [1–4], для некоторых классов уравнений

высокого по выделенной переменной порядка [4–12]. Менее исследованными

представляются нелокальные краевые задачи для уравнений составного типа в

целом и для уравнений соболевского типа в частности. Восполнить этот пробел

(хотя бы в малой степени) и должна настоящая работа. Более точно, настоящая

работа посвящена исследованию разрешимости — исследованию существования

и несуществования, единственности и неединственности решений нелокальных
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по временной переменной задач для дифференциальных уравнений соболевско-

го типа следующего вида:

utt +

(
α
∂

∂t
+ β

)
�u+ γu = f(x, t),

в которых α, β и γ суть заданные действительные числа. Основной целью ра-

боты будет описание условий на параметры α, β и γ, а также на параметры

нелокальных условий, обеспечивающих существование или несуществование,

единственность или неединственность решений нелокальных задач для данных

уравнений.

Уточним, что всюду в работе под решением той или иной задачи для диф-

ференциальных уравнений понимается регулярное решение, т. е. решение, име-

ющее все обобщенные по С. Л. Соболеву производные, входящие в соответству-

ющие уравнения.

Все построения и рассуждения будут вестись с использованием пространств

Лебега Lp и Соболева W l
p. Необходимые определения и описания свойств этих

пространств можно найти в монографиях [13–15].

Нелокальные задачи для уравнений соболевского

типа второго порядка по переменной t

Пусть � — ограниченная область в пространстве Rn переменных x1, . . . , xn,

� — граница �. Будем считать, что � — бесконечно дифференцируемая поверх-

ность. Далее, пусть Q — цилиндр �×(0, T ) конечной высоты T , S = �×(0, T ) —

боковая граница Q, f(x, t) — заданная функция, α, β, γ, a и b суть заданные дей-

ствительные числа.

Нелокальная задача I. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндре

Q решением уравнения

utt +

(
α
∂

∂t
+ β

)
�u+ γu = f(x, t), (1)

где � — оператор Лапласа по переменным x1, . . . , xn, и такую, что для нее

выполняются условия

u(x, t)|S = 0, (2)

u(x, 0) = au(x, T ), x ∈ �, (3)

ut(x, 0) = 0, x ∈ �. (4)

Нелокальная задача II. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилин-

дре Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются условие (2),

а также условия

u(x, 0) = 0, x ∈ �, (5)

ut(x, 0) = but(x, T ), x ∈ �. (6)
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Нелокальная задача III. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилин-

дре Q решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются условие (2),

а также условия

u(x, 0) = au(x, T ), x ∈ �, (7)

ut(x, 0) = but(x, T ), x ∈ �. (8)

Обозначим через V1 линейное пространство

V1 =
{
v(x, t) : v(x, t) ∈ L∞

(
0, T ;W 2

2 (�)
)
,

vt(x, t) ∈ L2

(
0, T ;W 2

2 (�)
)
, vtt(x, t) ∈ L2(Q)

}
.

Снабдим V1 нормой

‖v‖V1
=
(
‖v‖2L∞(0,T ;W 2

2
(�)) + ‖vt‖2L2(0,T ;W 2

2
(�)) + ‖vtt‖2L2(Q)

)1/2
.

Очевидно, что пространство V1 с этой нормой будет банаховым пространством.

Пусть {wk(x)}∞k=1 и {λk}∞k=1 — ортонормированная система в L2(�) соб-

ственных функций и соответственно система собственных чисел задачи

�w = λw в �, w|� = 0,

причем собственные числа λk образуют монотонно убывающую последователь-

ность. Существование указанных систем собственных функций и собственных

чисел известно (см. [15, 16]); известно также, что функции wk(x), k = 1, 2, . . . ,

образуют базис в пространстве L2(�) и все числа λk отрицательны, а последо-

вательность {λk}∞k=1 не имеет конечных предельных точек.

Обозначим через Y1,k(t) и Y2,k(t) фундаментальную систему решений диф-

ференциального уравнения

ϕ′′(t) + αλkϕ
′(t) + (λkβ + γ)ϕ(t) = 0.

Теорема 1. Пусть

Y ′1,k(0)[Y2,k(0)− aY2,k(T )]− Y ′2,k(0)[Y1,k(0)− aY1,k(T )] 6= 0, k = 1, 2, . . . . (9)

Тогда нелокальная задача I не может иметь в пространстве V1 более одного

решения.

Доказательство. Решение u(x, t) нелокальной задачи I из пространства

V1 представимо в виде

u(x, t) =

∞∑

k=1

ck(t)wk(x),

при этом в случае f(x, t) ≡ 0 функции ck(t) являются решениями задачи

c′′k(t) + αλkc
′
k(t) + (λkβ + γ)ck(t) = 0, ck(0) = ack(T ), c′k(0) = 0.

Представляя функции ck(t) через функции Y1,k(t) и Y2,k(t), учитывая далее

граничные условия и условие теоремы, получим ck(t) ≡ 0 при t ∈ [0, T ]. Отсюда
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следует, что u(x, t) — тождественно нулевая в Q функция. Это означает, что

нелокальная задача I не может иметь в пространстве V1 более одного решения.

Теорема доказана.

Аналогичные теоремы единственности имеют место и для локальных за-

дач II и III. Формулировать и доказывать эти теоремы ввиду их очевидности

не будем.

Очевидно, что если условие (9) или аналогичные условия единственности

для нелокальных задач II и III не выполняются, то нетрудно построить примеры

нетривиальных решений однородных задач I–III.

Перейдем к исследованию разрешимости нелокальных задач I–III.

Приведем один вспомогательный результат о разрешимости начально-кра-

евой задачи для уравнения (1).

Рассмотрим задачу: найти функцию v(x, t), являющуюся в цилиндре Q

решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются условия (2), (4),

а также условие

v(x, 0) = 0, x ∈ �. (10)

Теорема 2. Пусть α — отрицательное число, и пусть выполняется вклю-

чение f(x, t) ∈ L2(Q). Тогда начально-краевая задача (1), (2), (10), (4) имеет

решение v(x, t), принадлежащее пространству V1 и такое, что для него выпол-

няется априорная оценка

‖v‖V1
≤ N0‖f‖L2(Q) (11)

с постоянной N0, определяющейся лишь числами α, β и γ, областью � и чис-

лом T .

Доказательство этой теоремы приведено, например, в [9].

Следующая теорема незначительно усиливает результаты работы [9].

Для функций w(x) из пространства
◦
W 1

2(�) выполняется неравенство

∫

�

w2(x) dx ≤ c0
n∑

i=1

∫

�

w2
xi

(x) dx (12)

с постоянной c0, определяющейся лишь областью � (см. [13, 14]).

Теорема 3. Пусть выполняются условия:

1) α < 0, β ≤ 0;

2) γ = γ0 + γ1, γ0 ≥ 0, β − c0γ1 ≤ 0;

3) |a| < 1.

Тогда для любой функции f(x, t) из пространства L2(Q) нелокальная зада-

ча I имеет решение u(x, t), принадлежащее пространству V1.

Доказательство. Пусть u(x, t) — регулярное решение нелокальной зада-

чи I. Умножим уравнение (1) на функцию ut(x, t) и проинтегрируем по цилин-

дру Q. Используя условия 1–3, а также неравенство (12), нетрудно показать,



94 Г. И. Тарасова

что выполняется априорная оценка

n∑

i=1

∫

Q

u2
xit dxdt +

n∑

i=1

∫

�

u2
xi

(x, T ) dx+

∫

�

u2
t (x, T ) ≤ N1

∫

Q

f2 dxdt (13)

с постоянной N1, определяющейся лишь числами α, β, γ и c0. Далее, умножая

последовательно уравнение (1) на функции �ut(x, t) и utt(x, t), вновь используя

условия 1–3, а также оценку (13), получим, что выполняется оценка

‖v‖V1
≤ N1‖f‖L2(Q).

Эта оценка и означает, что нелокальная задача I разрешима в пространстве V1.

Теорема доказана.

Следующий результат существенно отличается от полученных ранее.

Определим числа Dk, z1,k и z2,k:

Dk = α2λ2
k − 4βλk − 4γ, z1,k =

1

2
(−αλk +

√
Dk),

z2,k =
1

2
(−αλk −

√
Dk), k = 1, 2, . . . .

Обозначим через k1 наименьшее натуральное число такое, что при k ≥ k1 вы-

полняется Dk > 0 (если α 6= 0, то такое число однозначно определено).

Теорема 4. Пусть α < 0, β < 0, a < 0. Тогда для любой функции f(x, t)

из пространства L2(Q) нелокальная задача I имеет решение u(x, t), принадле-

жащее пространству V1.

Доказательство. Пусть v(x, t) — решение начально-краевой задачи (1),

(2), (10), (4), u0(x) — функция av(x, T ). Определим функцию u(x, t) как реше-

ние задачи

utt +

(
α
∂

∂t
+ β

)
�u+ γu = 0, (x, t) ∈ Q, (14)

u(x, t)|S = 0, (15)

u(x, 0) = au(x, T ) + u0(x), x ∈ �, (16)

ut(x, 0) = 0, x ∈ �. (17)

Покажем, что функция u(x, t) корректно определена и принадлежит V1.

Поскольку v(x, t) принадлежит V1, функция u0(x) будет принадлежать про-

странству W 2
2 (�). Представим ее рядом Фурье по системе {wk(x)}∞k=1:

u0(x) =

∞∑

k=1

u0kwk(x), u0k =

∫

�

u0(x)wk(x) dx.

Функцию u(x, t) также будем искать в виде ряда Фурье:

u(x, t) =

∞∑

k=1

ϕk(t)wk(x); (18)
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функции ϕk(t) здесь определяются как решения задач

ϕ′′k(t) + αλkϕ
′
k(t) + (βλk + γ)ϕk(t) = 0,

ϕk(0) = aϕk(T ) + u0k, ϕ′k(0) = 0.

Найдя ϕk(t), найдем функцию u(x, t), но она будет представлять собой фор-

мальное решение задачи (14)–(17), реальным же решением она станет тогда,

когда будет установлена сходимость ряда (18), а также сходимость рядов, со-

ставленных из соответствующих производных слагаемых ряда (18).

Пусть k2 — наименьшее натуральное число такое, что βλk + γ ≥ 0 при

k ≥ k3. Далее, зафиксируем положительное число D0. Поскольку последова-

тельность {Dk}∞k=1 не ограничена сверху, существует наименьшее натуральное

число k3 такое, что при k ≥ k3 выполняется Dk ≥ D0.

Положим k0 = max(k1, k2, k3). Определим числа dk:

dk = z1,k(1− aez2,kT )− z2,k(1− aez1,kT ).

Заметим, что при k ≥ k0 все числа z1,k и z2,k отрицательны, для них выпол-

няются неравенства z2,k < z1,k и при этом последовательность {z1,k}∞k=k0
будет

ограниченной, последовательность {z2,k}∞k=k0
будет сходиться к −∞. Далее,

для чисел dk при k ≥ k0 имеют место неравенства

dk ≥ az2,kez1,kT (1− e−
√
DkT ) ≥ δ0az2,k; (19)

δ0 в этих неравенствах — некоторое положительное число, определяющееся чис-

лами α, β, γ, T и D0, а также областью �.

Вернемся к функциям ϕk(t). При k ≥ k0 имеют место равенства

ϕk(t) =
u0k

dk
(z1,ke

z2,kT − z2,kez1,kT ).

Вследствие (19) функции ϕk(t) корректно определены. Далее, имеют место

оценки

|ϕk(t)| ≤M0|u0k|, |ϕ′k(t)| ≤M1|u0k|, |ϕ′′k(t)| ≤M2|u0k||z2,k| (20)

с постоянными M0, M1 и M2, определяющимися числами a, α, β, γ, T и D0, а

также областью �.

Определим функции u1(x, t) и u2(x, t):

u1(x, t) =

k0−1∑

k=1

ϕk(t)wk(x), u2(x, t) =

∞∑

k=k0

ϕk(t)wk(x).

В силу неравенства Бесселя [17] для коэффициентов ряда Фурье и оценок (20)

для функции u2(x, t) выполняются равенства

∫

�

[u2(x, t)]
2 dxdt ≤ R0

∞∑

k=k0

u2
0k, (21)
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∫

�

[�u2(x, t)]
2 dxdt ≤ R1

∞∑

k=k0

λ2
ku

2
0k, (22)

∫

�

[�u2t(x, t)]
2 dxdt ≤ R2

∞∑

k=k0

λ2
ku

2
0k, (23)

∫

�

[u2tt(x, t)]
2 dxdt ≤ R3

∞∑

k=k0

z2
2ku

2
0k ≤ R4

∞∑

k=k0

λ2
ku

2
0k, (24)

в которых числа R0–R4 определяются числами a, α, β, γ, T и D0, а также

областью �.

С другой стороны, вследствие принадлежности функции u0(x) простран-

ству W 2
2 (�) и вновь в силу неравенства Бесселя ряды в правых частях нера-

венств (21)–(24) сходятся. Отсюда и из второго основного неравенства для эл-

липтических операторов [14] следует, что функция u2(x, t) принадлежит про-

странству V1. Очевидно, что и u1(x, t) принадлежит V1.

Определим функцию

u(x, t) = v(x, t) + u(x, t).

Она принадлежит пространству V1 и представляет собой искомое решение нело-

кальной задачи I.

Теорема доказана.

Теорема 5. Пусть выполняются условия α < 0, β < 0, b > 0. Тогда для

любой функции f(x, t) такой, что f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q), нелокальная

задача II имеет решение u(x, t), принадлежащее пространству V1.

Доказательство. По решению v(x, t) краевой задачи (1), (2), (10), (4)

определим функцию u1(x): u1(x) = bvt(x, T ). Вследствие принадлежности

функции f(x, t) указанному в формулировке теоремы классу функция u1(x)

корректно определена и принадлежит пространству W 2
2 (�). Представим эту

функцию рядом Фурье по системе {wk(x)}∞k=1:

u1(x) =

∞∑

k=1

u1kwk(x), u1k =

∫

�

u1(x)wk(x) dx.

Определим функцию ũ(x, t) как решение задачи

ũtt +

(
α
∂

∂t
+ β

)
�ũ+ γũ = 0, (x, t) ∈ Q, (25)

ũ(x, t)|S = 0, (26)

ũ(x, 0) = 0, x ∈ �, (27)

ũt(x, 0) = bũt(x, T ) + u1(x), x ∈ �. (28)

Положим

d̃k = z1,k − z2,k + b(z2,ke
z2,kT − z1,kez1,kT ),
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ψk(t) =
u1k

d̃k
(ez1,kt − ez2,kt), k = 1, 2, . . . .

Формальное решение задачи (25)–(28) определяется равенством

ũ(x, t) =

∞∑

k=1

ψk(t)wk(x).

Вследствие условия b > 0 имеют место неравенства

d̃k ≥ δ1|z1,k|, δ1 > 0, k = 1, 2, . . . .

Из этих неравенств следует, что, во-первых, все функции ψk(t) корректно опре-

делены, а во-вторых, для функций ψk(t) выполняются неравенства

|ψk(t)| ≤M ′
0|u1,k|, |ψ′k(t)| ≤M ′

1|u1k|, |ψ′′k (t)| ≤M ′
2|u1k| · |z2,k|, (29)

постоянныеM ′
0, M

′
1, M

′
2 в которых определяются числами α, β, γ, T и b, а также

областью �.

Поскольку u1(x) принадлежит W 2
2 (�), из неравенств (29) вытекает, что

ũ(x, t) принадлежит V1 (см. доказательство теоремы 4).

Положим

u(x, t) = v(x, t) + ũ(x, t).

Эта функция и даст искомое решение нелокальной задачи II.

Теорема доказана.

Исследование разрешимости нелокальной задачи III нетрудно провести по

схеме, представленной при доказательстве теорем 4 и 5, но выкладки будут

существенно более громоздкими. Очевидно лишь, что условиями разрешимости

будут условия α < 0, β < 0, a < 0, b > 0, a для правой части f(x, t) должны

выполняться включения f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q).

Заключение

Представленные в работе результаты о разрешимости нелокальных задач

для уравнений (1) новые, поскольку новыми являются условия a < 0 или b > 0.

Ранее разрешимость таких же задач была установлена при условиях |a| < 1 или

(и) |b| < 1.
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Abstract: We study the solvability in anisotropic Sobolev spaces of nonlocal in time
problems for the differential equations of composite (Sobolev) type

utt +

(

α
∂

∂t
+ β

)

�u + γu = f(x, t),

where x = (x1, . . . , xn) ∈ � ⊂ Rn, t ∈ (0, T ), 0 < T < +∞, α, β, and γ are real numbers,
and f(x, t) is a given function. We prove theorems of existence and non-existence,
uniqueness and non-uniqueness for regular solutions, those having all generalized Sobolev
derivatives in the equation.
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