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УГЛОМ НАКЛОНА ТРЕЩИНЫ
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Аннотация. Математическое моделирование и исследование задач о деформиро-
вании неоднородных тел, содержащих трещины вдоль упругих включений, предпо-
лагает задание условий сопряжения на границе стыка разных материалов. Труд-
ности связаны с возможностью появления больших значений напряжений вблизи
включений. Определение неоднородных тел с наиболее оптимальными параметра-
ми представляет собой одно из самых востребованных направлений теоретических и
экспериментальных исследований. В данной работе исследована задача оптималь-

ного управления углом наклона трещины к срединной плоскости в задаче о равно-
весии упругой пластины Тимошенко, содержащей наклонную трещину на границе
упругого включения. Сложность задачи заключается в том, что на берегах тре-
щины существует условие непроникания, имеющее вид неравенства. Функционал
качества характеризует отклонение от заданных перемещений. Доказана разре-
шимость задачи оптимального управления. Установлена непрерывная зависимость
решений от значения угла наклона трещины.
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Проблемы оптимизации форм и структуры упругих конструкций, содер-

жащих включения и трещины (разрезы) привлекают большой интерес как с

прикладной стороны, так и с теоретической. Классический подход к описанию

трещин, возникающих между упругой областью и включением, заключается

в задании на берегах трещины линейных краевых условий. Хорошо известно,

что получаемые для таких линейных моделей решения краевых задач обладают

недостатком, противоположные берега трещины могут проникать друг в друга

[1, 2]. Интерес представляют задачи о равновесии упругих тел с включениями

и трещинами с нелинейными краевыми условиями [1, 3–10]. В работе иссле-

дуется задача, в которой учитывается условие непроникания при отыскании

оптимальной формы упругого тела. Соответствующие задачи формулируются

в виде проблем управления для краевых задач с неизвестными границами.
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В постановках задач оптимального управления главным моментом являет-

ся выбор модели, управляющих функций или параметров, выбор функционала

качества, подлежащего оптимизации, и системы ограничений, накладываемых

на управляющие переменные, функции состояния и рассматриваемые функци-

оналы. Задачами оптимального управления для упругих тел при наличии огра-

ничений на множество решений можно ознакомиться в работах [11–20]. Управ-

ляющие функции задаются с помощью физических или геометрических пара-

метров, характеризующиx внешние нагрузки, форму трещин, коэффициенты

упругости, форму и размер включений и т. д. Например, в работе [17] парамет-

ром управления является угол наклона плоской трещины. В статье исследована

зависимость производной функционала энергии от угла наклона плоской трещи-

ны в задаче о равновесии пластины Тимошенко. В работе [19] рассматривается

задача управления по нахождению наиболее оптимальных форм жестких вклю-

чений в упругих пластинах с трещинами с точки зрения критерия разрушения

Гриффитса. Классические задачи оптимизации форм упругих тел можно найти

в [21, 22].

В настоящей работе исследуется задача о равновесии композитной пласти-

ны, содержащей сквозную трещину на границе упругого включения с беско-

нечной жесткостью поперечного сдвига. Геометрия взаимного расположения

матрицы и упругого включения определяется поверхностью, проходящей через

замкнутый контур в срединной плоскости пластины. Нормаль к поверхности

трещины образует малый угол со срединной плоскостью пластины. При этом

деформирование матрицы описывается с помощью модели Тимошенко, упруго-

го включения — моделью Кирхгофа — Лява. На внешней границе пластины ста-

вятся условия жесткого защемления, на кривой задающей трещину — условия

взаимного непроникания берегов. Параметр управления задается с помощью

угла наклона трещины к срединной плоскости (в исходном состоянии), а функ-

ционал качества характеризует отклонение от заданных перемещений. Задача

оптимального управления сводится к решению вариационной задачи с неизвест-

ной границей. Доказывается разрешимость задачи оптимального управления.

Математическое моделирование задач о деформировании неоднородных

тел, содержащих трещины вдоль включений, предполагает задание условий со-

пряжения на границе раздела различных двух сред [23]. Данную задачу мож-

но также отнести к задачам сопряжения. Условия непроникания для пластин

Кирхгофа — Лява, Тимошенко с наклонной трещиной предложены и исследо-

ваны в [24–27].

1. Постановка задачи. Рассмотрим ограниченную область � ⊂ R2 с

гладкой границей ∂�. Подобластьω находится строго внутри �, т. е. ω∩∂� = ∅.

Границу подобласти ω обозначим через �, которая является достаточно глад-

кой. Кривая � состоит из двух частей γ и �\γ, причем meas(� \ γ) > 0. Соот-

ветственно γ лежит на границе подобласти ω. Выберем внешнюю единичную

нормаль n = n(x) = (n1, n2) к ∂�, а нормаль ν = ν(x) = (ν1, ν2) — к кривой γ,

x = (x1, x2) ∈ γ.

Предположим, что пластина, содержащая наклонную трещину на границе

упругого включения, в исходном недеформируемом состоянии задается в трех-
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мерном пространстве R3 множеством � × [−h, h] \ � 1, где �1 ⊂ �. Упругое

включение (до нагружения) задаем с помощью объемного тела, ограниченного

плоскостями z = h, z = −h и поверхностью

� = {(x̃1, x̃2, z) | x̃ = (x̃1, x̃2), x̃ = x− zν tgα(x), x ∈ �},

где α(x) ∈ C1(�), |α(x)| < π/2. Будем считать, что толщина пластины рав-

на 2h. Единичную нормаль к поверхности � в точке (x, z) обозначим через

n(x, z). Обозначим через α̂(x, z) угол между n(x, z) и срединной плоскостью �.

Поверхность �1 будет описывать наклонную трещину нулевой ширины:

�1 = {(x̃1, x̃2, z) | |z| ≤ h, x̃ = (x̃1, x̃2), x̃ = x− zν tgα(x), x ∈ γ}.

Пусть единичный вектор (ν1(x), ν2(x), 0) совпадает по направлению с проекцией

n(x, 0) на плоскость {x1, x2}. Тогда n(x, 0) = (ν(x) cos α̂(x, 0), sin α̂(x, 0)). Пусть

�x – вертикальная плоскость, проходящая через точку x ∈ � в направлении

n(x, 0), и Cx – отрезок, полученный в пересечении �x и �1. Будем считать,

что в точках Cx, x ∈ �, нормаль n(x̃, z) к поверхности � не меняется, т. е.

n(x̃, z) = n(x, 0) ≡ n(x), α(x̃, z) = α̂(x, 0) ≡ α(x) ∀ x̃ = x − zν(x) tgα(x), |z| ≤ h
(рис. 1).

Подобласть ω будет соответствовать части пластины, описываемой моде-

лью Кирхгофа — Лява, а � \ ω — моделью Тимошенко для трансверсально-

изотропного материала. Кривая γ задает трещину, расположенную на границе

включения. В срединной плоскости z = 0 имеем область �γ = � \ γ. В случае

α(x) ≡ 0 получим постановку задачи, исследованную в [28].

Рис. 1. Пластина с наклонной трещиной на границе упругого включения.

Пусть χ = χ(x) = (W,w) — вектор перемещений точек срединной поверх-

ности, x = (x1, x2), где W = (w1, w2) и w — горизонтальные и вертикальные

перемещения точек пластины соответственно, x ∈ �γ ; φ = φ(x) = (φ1, φ2) — уг-

лы поворота нормальных сечений, x ∈ �γ . Скачок функции v на � обозначим

через [v] = v+ − v−.

Приведем тензоры, описывающие деформацию трансверсально-изотропной

пластины εij(W ) = 1
2 (wi

,j + wj
,i), εij(φ) = 1

2 (φi,j + φj,i), i, j = 1, 2, где нижние

индексы после запятой обозначают дифференцирование по соответствующей

координате. Тензоры моментов и напряжений вычисляются по формулам

mij = bijklεkl(φ), σij(W ) = aijklεkl(W ), i, j, k, l = 1, 2, (1)
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где A = {aijkl}, B = {bijkl} — тензоры модулей упругости, удовлетворяю-

щие условиям симметрии и положительной определенности: aijkl = ajikl =

aklij , aijkl = const, i, j, k, l = 1, 2, aijklξklξij ≥ C0ξijξij ∀ξij = ξji, C0 > 0.
Аналогичные условия справедливы и для B = {bijkl}. Здесь и далее по по-

вторяющимся индексам проводится суммирование. В силу предположений о

трансверсальной изотропности материала матрицы пластины в области � \ ω
ненулевые коэффициенты тензоров A и B определяются соотношениями

biiii = D, biijj = Dκ, bijij = bijji = D(1 − κ)/2, i 6= j, i, j = 1, 2,

aijkl = 3bijkl, i, j, k, l = 1, 2,

где D — цилиндрическая жесткость, 0 < κ < 1/2 — коэффициент Пуассона [29].

Поперечные силы, действующие в области пластины, описываемые моделью

Тимошенко, задаются выражениями

qi(w, φ) = �(w,i + φi) в � \ ω, i = 1, 2,

где � = 2κ2G; κ2 — коэффициент сдвига, G — модуль сдвига на площадках,

перпендикулярных срединной плоскости пластины; κ2, G — const.

Гипотеза прямых нормалей Кирхгофа — Лява эквивалентна допущению,

что жесткость на сдвиг в нормальных к срединной плоскости сечениях равна

бесконечности. Считая параметр жесткости поперечного сдвига равной беско-

нечности на ω, задаем отсутствие сдвигов в нормальных к срединной поверхно-

сти пластины плоскостях. Следовательно, в области ω выполнены равенства

w,i + φi = 0, i = 1, 2. (2)

Подставляя (2) в (1) для mij , i, j = 1, 2, получим тензор моментов в упругом

включении (в модели Кирхгофа — Лява)

mij = −bijklw,kl в ω, i, j, k, l = 1, 2.

Для напряжений и деформаций в ω будут справедливы соотношения

εij(W ) =
1

2
(wi

,j + wj
,i), σij(W ) = aijklεkl(W ), i, j, k, l = 1, 2.

Пусть H1,0(�γ) — подпространство пространства Соболева H1(�γ), состоя-

щее из всех функций, которые обращаются в нуль на внешней границе ∂�. Обо-

значим H(�γ) = H1,0(�γ)5, где норма вводится стандартным образом:

‖ · ‖H(�γ ) = ‖ · ‖H1,0(�γ)5 .

Сформулируем вариационную постановку задачи. Рассмотрим функцио-

нал энергии пластины

�(�; ξ) =
1

2
bω(χ, χ)−

∫

ω

(fiw
i + f3w) dx

+
1

2
B�\ω(ξ, ξ)−

∫

�\ω

(fiw
i + f3w + µiφ

i) dx, χ = (W,w), ξ = (χ, φ), (3)
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где билинейные формы bω(·, ·) и B�\ω(·, ·) для достаточно гладких функций

ξ = (χ, φ), χ = (W,w), ξ = (χ, φ), χ = (W,w) определяются равенствами

bω(χ, χ) =

∫

ω

(bijklw,klw,ij + σij(W )εij(W )) dx,

B�\ω(ξ, ξ) =

∫

�\ω

(mij(φ)εij(φ) + �(w,i + φi)(w,i + φ
i
) + σij(W )εij(W )) dx.

Используя условие (2), функционал (3) представим в виде

�(�γ ; ξ) =
1

2
B�γ

(ξ, ξ)−
∫

�γ

fχ dx−
∫

�\ω

µiφ
i dx, ξ = (χ, φ),

где

B�γ
(ξ, ξ) =

∫

�γ

(mij(φ)εij(φ) + �(w,i + φi)(w,i + φ
i
) + σij(W )εij(W )) dx.

Справедливы следующие неравенства [30] для некоторых положительных по-

стоянных C1, C2, δ, не зависящих от ξ:
∫

�γ

σij(W )εij(W ) dx ≥ C1‖W‖2H1,0(�γ)2 ,

∫

�γ

mij(φ)εij(φ) dx ≥ C2‖φ‖2H1,0(�γ )2 ;

(4)
∫

�γ

�(w,i + φi)(w,i + φi) dx

≥ �
(
‖φ‖2L2(�γ)2 + ‖∇w‖2L2(�γ)2 − δ‖φ‖2L2(�γ)2 −

1

δ
‖∇w‖2L2(�γ )2

)

= �

(
(1− δ)‖φ‖2L2(�γ)2 +

(
1− 1

δ

)
‖∇w‖2L2(�γ )2

)
. (5)

На основании вышеуказанных неравенств можно сделать вывод об эквивалент-

ности в H(�γ) стандартной нормы и нормы, введенной с помощью выражения

{B�γ
(ξ, ξ)} 1

2 .

При определении множества допустимых перемещенийKα используем усло-

вие непроникания противоположных берегов сквозной трещины

[Wν ] + [w] tg α ≥ h|[φν ]|, x ∈ γ, Wν = wiνi, φν = φiνi. (6)

Множество допустимых перемещений Kα определяется следующим образом:

Kα = {ξ = (χ, φ) ∈ H(�γ) | w,i + φi = 0 в ω, i = 1, 2,

[Wν ] + [w] tgα ≥ h|[φν ]| на γ}.
Заметим, что поскольку решение ξ = (χ, φ) принадлежит пространству H(�γ),

на границе раздела двух сред без ослоения � \ γ будет выполняться условие

склейки

[ξ] = (0, 0, 0, 0, 0).
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Сформулируем задачу равновесия в виде минимизации функционала энер-

гии на множестве допустимых перемещений Kα:

inf
ξα∈Kα

�(�γ ; ξα). (7)

Задача (7) имеет единственное решение ξα и эквивалентна следующему вариа-

ционному неравенству:

ξα = (χα, φα) ∈ Kα, B�γ
(ξα, ξ − ξα) ≥

∫

�γ

f(χ− χα) dx

+

∫

�\ω

µ(φ− φα) dx ∀ξ = (χ, φ) ∈ Kα. (8)

При условии достаточной гладкости решения вариационного неравенства

(8) с помощью подходящего выбора пробных функций можно вывести диффе-

ренциальную постановку задачи (7). При этом вариационная и дифференци-

альная постановки задачи будут эквивалентны.

Требуется найти функцию ξ = (W,w, φ) такую, что

σij,j = −fi в � \ ω, i = 1, 2,

σij(W ) = aijklεkl(W ), в � \ ω, i, j = 1, 2,

qi,i = −f3 в � \ ω,
mij,j − qi = −µi, в � \ ω, i = 1, 2,

−mij,ij = f3 в ω,

mij = bijklεkl(φ) в ω,

σij,j = −fi в ω, i = 1, 2,

σij(W ) = aijklεkl(W ), в ω, i, j = 1, 2,

w,i + φi = 0, на ω, i = 1, 2,

ξ = (0, 0, 0, 0, 0) на ∂�,

[ξ] = (0, 0, 0, 0, 0) на � \ γ,
[tν ] = [mν ] = [στ ] = [σν ] = 0 на �,

tν = στ = m+
τ = 0, |mν | ≤ −hσν на γ,

[Wν ] + [w] tg α ≥ h|[φν ]| на γ,

(−hσν −mν)([Wν ] + [w] tgα+ h[φν ]) = 0, на γ,

(−hσν +mν)([Wν ] + [w] tg α− h[φν ]) = 0 на γ,

где f = (f1, f2, f3) ∈ [C1(�)]3 и µ = (µ1, µ2) ∈ [C1(�\ω)]2 — векторы, за-

дающие внешние нагрузки; число α задает величину угла наклона трещины,

σν = σijνjνi, στ = σijνjτi, mν = mijνjνi, m
+
τ = mijνjτi, t

+
ν = �

(
∂w+

∂ν

)
+

∂m+
τ

∂τ ,

t−ν = mij,kτkτjνi +mij,jνi, τ = (−ν2, ν1).
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2. Задача оптимального управления. В рамках этого пункта будем

считать, что угол наклона трещины считается постоянным, т. е. функция α(x),
x ∈ γ, не зависит от x ∈ γ. Задача оптимального управления углом наклона тре-

щины к срединной плоскости пластины состоит в том, чтобы среди множества

чисел углов наклона трещины α ∈ [−α0, α0] выбрать такой угол, при котором

отклонение решения задачи (7) от заданной функции ξ∗ является наименьшим.

Другими словами, требуется найти число α∗ ∈ [−α0, α0]:

J(α∗, ξα∗) = inf
α∈[−α0,α0]

J(α, ξα), (9)

где J(α, ξα) = ‖ξα − ξ∗‖H(�γ ) — функционал качества.

Теорема. Задача оптимального управления (11) имеет решение.

Доказательство. Пусть {αn} — минимизирующая последовательность в

задаче (9). В силу ограниченности интервала [−α0, α0] из {αn} можно выделить

сходящуюся подпоследовательность (с прежним обозначением) αn → α∗, где α∗

некоторое число из промежутка [−α0, α0]. В соответствии с утверждением ниже

доказанной леммы можно выделить подпоследовательность такую, что αn → α∗

при n → ∞, и для которой ξαn
→ ξα∗ при n → ∞ сильно в пространстве

H(�γ). Для этой последовательности в силу сильной сходимости справедливо

соотношение

J(αn, ξαn
)→ J(α∗, ξα∗) при n→∞.

Отсюда следует, что α∗ — решение задачи оптимального управления (9). Тео-

рема доказана.

Лемма. Пусть α∗ ∈ [−α0, α0] — фиксированное число, ξα, ξα∗ — решения

задачи (7), соответствующие параметрам α ∈ [−α0, α0] и α∗. Тогда из последо-

вательности ξα можно выделить подпоследовательность ξαn
, для которой

ξαn
→ ξα∗ при n→∞

сильно в пространстве H(�γ).

Доказательство. Докажем от противного. Пусть существуют число

ǫ > 0 и последовательность {αn} такие, что

αn → α∗, αn ∈ [−α0, α0], ‖ξαn
− ξα∗‖H(�γ) > ǫ ∀n ∈ N.

Для любого фиксированного α ∈ [−α0, α0] имеет место соотношение

B�γ
(ξα, ξα) =

∫

�γ

fχα dx+

∫

�\ω

µφα dx.

В силу неравенств (4), (5) выводим равномерную по α оценку

‖ξα‖H(�γ) ≤ C

с постоянной C > 0, не зависящей от α. Значит, из последовательности {ξαn
}

можно выделить подпоследовательность с прежним обозначением, для кото-

рой соответствующая подпоследовательность функций {ξαn
} слабо сходится к

некоторой функции ξ̃ в H(�γ) при αn → α∗.
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Докажем, что ξ̃ ∈ Kα∗ . В силу слабой сходимости {ξαn
} к функции ξ̃ в

H(�γ) по теореме вложения для пространства Соболева имеем сильную сходи-

мость

ξαn
→ ξ̃ в L2(γ)5, wαn,i → w̃,i в L2(ω) при αn → α∗, i = 1, 2. (10)

Покажем, что ξ̃ = (χ̃, φ̃), χ = (W̃ , w̃) удовлетворяет неравенству [W̃ν ]+[w̃] tgα ≥
h|[φ̃ν ]|, x ∈ γ на γ и соотношению w̃,i + φ̃i = 0 в ω, i = 1, 2. В силу сходимости

(10) можно извлечь еще раз подпоследовательности и считать, что ξαn
→ ξ̃ и

wαn,i → w̃,i п.в. на γ при αn → α∗. Переходя к пределу в неравенствах

[Wαnν ] + [wαn
]tgαn ≥ h|[φαnν ]| п.в. на γ

и соотношениях

wαn,i + φiαn
= 0 в ω, i = 1, 2

при αn → α∗, имеем

[W̃ν ] + [w̃]tgα∗ ≥ h|[φ̃ν ]| п.в. на γ,

w̃,i + φ̃i = 0 в ω, i = 1, 2.

Это означает, что ξ̃ ∈ Kα∗ .

Целью последующих рассуждений является доказательство справедливо-

сти равенства ξ̃ = ξα∗ и существования сильно сходящейся к ξα∗ в пространстве

H(�γ) последовательности решений ξn = ξαn
, n = 1, 2.

Построим для любой пробной функции η ∈ Kα∗ последовательность {ηα}:
ηα ∈ Kα и ηα → ηα∗ сильно в пространстве H(�γ) при α → α∗. Продолжим

ν1(x), ν2(x), определенные для x ∈ γ, на всю область � гладким и финитным

образом. Затем рассмотрим функции вида

ηα = (w1
α, w

2
α, wα, φ

1
α, φ

2
α) = ηα∗ + (wα∗(tgα

∗ − tgα)ν1, wα∗(tgα
∗ − tgα)ν2, 0, 0, 0).

Построенная функция, очевидно, принадлежит H(�γ) и удовлетворяет необ-

ходимым свойствам. Проверим выполнение условий (2), (6). По построению

имеем

[Wαν ] = [Wα∗ν ] + [wα∗ ](tgα
∗ − tgα), [wα] = [wα∗ ], [φαν ] = [φα∗ν ] на γ.

В силу включения ηα ∈ Kα∗ справедливы неравенство и соотношение

[Wα∗ν ] + [wα∗ ](tgα
∗ − tgα) + [wα∗ ] tgα ≥ h|[φα∗ν ]| п.в. на γ,

wα∗,i + φiα∗ = 0 в ω.

Следовательно, ηα ∈ Kα∗ . Кроме того, очевидно, что при α → α∗ функции

ηα → ηα∗ сильно в H(�γ).

Указанная сильная сходимость позволяет перейти к пределу при αn → α∗

в следующих неравенствах с тестовой функцией ηα ∈ Kα∗ :

ξαn
∈ Kαn

, B�γ
(ξαn

, ηα − ξαn
) ≥
∫

�γ

f(χα − χαn
) dx+

∫

�\ω

µ(φα − φαn
) dx.
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В силу слабой сходимости ξαn
к ξ̃ при αn → α∗ в H(�γ) предельное неравенство

примет вид

B�γ
(ξ̃, ηα − ξ̃) ≥

∫

�γ

f(χα− χ̃) dx+

∫

�\ω

µ(φα − φ̃) dx ∀ηα = (χα, φα) ∈ Kα∗ . (11)

Принимая во внимание единственную разрешимость задачи (11), получим

ξ̃ = ξα∗ .
Установим сильную сходимость ξαn

→ ξα∗ . Ввиду сходимости ξαn
→ ξα∗

слабо в H(�γ) при n→∞ имеем

lim
n→∞

B�γ
(ξαn

, ξαn
) = lim

n→∞

∫

�γ

fχαn
dx+ lim

n→∞

∫

�\ω

µφαn
dx

=

∫

�γ

fχα∗ dx+

∫

�\ω

µφα∗ dx = B�γ
(ξα∗ , ξα∗).

Ввиду эквивалентности стандартной нормы и нормы, введенной с помощью

{B�γ
(ξ, ξ)} 1

2 в пространстве H(�γ), последнее равенство означает, что ξαn
→

ξα∗ сильно в H(�γ) при n → ∞. Таким образом, пришли к противоречию с

исходным предположением ‖ξαn
− ξα∗‖ ≥ ǫ для всех n ∈ N. Это означает, что

для любой последовательности αn ∈ [−α0, α0], сходящейся к α∗, выполняется

‖ξαn
− ξα∗‖H(�γ ) → 0 при αn → α∗.
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OPTIMAL CONTROL OF THE CRACK

ANGLE IN THE EQUILIBRIUM

PROBLEM FOR A TIMOSHENKO

PLATE WITH ELASTIC INCLUSION

N. V. Neustroeva and N. P. Lazarev

Abstract: Mathematical modeling and research of problems on the deformation of in-
homogeneous bodies containing cracks along elastic inclusions involves setting the conju-
gation conditions at the interface between different materials. Difficulties are associated
with the possibility of large stress values appearing near the inclusions. Determining
the inhomogeneous bodies with the most optimal parameters is one of the most popular
areas of theoretical and experimental research. In this paper, we study the problem of
optimal control of the angle of the crack inclination to the median plane in the equi-
librium problem for an elastic Timoshenko plate containing an oblique crack at the
boundary of an elastic inclusion. The complexity of the problem is due to the fact
that the non-penetration condition on the crack faces is given in the form of inequality.
The quality functional characterizes the deviation from the specified displacements. We
prove solvability of the optimal control problem and establish continuous dependence of
the solutions on the value of the crack inclination angle.
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