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С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
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Аннотация. Изучается разрешимость задачи Дирихле для дифференциальных
уравнений составного (соболевского) типа вида

Dt

[

(−1)pD2p+1

t u− h(x)uxx

]

+ a(x)uxx + c(x, t)u = f(x, t)

в области Q = {(x, t) : x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), t ∈ (0, T ), 0 < T < +∞} (p ≥ 1 целое,

Dk
t = ∂k

∂tk
, Dt = ∂

∂t
). Особенностью рассматриваемых уравнений является то, что

коэффициенты h(x) и a(x) в нем могут иметь разрыв первого рода при переходе
через точку x = 0. Помимо обычных граничных условий Дирихле в изучаемой
задаче задаются также условия сопряжения на линии x = 0. Доказываются тео-
ремы существования и единственности регулярных (имеющих все обобщенные по
С. Л. Соболеву производные, входящие в уравнение) решений.
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1. Введение

Работа посвящена исследованию разрешимости краевой задачи с данными

Дирихле и дополнительными условиями сопряжения для дифференциальных

уравнений составного (соболевского) типа вида

Dt

[
(−1)pD2p+1

t u− h(x)uxx
]
+ a(x)uxx + c(x, t)u = f(x, t) (1)

(Dk
t = ∂k

∂tk
, Dt = ∂

∂t , p ≥ 0 целое) с коэффициентами h(x) и a(x), имеющими,

быть может, разрыв первого рода в некоторой внутренней точке своей области

определения.

Краевые задачи для дифференциальных уравнений с разрывными коэффи-

циентами достаточно хорошо изучены для классических уравнений эллиптиче-

ского, параболического и гиперболического типов [1—5], для уравнений смешан-

ного типа [6—12]; из работ последнего времени по близкой к настоящей работе
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тематике отметим работы [13—16]. Краевые задачи для неклассических диф-

ференциальных уравнений (уравнений составного типа, уравнений с кратными

характеристиками, уравнений с меняющимся направлением эволюции и т.п.) с

разрывными коэффициентами исследованы в значительно меньшей степени; из

работ, схожих с данной статьей по постановке задач и технике их исследования

и посвященных теории краевых задач для неклассических дифференциальных

уравнений с разрывными коэффициентами, выделим работы [17—32].

Дифференциальные уравнения (1) в случае p = 0 и с непрерывными коэф-

фициентами в некоторых источниках [33—35] называют псевдогиперболически-

ми уравнениями. Для таких уравнений (т. е. уравнений (1) при p = 0) будет

корректна классическая начально-краевая задача, но вместе с тем может быть

корректна и классическая задача Дирихле.

Именно задача Дирихле, но для более общих уравнений — при p ≥ 0 и в

случае разрывных коэффициентов — и будет предметом исследования в насто-

ящей работе.

Уточним, что целью работы будет доказательство существования и един-

ственности регулярных решений — решений, имеющих в областях непрерывно-

сти коэффициентов все обобщенные по С. Л. Соболеву производные, входящие

в уравнение.

2. Постановка задачи

Пусть x — точка отрезка [−1, 1] оси Ox, t — точка отрезка [0, T ], 0 < T <∞,

Q1, Q2 и Q — цилиндры (−1, 0)× (0, T ), (0, 1)× (0, T ) и (−1, 1)× (0, T ) соответ-

ственно, c(x, t) и f(x, t) — функции, определенные при (x, t) ∈ Q, h(x), a(x)

— заданные функции, определенные при x ∈ [−1, 1] и, быть может, имеющие

разрыв 1-го рода при x = 0, α, β — заданные действительные числа.

Краевая задача. Найти функцию u(x, t), являющуюся в цилиндрах Q1 и

Q2 решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются условия

u(−1, t) = u(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (2)

Dk
t u(x, t)

∣∣
t=0

= 0, k = 0, . . . , p, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), (3)

Dk
t u(x, t)

∣∣
t=T

= 0, k = 0, . . . , p, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), (4)

а также условия сопряжения

u(−0, t) = αu(+0, t), ux(+0, t) = βux(−0, t), t ∈ (0, T ). (5)

Определим необходимые функциональные пространства V1, V2 и V :

Vi =

{
v(x, t) :

∫

Qi

(
v2 + v2

xxt +
(
D2p+2

t v
)2)

dxdt < +∞
}
, i = 1, 2,

V = {v(x, t) : v(x, t) ∈ V1, v(x, t) ∈ V2}
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(все производные понимаются как обобщенные производные по С. Л. Соболеву).

Норму в этих пространствах зададим равенствами

‖v‖Vi
=

{∫

Qi

(
v2 + v2

xxt +
(
D2p+2

t v
)2)

dxdt

} 1
2

, ‖v‖V = ‖v‖V1
+ ‖v‖V2

.

Очевидно, что пространства V1, V2 и V с этими нормами будут банаховыми

пространствами.

3. Разрешимость краевой задачи

Пусть

h1(x) =

{
h(x) при x ∈ [−1, 0),

lim
x→−0

h(x) при x = 0,
h2(x) =

{
h(x) при x ∈ (0, 1],

lim
x→+0

h(x) при x = 0,

a1(x) =

{
a(x) при x ∈ [−1, 0),

lim
x→−0

a(x) при x = 0,
a2(x) =

{
a(x) при x ∈ (0, 1]),

lim
x→+0

a(x) при x = 0,

и

h01 = max
x∈[−1,0]

|h′1(x)|, h02 = max
x∈[0,1]

|h′2(x)|.

Заметим, что для функций u(x, t) ∈ V1 и u(x, t) ∈ V2 справедливы неравен-

ства ∫

Qi

u2
t dxdt ≤

(
T

π

)2p ∫

Qi

(
Dp+1

t u
)2
dxdt, i = 1, 2, (6)

при условии, что Dk
t u(x, t)

∣∣
t=0

= 0, k = 0, . . . , p.

Исследуем вопрос о единственности решений краевой задачи (2)–(5).

Теорема 1. Пусть

αβh(−0)h(+0) > 0, (7)

h1(x) ∈ C1([−1, 0]), h2(x) ∈ C1([0, 1]),

a1(x) ∈ C2([−1, 0]), a2(x) ∈ C2([0, 1]), c(x, t) ∈ C1(Q), t ∈ (0, T ),
(8)

a′′(x) + 2c(x, t) ≤ 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), t ∈ (0, T ), (9)

a′(−0) ≥ 0, a′(+0) ≤ 0, (10)

h(+0)a(−0) = h(−0)a(+0). (11)

Пусть также существует число δ0 > 0 такое, что

2δ20a(x)− h2
01 ≥ 0, x ∈ [−1, 0), 2δ20a(x)− h2

02 ≥ 0, x ∈ (0, 1], (12)

δ20T
2p ≤ 2π2p. (13)
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Тогда краевая задача (2)–(5) может иметь не более одного решения в простран-

стве V .

Доказательство. Пусть γ =
αh(−0)
βh(+0) , и пусть в уравнении (1) выполняется

f(x, t) ≡ 0. Рассмотрим равенство

∫

Q1

(
∂

∂t

[
(−1)pD2p+1

t u− h(x)uxx
]
+ a(x)uxx + c(x, t)u

)
(−u) dxdt+

+

∫

Q2

(
∂

∂t

[
(−1)pD2p+1

t u− h(x)uxx
]
+ a(x)uxx + c(x, t)u

)
(−γu) dxdt = 0,

которое посредством интегрирования по частям, а также в силу условий (2)–(5)

приводится к виду

∫

Q1

(
Dp+1

t u
)2
dxdt+ γ

∫

Q2

(
Dp+1

t u
)2
dxdt+

∫

Q1

a(x)u2
x dxdt+ γ

∫

Q2

a(x)u2
x dxdt

−
∫

Q1

[
a′′(x)

2
+ c(x, t)

]
u2 dxdt− γ

∫

Q2

[
a′′(x)

2
+ c(x, t)

]
u2 dxdt

+
1

2

T∫

0

a′(−0)u2(−0, t) dt− γ

2

T∫

0

a′(+0)u2(+0, t) dt

+

∫

Q1

h′(x)uxut dxdt+ γ

∫

Q2

h′(x)uxut dxdt = 0. (14)

Применим неравенства Гёльдера и Юнга к последним двум слагаемым ле-

вой части (14):

∣∣∣∣
∫

Q1

h′(x)uxut

∣∣∣∣ dxdt ≤
δ20
2

∫

Q1

u2
t dxdt+

h2
01

2δ20

∫

Q1

u2
x dxdt,

∣∣∣∣
∫

Q2

h′(x)uxut

∣∣∣∣ dxdt ≤
δ20
2

∫

Q2

u2
t dxdt+

h2
02

2δ20

∫

Q2

u2
x dxdt.

(15)

Тогда из равенства (14) в силу (15), а также неравенства (6) и условий (7)–(13)

функция u(x, t) будет тождественно равна нулю. Это означает, что краевая

задача (2)–(5) будет иметь не более одного решения в пространстве V .

Теорема доказана.

Перейдем к доказательству существования решения рассматриваемой кра-

евой задачи. Пусть

α1 =
αa(+0)

a(−0)
, β1 =

βa(−0)

a(+0)
.
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Теорема 2. Пусть выполняются условия (7)–(13) и условия

c(x, t) ∈ C1([−1, 0)) ∪C1((0, 1]), c(−0, t) = c(+0, t), 0 ≤ cx(x, t) ≤ c0,
cx(+0, t) ≥ 0, cx(−0, t) ≤ 0, x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), t ∈ (0, T ).

(16)

Пусть также существует число δ1 > 0 такое, что

2δ21a(x) ≥ h2
01 + c20, 2δ21a(x) ≥ h2

02 + c20, x ∈ (−1, 1), t ∈ (0, T ), (17)

f(−1, t) = f(1, t) = 0, t ∈ (0, T ),

α1β1fx(−0, t)f(+0, t) = f(−0, t)fx(+0, t) = 0, t ∈ (0, T ).
(18)

Тогда краевая задача (2)–(5) имеет решение, принадлежащее пространству

V , для любой функции f(x, t), fxx(x, t) из пространства L2(Q).

Доказательство. Вначале воспользуемся методом регуляризации. Рас-

смотрим следующую краевую задачу: найти функцию u(x, t), являющуюся в Q

решением уравнения

Lεu = Dt

[
(−1)pD2p+1

t u− h(x)uxx
]
+ a(x)uxx + c(x, t)u − εuxxxx = f(x, t), (19)

где ε — положительное число, и для которой выполняются условия (2)–(5) и

условия

uxx(−1, t) = uxx(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (20)

uxx(−0, t) = α1uxx(+0, t), uxxx(+0, t) = β1uxxx(−0, t), t ∈ (0, T ). (21)

Пусть V0 — линейное пространство,

V0 = {v(x, t) : v(x, t) ∈ V, vxxxx(x, t) ∈ L2(Q1), vxxxx(x, t) ∈ L2(Q2)}

с нормой

‖v‖V0
=

(
‖v‖2V +

∫

Q1

v2
xxxx dxdt+

∫

Q2

v2
xxxx dxdt

) 1
2

.

Нужно показать, что регуляризированная краевая задача при фиксированном ε

разрешима в пространстве V0 для любой функции f(x, t) из пространства L2(Q).

Воспользуемся методом продолжения по параметру [36, гл. III, § 14]. Возь-

мем число λ из отрезка [0, 1] и рассмотрим семейство краевых задач: найти

решение уравнения (19) такое, что для него выполняются условия (2)–(4), (20),

(21), а также условия

u(−0, t) = λαu(+0, t), ux(+0, t) = λβux(−0, t), t ∈ (0, T ), (22)

uxx(−0, t) = λα1uxx(+0, t), uxxx(+0, t) = λβ1uxxx(−0, t), t ∈ (0, T ). (23)

Воспользуемся далее техникой работы [21]. Заменой

w(x, t) = u(x, t)− λα(x + 1)u(+0, t)− λα1

(
x3

6
+
x2

2
+
x

3

)
uxx(+0, t), (x, t) ∈ Q1,

z(x, t) = u(x, t)−λβ(x−1)ux(−0, t)−λβ1

(
x3

6
− x2

2
+

1

3

)
uxxx(−0, t), (x, t) ∈ Q2,
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уравнение (19) нетрудно преобразовать в систему двух дифференциальных урав-

нений с «нагруженными» слагаемыми, но при этом для самих функций w(x, t)

и z(x, t) будут выполняться однородные граничные условия, естественные для

эллиптических краевых задач. Разрешимость при λ = 0 в пространстве V0 со-

ответствующих краевых задач имеет место, и для разрешимости этих же задач

в пространстве V0 при λ ∈ [0, 1] достаточно будет установить равномерную по

λ оценку в L2(Q) всех слагаемых, входящих в уравнение для функций w(x, t) и

z(x, t) (см. [36]). Искомая оценка будет иметь место, если для любых решений

задачи (19), (2)–(4), (20)–(23) из пространства V0 будет справедлива оценка

‖u‖V0
≤ N‖f‖L2(Q) (24)

с постояннойN , определяющейся функциями h(x), a(x), c(x, t), а также числами

α и β.

Покажем,что требуемая оценка (24) действительно имеет место.

Рассмотрим равенство
∫

Q1

Luε · (−u) dxdt+ γ

∫

Q2

Luε · (−u) dxdt =

∫

Q1

f · (−u) dxdt+ γ

∫

Q2

f · (−u) dxdt.

Повторяя выкладки, выполненные при анализе равенства (14), и применяя

неравенства Гёльдера и Юнга, а также используя неравенства (16) и условия

(7)–(12) и (18), получим оценку
∫

Q1

(
Dp+1

t u
)2
dxdt+

∫

Q2

(
Dp+1

t u
)2
dxdt +

∫

Q1

u2 dxdt+

∫

Q2

u2 dxdt

+ ε

∫

Q1

u2
xx dxdt + ε

∫

Q2

u2
xx dxdt ≤M1‖f‖2L2(Q), (25)

где M1 определяется функциями h(x), a(x), c(x, t) и числами α и β.

Теперь рассмотрим равенство
∫

Q1

Luε · (−uxxxx) dxdt + γ

∫

Q2

Luε · (−uxxxx) dxdt

=

∫

Q1

f · (−uxxxx) dxdt+ γ

∫

Q2

f · (−uxxxx) dxdt.

Применяя интегрирование по частям и используя условия (2)–(5), получим сле-

дующее равенство:
∫

Q1

(
Dp+1

t uxx
)2
dxdt+γ

∫

Q2

(
Dp+1

t uxx
)2
dxdt+

∫

Q1

a(x)u2
xxx dxdt+γ

∫

Q2

a(x)u2
xxx dxdt

− 1

2

∫

Q1

a′′(x)u2
xx dxdt−

γ

2

∫

Q2

a′′(x)u2
xx dxdt +

1

2

T∫

0

a′(−0)u2
xx(−0, t) dt
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− γ

2

T∫

0

a′(+0)u2
xx(+0, t) dt+

∫

Q1

εu2
xxxx dxdt + γ

∫

Q2

εu2
xxxx dxdt

+

∫

Q1

cx(x, t)uuxxx dxdt+ γ

∫

Q2

cx(x, t)uuxxx dxdt +

∫

Q1

c(x, t)uxuxxx dxdt

+ γ

∫

Q2

c(x, t)uxuxxx dxdt +

∫

Q1

h′(x)uxxtuxxx dxdt+ γ

∫

Q2

h′(x)uxxtuxxx dxdt

+

∫

Q1

f(x, t)uxxxx dxdt+ γ

∫

Q2

f(x, t)uxxxx dxdt = 0.

Применяя неравенства Гёльдера и Юнга, а также условия (7)–(13), (16)–

(18), получим оценку
∫

Q1

(
Dp+1

t uxx
)2
dxdt+

∫

Q2

(
Dp+1

t uxx
)2
dxdt +

∫

Q1

u2
x dxdt +

∫

Q2

u2
x dxdt

∫

Q1

u2
xxx dxdt +

∫

Q2

u2
xxx dxdt+ ε

∫

Q1

u2
xxxx dxdt

+ ε

∫

Q2

u2
xxxx dxdt ≤M2‖f‖2L2(Q), (26)

где M2 определяется функциями h(x), a(x), c(x, t) и числами ε, α и β.

Следующим рассмотрим равенство
∫

Q1

Luε · (A− t)(−1)p
(
D2p+2

t u
)
dxdt+ γ

∫

Q2

Luε · (A− t)(−1)p
(
D2p+2

t u
)
dxdt

=

∫

Q1

f · (A− t)(−1)p
(
D2p+2

t u
)
dxdt+ γ

∫

Q2

f · (A− t)(−1)p
(
D2p+2

t u
)
dxdt,

где A > T. Интегрируя по частям в этом равенстве и применяя условия (2)–(5),

а также неравенства Гёльдера и Юнга, условия (7)–(13), (16)–(18), получим

оценку ∫

Q1

(
D2p+2

t u
)2
dxdt+

∫

Q2

(
D2p+2

t u
)2
dxdt ≤M3‖f‖2L2(Q), (27)

где M3 определяется функциями h(x), a(x), c(x, t) и числами ε, α и β.

Из оценок (25)–(27) следует равномерная по параметру λ оценка (24) для

всех решений u(x, t) из пространства V0 краевой задачи (2)–(4), (20)–(23) при

фиксированном ε в пространстве V0 для любой функции f(x, t) из пространства

L2(Q).

Покажем, что для семейства решений uε(x, t) имеет место априорная оцен-

ка, равномерная по ε и такая, что с ее помощью можно будет осуществить пре-

дельный переход. Воспользуемся тем, что функция f(x, t) имеет обобщенные
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производные по переменной x до второго порядка включительно, принадлежа-

щие пространству L2(Q). Повторяя по сути доказательство оценок (26) и (27),

но в правой части дополнительно интегрируя по частям, для семейства решений

uε(x, t) получим новую оценку

∫

Q1

(
Dp+1

t uε
)2
dxdt+

∫

Q2

(
Dp+1

t uε
)2
dxdt +

∫

Q1

(
Dp+1

t uεxx
)2
dxdt

+

∫

Q2

(
Dp+1

t uεxx
)2
dxdt+

∫

Q1

(
D2p+2

t uε
)2
dxdt

+

∫

Q2

(
D2p+2

t uε
)2
dxdt+

∫

Q1

u2
ε dxdt +

∫

Q2

u2
ε dxdt+

∫

Q1

u2
εx dxdt +

∫

Q2

u2
εx dxdt

+ ε

∫

Q1

u2
εxx dxdt+ ε

∫

Q2

u2
εxx dxdt +

∫

Q1

u2
εxxx dxdt+

∫

Q2

u2
εxxx dxdt

+ ε

∫

Q1

u2
εxxxx dxdt + ε

∫

Q2

u2
εxxxx dxdt

≤M0

(∫

Q1

f2(x, t) dxdt +

∫

Q2

f2(x, t) dxdt +

∫

Q1

f2
xx(x, t) dxdt +

∫

Q2

f2
xx(x, t) dxdt

)
,

где M0 определяется функциями h(x), a(x), c(x, t) и числами α, β.

Из этой оценки и рефлексивности пространства L2 следует, что существуют

последовательности {εn} положительных чисел и функция u(x, t) такие, что при

n→∞ выполняется εn → 0, uεn(x, t)→ u(x, t), Dp+1
t uεnxx(x, t)→ Dp+1

t uxx(x, t),

D2p+2
t uεn(x, t)→ D2p+2

t u(x, t) слабо в пространстве L2(Q). Таким образом, пре-

дельная функция u(x, t) будет принадлежать пространству V и будет решением

краевой задачи (2)–(5) из требуемого класса.

Теорема доказана.

4. Заключение

В работе получены теоремы существования и единственности регулярных

решений краевой задачи с условиями Дирихле и дополнительными условиями

сопряжения на внутреннем многообразии для некоторого класса дифференци-

альных уравнений составного типа. Изучаемые уравнения имеют модельный

вид, и нетрудно будет получить результаты, аналогичные представленным вы-

ше, для более общих уравнений — например, для уравнений с дополнительными

младшими производными, для уравнений со старшими коэффициентами, зави-

сящими и от переменной t, и т. п. Краевые условия в изучаемых задачах также

можно «пошевелить» — одно или оба из условий (2) можно заменить условием

на производную ux, и т. д. Наконец, коэффициенты α и β условий сопряжения

(5) и (6) могут быть функциями переменной t.
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THE DIRICHLET PROBLEM FOR THE HIGHER

ORDER COMPOSITE TYPE EQUATIONS

WITH DISCONTINUOUS COEFFICIENTS

A. I. Grigorieva

Abstract: We study the Dirichlet problem for the composite type differential equations

Dt

[

(−1)pD2p+1

t u− h(x)uxx

]

+ a(x)uxx + c(x, t)u = f(x, t)

in the domain Q = {(x, t) : x ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1), t ∈ (0, T ), 0 < T < +∞}, where

p ≥ 1 is an integer, Dk
t = ∂k

∂tk
, and Dt = ∂

∂t
. The feature of such equations is that the

coefficients h(x) and a(x) can have a discontinuity of the first kind when passing through
the point x = 0. In addition to the usual Dirichlet boundary conditions, the problem
under study also specifies the conjugation conditions on the line x = 0. Existence
and uniqueness theorems are proved for regular solutions (those having all generalized
Sobolev derivatives).
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