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Аннотация. Исследованы вопросы однозначной разрешимости начальных задач
для линейных неоднородных уравнений общего вида с несколькими дробными про-
изводными Герасимова — Капуто в банаховых пространствах. Рассмотрена задача
Коши для разрешенного относительно старшей дробной производной уравнения,
содержащего ограниченные операторы при младших производных, решение пред-
ставлено с помощью интегралов типа Данфорда — Тейлора. Полученный результат
позволил исследовать начальную задачу для линейного неоднородного уравнения
с вырожденным оператором при старшей дробной производной при условии, что

относительно этого оператора 0-ограниченным является оператор при второй по
величине порядка производной. Абстрактные результаты использованы при изу-
чении одного класса начально-краевых задач для уравнений с несколькими произ-
водными Герасимова — Капуто по времени и с многочленами от самосопряженного
эллиптического дифференциального по пространственным переменным оператора.
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1. Введение

За последние несколько десятилетий произошел резкий рост интереса ис-

следователей к дробным дифференциальным уравнениям, в первую очередь

из-за их возрастающего значения в моделировании различных явлений, возни-

кающих в физике, химии, математической биологии, технике [1, 2]. Подробнее

о дробных дифференциальных уравнениях и тесно связанных с ними интегро-

дифференциальных уравнениях Вольтерра см. в монографиях [3–10].

Задачи для различных классов уравнений с несколькими дробными про-

изводными исследовались многими авторами, в частности изучались начально-

краевые задачи для телеграфных [11], диффузионных уравнений [12, 13] такого
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вида, уравнения с запаздыванием [14, 15], различные уравнения в локально вы-

пуклых (или просто в банаховых) пространствах с приложениями к уравнениям

в частных производных [16–20].

В этой статье мы исследуем вопросы однозначной разрешимости для линей-

ных неоднородных уравнений общего вида с несколькими дробными производ-

ными Герасимова — Капуто в банаховых пространствах. Рассмотрена задача

Коши для разрешенного относительно старшей дробной производной уравне-

ния, содержащего ограниченные операторы при младших производных, реше-

ние представлено с помощью интегралов типа Данфорда — Тейлора. Получен-

ный результат позволил исследовать начальную задачу для линейного неодно-

родного уравнения с вырожденным оператором при старшей дробной производ-

ной при условии, что относительно этого оператора 0-ограниченным является

оператор при второй по величине порядка производной. Абстрактные резуль-

таты использованы при изучении одного класса начально-краевых задач для

уравнений с несколькими производными Герасимова — Капуто по времени и

с многочленами от самосопряженного эллиптического дифференциального по

пространственным переменным оператора.

Ранее условие относительной ограниченности использовалось, как правило,

для пары операторов при старшей производной и при самой функции [13–21].

Отметим также касающиеся вырожденных дробных эволюционных уравнений

работы [24–27], близкие к данной работе по объектам и методам исследова-

ния. В данной работе вторым оператором в относительно ограниченной паре

является оператор при второй по величине порядка дробной производной. Мы

продемонстрировали успешность предложенного подхода.

2. Однородное уравнение

Пусть Z — банахово пространство, L (Z ) — пространство линейных огра-

ниченных на Z операторов. Рассмотрим линейное однородное уравнение дроб-

ного порядка

Dα
t z(t) =

n∑

k=1

Dαk
t Akz(t) (1)

с заданными начальными условиями

z(l)(0) = zl, l = 0, 1, . . . ,m− 1. (2)

Здесь 0 ≤ α1 < α2 < · · · < αn < α, m = ⌈α⌉ — наименьшее целое число,

не превосходимое числом α, mk = ⌈αk⌉, k = 1, 2, . . . , n. Решением задачи (1),

(2) будем называть функцию z ∈ Cm−1(R+; Z ), для которой Dα
t z,D

αk
t Akz ∈

C(R+; Z ), k = 1, 2, . . . , n, и выполняются равенства (1) при всех t ∈ R+ :=

R+ ∪ {0} и (2).

Преобразование Лапласа функции h : R+ → Z будем обозначать через ĥ

или Lap[h], если выражение для h слишком громоздкое.

Сначала при фиксированном l ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} рассмотрим задачу

z(l)(0) = zl, z(k)(0) = 0, k = {0, 1, . . . ,m− 1} \ {l} , (3)
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для уравнения (1). В предположении, что к решению z такой задачи применимо

преобразование Лапласа, рассмотрим два случая:

(1) l ≤ mk − 1, тогда D̂αk
t z(λ) = λαk ẑ(λ)− λαk−l−1zl;

(2) l > mk − 1, тогда D̂αk
t z(λ) = λαk ẑ(λ).

Обозначим nl = min{k ∈ {1, 2, . . . , n} : l ≤ mk − 1} и из равенств (1), (3)

получим следующее:

λαẑ(λ)− λα−l−1zl =

n∑

k=1

λαkAkẑ(λ) −
n∑

k=nl

λαk−l−1Akzl,

ẑ(λ) =

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1(
λα−l−1I −

n∑

k=nl

λαk−l−1Ak

)
zl.

Применяя обратное преобразование Лапласа, получаем равенство

z(t) =
1

2πi

∫

γ

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1(
λα−l−1I −

n∑

k=nl

λαk−l−1Ak

)
zle

λt dλ,

где можно взять γ = {λ ∈ C : Reλ = a} при достаточно большом a ∈ R. Таким

образом, получили вид решения. Уточним некоторые детали.

Обозначим

A := max

{
1

2n
, ‖Ak‖L (Z ) : k = 1, 2, . . . , n

}
, r0 := (2An)

1
α−αn ,

γ1 := {λ ∈ C : |λ| = r0, argλ ∈ (−π, π)} ,
γ2 := {λ ∈ C : argλ = π, λ ∈ [−r0,−∞)} ,

γ3 := {λ ∈ C : argλ = −π, λ ∈ (−∞,−r0]} , γ :=

3⋃

k=1

γk,

Zl(t) :=
1

2πi

∫

γ

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1(
λα−l−1I −

n∑

k=nl

λαk−l−1Ak

)
eλt dλ, t > 0,

при l = 0, 1, . . . ,m− 1.

Лемма 1. Пусть Ak ∈ L (Z ), k = 1, 2, . . . , n, zl ∈ Z при некотором l ∈
{0, 1, . . . ,m−1}. Тогда функция z(t) = Zl(t)zl является единственным решением

задачи (1), (3).

Доказательство. Для всех λ ∈ γ имеем |λ| ≥ r0 ≥ (2n ‖Ak‖)
1

α−αk , k =

1, 2, . . . , n, поэтому |λ|αk−α‖Ak‖L (Z ) ≤ 1/(2n),
∥∥∥∥∥

n∑

k=1

λαk−αAk

∥∥∥∥∥
L (Z )

≤ 1

2
,

∥∥∥∥∥

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1∥∥∥∥∥
L (Z )

≤ 1

|λ|α
∞∑

j=0

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

λαk−αAk

∥∥∥∥∥

j

L (Z )

≤ 2

|λ|α ,
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поэтому существует обратный оператор

(
λαI −

n∑
k=1

λαkAk

)−1

∈ L (Z ).

Пусть R > r0,

�R =

4⋃

i=1

�i,R, �1,R = γ1, �2,R = {λ ∈ C : |λ| = R, argλ ∈ (π,−π)} ,

�3,R = {λ ∈ C : argλ = π, λ ∈ [−r0,−R]} ,
�4,R = {λ ∈ C : argλ = −π, λ ∈ [−R,−r0]} ,

замкнутый контур �R обходится по часовой стрелке. Введем в рассмотрение

также контуры

�5,R = {λ ∈ C : argλ = π, λ ∈ (−R,−∞)} ,

�6,R = {λ ∈ C : argλ = −π, λ ∈ (−∞,−R)} ,
тогда γ = �5,R ∪ �6,R ∪ �R \ �2,R.

При t > 0 определяющий оператор Zl(t) интеграл сходится, перепишем его

в следующем виде:

Zl(t) =
1

2πi

∫

γ

λ−l−1eλt dλI+
1

2πi

∫

γ

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1 nl−1∑

k=1

λαk−l−1Ake
λt dλ

=
tl

l!
I +

1

2πi

∫

γ

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1 nl−1∑

k=1

λαk−l−1Ake
λt dλ.

При t ∈ [0, 1], λ ∈ γ имеем следующие неравенства:

∥∥∥∥∥

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1 nl−1∑

k=1

λαk−l−1Ake
λt

∥∥∥∥∥
L (Z )

≤ 2

nl−1∑

k=1

|λ|αk−α−l−1 ‖Ak‖L (Z ) e
r0 ≤ 2Aner0

|λ|1+α
.

Здесь использован тот факт, что при k ∈ {1, 2, . . . , nl−1} выполняетсяmk−1 < l,

поэтому αk ≤ l. Отсюда при j ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}
∥∥∥∥∥

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1 nl−1∑

k=1

λαk−l−1+jAke
λt

∥∥∥∥∥
L (Z )

≤ 2Aner0

|λ|2+α−m
,

при этом 2 + α−m = 1 + α− (m− 1) > 1. Следовательно,

∥∥∥∥∥

∫

γ

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1 nl−1∑

k=1

λαk−l−1+jAke
λt dλ

∥∥∥∥∥
L (Z )

≤ 2Aner0
(∫

�R

−
∫

�2,R

+

∫

�5,R

+

∫

�6,R

)
ds

|λ|2+α−m
→ 0
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при R → ∞. В силу полученных оценок интегралы сходятся равномерно по

t ∈ [0, 1], поэтому при j = 0, 1, . . . , l

Z
(j)
l (t) :=

tl−j

(l − j)!I +
1

2πi

∫

γ

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1 np−1∑

k=1

λαk−l−1+jAke
λt dλ, t > 0,

при j = l + 1, l+ 2, . . . ,m− 1

Z
(j)
l (t) :=

1

2πi

∫

γ

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1 nl−1∑

k=1

λαk−l−1+jAke
λt dλ, t > 0,

Z
(j)
l (0) = 0 при j 6= l, Z

(l)
l (0) = I. Таким образом, функция Zl(t)zl удовлетворя-

ет условиям (3).

Далее при l = 0, 1, . . . ,m − 1 оценим интегралы, определяющие Zl(t), по

контуру γ2:
∣∣∣∣∣∣
2A

2πi

+∞∫

r0

nl−1∑

k=1

rαk−α−l−1e−rtdr

∣∣∣∣∣∣
≤ An

π
e−r0t

+∞∫

r0

dr

rα+l+1−αn
≤ C1e

−r0t,

так как α + l + 1 − αn > 1, r0 ≥ 1 по определению. На контуре γ3 получаем

аналогичные неравенства. Для контура γ1 имеем
∣∣∣∣∣∣
2A

2πi

π∫

−π

nl−1∑

k=1

rαk−α−l−1
0 er0e

iϕt dϕ

∣∣∣∣∣∣
≤ C2

π∫

−π

er0t cosϕdϕ ≤ 2πC2e
r0t.

Отсюда следует экспоненциальная ограниченность оператор-функции Zl(t), а

значит, к ней можно применять преобразование Лапласа: при Reµ > r0

Ẑl(µ) =

∞∫

0

e−µtZl(t) dt

=
1

2πi

∫

γ

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1(
λα−l−1I −

n∑

k=nl

λαk−l−1Ak

) ∞∫

0

e(λ−µ)t dtdλ

=
1

2πi

∫

γ

1

µ− λ

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1(
λα−l−1I −

n∑

k=nl

λαk−l−1Ak

)
dλ

с учетом неравенства
∥∥∥∥∥

1

µ− λ

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1(
λα−l−1I −

n∑

k=nl

λαk−l−1Ak

)∥∥∥∥∥
L (Z )

≤ C

|λ|2 .

Следовательно,

Ẑl(µ) =
1

2πi

(∫

�R

−
∫

�2,R

+

∫

�5,R

+

∫

�6,R

)
1

µ− λ

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1
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×
(
λα−l−1I −

n∑

k=nl

λαk−l−1Ak

)
dλ

=

(
µαI −

n∑

k=1

µαkAk

)−1(
µα−l−1I −

n∑

k=nl

µαk−l−1Ak

)

=

(
µαI −

n∑

k=1

µαkAk

)−1(
µαI −

n∑

k=1

µαkAk +

nl−1∑

k=1

µαkAk

)
µ−l−1

= µ−l−1I +

(
µαI −

n∑

k=1

µαkAk

)−1 nl−1∑

k=1

µαk−l−1Ak.

Выражение получено по интегральной формуле Коши для интеграла по �R при

R > |µ|, когда точка µ лежит внутри этого контура. При этом интегралы по

�j,R при j = 2, 5, 6 стремятся к нулю при R→∞.

Тогда

D̂α
t Zl(µ) = µαẐl(µ)− µα−l−1I

= µα

(
µαI −

n∑

k=1

µαkAk

)−1(
µα−l−1I −

n∑

k=nl

µαk−l−1Ak

)
− µα−l−1I

=

(
µα −

n∑

k=1

µαkAk +

n∑

k=1

µαkAk

)(
µαI −

n∑

k=1

µαkAk

)−1

×
(
µα−l−1I −

n∑

k=nl

µαk−l−1Ak

)
− µα−l−1I

=

n∑

k=1

µαkAk

(
µαI −

n∑

k=1

µαkAk

)−1(
µα−l−1I −

n∑

k=nl

µαk−l−1Ak

)

−
n∑

k=nl

µαk−l−1Ak =

n∑

k=1

µαkAkẐl(µ)−
n∑

k=nl

µαk−l−1Ak = Lap

[
n∑

k=1

Dαk
t AkZl

]
(µ).

Поэтому

Dα
t Zl(t) =

n∑

k=1

Dαk
t AkZl(t) при t > 0.

В то же время при таком k0, что mk0 − 1 < l,

̂D
αk0
t Zl(µ) = µαk0

(
I −

n∑

k=1

µαk−αAk

)−1(
µ−l−1I −

n∑

k=nl

µαk−α−l−1Ak

)

= µαk0
−l−1I +

(
I −

n∑

k=1

µαk−αAk

)−1 nl−1∑

k=1

µαk−α−l−1+αk0Ak,
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D
αk0
t Zl(t) =

1

2πi

∫

γ

µαk0
−l−1eµt dµI

+
1

2πi

∫

γ

(
I −

n∑

k=1

µαk−αAk

)−1 nl−1∑

k=1

µαk−α−l−1+αk0Ake
µt dµ.

Поэтому при αk0 < l

lim
t→0+

D
αk0
t Zl(t) = 0,

а в случае αk0 = l

lim
t→0+

D
αk0
t Zl(t) = I.

Пусть теперь mk0 − 1 ≥ l, тогда

̂D
αk0
t Zl(µ) = µαk0

(
I −

n∑

k=1

µαk−αAk

)−1(
µ−l−1I −

n∑

k=nl

µαk−α−l−1Ak

)

− µαk0
−l−1I =

(
I −

n∑

k=1

µαk−αAk

)−1 nl−1∑

k=1

µαk−α−l−1+αk0Ak,

D
αk0
t Zl(t) =

1

2πi

∫

γ

(
I −

n∑

k=1

µαk−αAk

)−1 nl−1∑

k=1

µαk−α−l−1+αk0Ake
µt dµ.

Имеем αk − α − l − 1 + αk0 < −1, так как αk0 − α < 0 и αk − l ≤ 0 при k =

1, 2, . . . , nl−1, поэтому lim
t→0+

Dα
t Zl(t) = 0. Таким образом, в силу ограниченности

операторов Ak, k = 1, 2, . . . , n, Zl(·)zl удовлетворяет уравнению (1) и при t = 0.

Тем самым Zl(·)zl — решение задачи (1), (3).

Пусть z1(t) и z2(t) — два решения задачи (1), (3) на R+. Зафиксируем

T > 0, тогда y(t) = z1(t) − z2(t) — решение задачи Коши z(l)(0) = 0, l =

0, 1, . . . ,m − 1, для уравнения (1) на отрезке [0, T ]. Доопределим функцию y

нулем при t ∈ (T,+∞). Полученная функция ограничена и также является

решением этой задачи Коши для уравнения (1), кроме, может быть, t = T .

Подействуем преобразованием Лапласа на обе части равенства

Dα
t y(t) =

n∑

k=1

Dαk
t Aky(t)

и получим

D̂α
t y(µ) = µαŷ(µ) = Lap

[
n∑

k=1

Dαk
t Aky

]
(µ) =

n∑

k=1

muαkAkŷ(µ).

Поэтому (
µαI −

n∑

k=1

µαkAk

)
ŷ(µ) ≡ 0
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и при Reµ > 0 имеем ŷ(µ) ≡ 0. Отсюда z1(t) − z2(t) = y(t) ≡ 0 при t ∈ [0, T ).

Так как T > 0 можно выбрать сколь угодно большим, z1(t) = z2(t) при всех

t ≥ 0. �

Из леммы 1 и линейности уравнения (1) сразу получим следующее утвер-

ждение.

Теорема 1. Пусть Ak ∈ L (Z ), k = 1, 2, . . . , n, zl ∈ Z , l = 0, 1, . . . ,m − 1.

Тогда функция

z(t) =

m−1∑

l=0

Zl(t)zl

является единственным решением задачи (1), (2).

3. Неоднородное уравнение

Рассмотрим неоднородное уравнение

Dα
t z(t) =

n∑

k=1

Dαk
t Akz(t) + f(t), t ∈ [0, T ]. (4)

Обозначим

Z(t) :=
1

2πi

∫

γ

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1

eλt dλ, t > 0.

Лемма 2. Пусть Ak ∈ L (Z ), k = 1, 2, . . . , n, f ∈ C([0, T ]; Z ). Тогда

функция

zf (t) =

t∫

0

Z(t− s)f(s) ds (5)

является единственным решением задачи

z(l)(0) = 0, l = 0, 1, . . . ,m− 1, (6)

для уравнения (4).

Доказательство. Имеем при α > 1, l = 0, 1, . . . ,m− 2, λ ∈ γ
∥∥∥∥∥λ

l

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1∥∥∥∥∥
L (Z )

≤ 2

|λ|α−l
,

при этом α− l > 1, поэтому для всех t ≥ 0

‖Z(l)(t)‖L (Z ) ≤ C1

∫

γ

etReλ ds

|λ|α−l
≤ C2e

r0t,

Z(l)(0) = 0, z
(p)
f (t) =

t∫

0

Z(p)(t− s)f(s) ds, p = 0, 1, . . . ,m− 1.
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При l = m− 1 имеем

‖Z(m−1)(t)‖L (Z ) ≤ C
∫

�

etReλ ds

|λ|α−m+1
,

∫

γ1

etRe λ ds

|λ|α−m+1
≤ 2πrm−1−α

0 er0t,

∫

γj

etReλ

|λ|α−m+1
ds ≤

∞∫

r0

e−rtdr

rα−m+1
≤ tα−m

∞∫

0

e−ρdρ

ρα−m+1
≤ � (m− α)tα−m, j = 1, 2,

поэтому для всех t > 0

‖Z(m−1)(t)‖L (Z ) ≤ Ctα−mer0t,

в частности, ‖Z(m−1)(t)‖L (Z ) = O(tα−m) при t→ 0+. Таким образом,

‖z(m−1)
f (t)‖Z ≤

t∫

0

C1(t− s)α−m‖f(s)‖Z ds ≤ C1‖f‖C([0,T ];Z )

α−m+ 1
tα−m+1 → 0

при t→ 0+ и условия Коши (6) для функции zf вида (5) выполняются.

Положим f(t) = 0 при t > T , тогда z = Z ∗ f , ẑ = Ẑf̂ . Как при доказатель-

стве леммы 1, нетрудно показать, что

Ẑ(µ) =

(
µαI −

n∑

k=1

µαkAk

)−1

, (7)

так как для λ ∈ γ
∥∥∥∥∥

1

µ− λ

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1∥∥∥∥∥ ≤
C

|λ|α+1
.

Следовательно,

D̂α
t z(µ) = µαẑf(µ) = µα

(
µαI −

n∑

k=1

µαkAk

)−1

f̂(µ)

= f̂(µ) +

n∑

k=1

µαkAk

(
µαI −

n∑

k=1

µαkAk

)−1

f̂(µ) = f̂(µ) +

n∑

k=1

D̂αk
t Akz(µ). (8)

Подействовав обратным преобразованием Лапласа на обе части этого равенства,

получим при t ∈ (0, T ] равенство (4), так как f ∈ C([0, T ]; X ).

Обозначим

Zαk
(t) :=

1

2πi

∫

γ

λαk

(
λαI −

n∑

k=1

λαkAk

)−1

eλt dλ, t > 0,

тогда при k = 1, 2, . . . , n

‖Zαk
(t)‖L (Z ) ≤

1

π

∫

γ

etReλ ds

|λ|α−αn
≤ Cer0ttα−αn−1.
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В силу (8)

Dαk
t z(t) =

t∫

0

Zαk
(t− s)f(s) ds,

поэтому

‖Dαk
t z(t)‖L (Z ) ≤

C‖f‖C([0,T ];Z )

α− αn
tα−αn → 0

при t → 0+. В силу ограниченности операторов Ak, k = 1, 2, . . . , n, равенство

(4) выполняется и при t = 0 в предельном смысле.

Доказательство единственности такое же, как для леммы 1. �

Теперь можно сформулировать общий результат.

Теорема 2. Пусть Ak ∈ L (Z ), k = 1, 2, . . . , n, f ∈ C([0, T ]; Z ), zl ∈ Z ,

l = 0, 1, . . . ,m− 1. Тогда функция

z(t) =

m−1∑

l=0

Zl(t)zl +

t∫

0

Z(t− s)f(s) ds

является единственным решением задачи (2), (4).

Замечание 1. Заметим, что при l = 0, 1, . . . ,m− 1

Zl(t) = Dα−l−1
t Z(t)−

n∑

k=nl

Dαk−l−1
t Z(t)Ak.

Действительно, из (7) следует, что при Reµ > r0

Lap

[
Dα−l−1

t Z(t)−
n∑

k=nl

Dαk−l−1
t Z(t)Ak

]
(µ)

=

(
µαI −

n∑

k=1

µαkAk

)−1(
µα−l−1 −

n∑

k=nl

µαk−l−1Ak

)
= Ẑl(µ).

4. Вырожденное уравнение

Пусть X , Y — банаховы пространства, L (X ; Y ) — пространство линей-

ных непрерывных операторов, действующих из X в Y , C l(X ; Y ) — множество

всех линейных замкнутых операторов с областью определения, плотной в X ,

действующих в Y . Будем предполагать, что

n ∈ N, L,M1,M2, . . . ,Mn−1 ∈ L (X ; Y ), kerL 6= {0}, Mn ∈ C l(X ; Y ),

DMn — область определения оператора Mn, на которой задана норма графика

‖ · ‖DMn
:= ‖ · ‖X + ‖Mn · ‖Y .

Обозначим

ρL(Mn) := {µ ∈ C : (µL −Mn)−1 ∈ L (Y ; X )},
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RL
µ(Mn) := (µL−Mn)−1L, LL

µ(Mn) := L(µL−Mn)−1.

Оператор Mn называется (L, σ)-ограниченным, если

∃a > 0 ∀µ ∈ C (|µ| > a)⇒ (µ ∈ ρL(Mn)) .

В случае (L, σ)-ограниченности оператора Mn определим проекторы

P :=
1

2πi

∫

γ

RL
µ (Mn) dµ ∈ L (X ), Q :=

1

2πi

∫

γ

LL
µ(Mn) dµ ∈ L (Y ),

где γ := {µ ∈ C : |µ| = r > a} (см. [28, с. 89, 90]). Положим

X
0 := kerP, X

1 := ImP, Y
0 := kerQ, Y

1 := ImQ.

Обозначим для краткости P0 := I − P , Q0 := I −Q, через Lr (Mk,r) — сужение

оператора L (Mk) на X r (DMn,r := DMn∩X r при k = n), r = 0, 1, k = 1, 2, . . . , n.

При этом известно (см. [28, с. 90, 91]), что LP = QL, MnPx = QMnx для

x ∈ DMn , поэтому

Mn,1 ∈ L (X 1; Y 1), Mn,0 ∈ C l(X 0; Y 0), Lr ∈ L (X r; Y r), r = 0, 1.

Кроме того, в этой ситуации существуют операторы M−1
n,0 ∈ L (Y 0; X 0), L−1

1 ∈
L (Y 1; X 1). Оператор Mn будем называть (L, 0)-ограниченным, если L0 — ну-

левой оператор.

Рассмотрим начальную задачу

x(l)(0) = xl, l = 0, 1, . . . ,mn− 1, (Px)(l)(0) = xl, l = mn,mn +1, . . . ,m− 1, (9)

для линейного неоднородного уравнения дробного порядка

Dα
t Lx(t) =

n∑

k=1

Dαk
t Mkx(t) + g(t), (10)

которое называется вырожденным в случае kerL 6= {0}. Предполагается, что,

как и прежде, 0 ≤ α1 < α2 < · · · < αn < α, m = ⌈α⌉, mk = ⌈αk⌉, k = 1, 2, . . . , n,

g ∈ ([0, T ]; Y ).

Решением задачи (9), (10) будем называть функцию x : [0, T ]→ DMn , для

которой x ∈ Cmn−1([0, T ]; X ), Dα
t Lx,D

αk
t Mkx ∈ C([0, T ]; Y ), k = 1, 2 . . . , n,

выполняются равенства (10) при всех t ∈ [0, T ] и (9).

В определении решения используется тот факт, что при условии (L, 0)-огра-

ниченности оператора Mn гладкость функции Px такая же, как у функции Lx,

поскольку Px = L−1
1 Lx, Lx = LPx. При этом условие Dα

t Lx ∈ C([0, T ]; X ) в

силу определения используемой здесь дробной производной Герасимова — Ка-

путо означает, в частности, что Lx ∈ Cm−1([0, T ]; X ). Тем самым все начальные

условия (9) на функции из класса решений имеют смысл.
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Теорема 3. Пусть L,Mk ∈ L (X ; Y ), k = 1, 2, . . . , n − 1, Mn ∈ C l(X ; Y )

(L, 0)-ограничен, MkP = QMk, k = 1, 2, . . . , n − 1, g ∈ C([0, T ]; Y ), xl ∈ X при

l = 0, 1, . . . ,mn − 1, xl ∈ X 1 при l = mn,mn + 1, . . . ,m − 1. Тогда существует

единственное решение задачи (9), (10).

Доказательство. Нетрудно показать, что из условий MkP = QMk при

k = 1, 2, . . . , n− 1 сразу следует, что

Mk,r ∈ L
(
X

r; Y r
)
, r = 0, 1, k = 1, 2, . . . , n− 1.

Подействуем на (10) оператором L−1
1 Q ∈ L (Y 1; X 1) и получим уравнение

Dα
t v(t) =

n∑

k=1

Dαk
t L−1

1 Mkv(t) + L−1
1 Qg(t),

где v(t) = Px(t). Если же аналогичным образом используем оператор M−1
n,0Q0 ∈

L (Y 0; X 0), то получится уравнение

Dαn
t w(t) = −

n−1∑

k=1

Dαk
t M−1

n,0Mkw(t) −M−1
n,0Q0g(t), (11)

w(t) = P0x(t). При этом использованы равенства

MkP0 = Mk −QMk = Q0Mk, k = 1, 2, . . . , n− 1. (12)

Уравнения (11) и (12) снабжены начальными условиями

v(l)(0) = Pxl, l = 0, 1, . . . ,m− 1, (13)

w(l)(0) = P0xl, l = 0, 1, . . . ,mn − 1. (14)

По теореме 2 каждая из задач (11), (13) и (12), (14) имеет единственное решение,

при этом оно имеет вид соответственно

v(t) =

m−1∑

l=0

Xl,1(t)Pxl +

t∫

0

X1(t− s)L−1
1 Qg(s) ds

и

w(t) = −
mn−1∑

l=0

Xl,0(t)P0xl −
t∫

0

X0(t− s)M−1
n,0Q0g(s) ds,

где для t > 0

Xl,1(t) :=
1

2πi

∫

γ1

(
λαI −

n∑

k=1

λαkL−1
1 Mk,1

)−1

×
(
λα−l−1I −

n∑

k=nl

λαk−l−1L−1
1 Mk,1

)
eλt dλ, l = 0, 1, . . . ,m− 1,
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X1(t) :=
1

2πi

∫

γ1

(
λαI −

n∑

k=1

λαkL−1
1 Mk,1

)−1

eλt dλ,

Xl,0(t) :=
1

2πi

∫

γ0

(
λαnI −

n−1∑

k=1

λαkM−1
n,0Mk,0

)−1

×
(
λαn−l−1I −

n−1∑

k=(n−1)l

λαk−l−1M−1
n,0Mk,0

)
eλt dλ, l = 0, 1, . . . ,mn − 1,

X0(t) :=
1

2πi

∫

γ0

(
λαnI −

n−1∑

k=1

λαkM−1
n,0Mk,0

)−1

eλt dλ,

контуры γ1, γ0 строятся так же, как контур γ для невырожденного случая, но

с использованием в качестве радиуса окружности константы

r0,1 :=

(
2nmax

{
1

2n
,
∥∥L−1

1 Mk,1

∥∥
L (X 1)

: k = 1, 2, . . . , n

}) 1
α−αn

,

r0,0 :=

(
2(n− 1)max

{
1

2(n− 1)
,
∥∥M−1

n,0Mk,0

∥∥
L (X 0)

: k = 1, 2, . . . , n− 1

}) 1
αn−αn−1

соответственно. �

Замечание 2. Из доказательства теоремы 3 следует, что задача Коши

x(l)(0) = xl, l = 0, 1, . . . ,m− 1,

для уравнения (10) разрешима лишь при выполнении дополнительных условий

P0xmn+l = w(mn+l)(0), l = 0, 1, . . . ,m−mn − 1,

связывающих между собой начальные данные задачи.

Замечание 3. Нетрудно заметить, что если операторMn (L, 0)-ограничен,

условия (Px)(l)(0) = xl ∈ X 1 при l = mn,mn + 1, . . . ,m − 1 эквивалентны

условиям (Lx)(l)(0) = yl = Lxl ∈ Y 1.

5. Приложение к начально-краевым задачам

Пусть заданы многочлены

Pp(λ) =

p∑

j=0

cjλ
j , Qk

p(λ) =

p∑

j=0

dkjλ
j ,

cj, d
k
j ∈ C, j = 0, 1, . . . , p, k = 1, 2, . . . , n, cp 6= 0, � ⊂ Rd — ограниченная область

с гладкой границей ∂�,

(�u)(s) =
∑

|q|≤2r

aq(s)
∂|q|u(s)

∂sq11 ∂s
q2
2 . . . ∂sqdd

, aq ∈ C∞(�),
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(Blu)(s) =
∑

|q|≤rl

blq(s)
∂|q|u(s)

∂sq11 ∂s
q2
2 . . . ∂sqdd

, blq ∈ C∞(∂�), l = 1, 2, . . . , r,

q = (q1, q2, . . . , qd) ∈ Nd
0, |q| = q1 + · · ·+ qd, операторный пучок �,B1, B2, . . . , Br

регулярно эллиптичен [29]. Пусть оператор �1 ∈ C l(L2(�)) с областью опреде-

ления

D�1 = H2r
{Bl}

(�) := {v ∈ H2r(�) : Blv(s) = 0, l = 1, 2, . . . , r, s ∈ ∂�}

действует согласно равенству �1u = �u. Предположим, что �1 — самосопря-

женный оператор, тогда спектр σ(�1) оператора �1 действительный и дискрет-

ный [29]. Пусть, кроме того, спектр σ(�1) ограничен справа и не содержит нуля,

{ϕk : k ∈ N} — ортонормированная в L2(�) система собственных функций опе-

ратора �1, занумерованных по невозрастанию соответствующих собственных

значений {λk : k ∈ N} с учетом их кратности.

Рассмотрим начально-краевую задачу

∂lu

∂tl
(s, 0) = ul(s), l = 0, 1, . . . ,m− 1, s ∈ �, (15)

Bl�
ku(s, t) = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1, l = 1, 2, . . . , r, (s, t) ∈ ∂�× [0, T ], (16)

Dα
t Pp(�)u(s, t) =

n∑

k=1

Dαk
t Qk

p(�)u(s, t) + h(s, t), (s, t) ∈ �× [0, T ], (17)

где 0 ≤ α1 < α2 < · · · < αn < α, h : �× [0, T ]→ R. Возьмем

X = {v ∈ H2rp(�) : Bl�
kv(s) = 0, k = 0, 1, . . . , p− 1, l = 1, 2, . . . , r, s ∈ ∂�},

Y = L2(�), L = Pp(�) ∈ L (X ; Y ), Mk = Qk
p(�) ∈ L (X ; Y ), k = 1, 2, . . . , n.

Пусть Pp(λk) 6= 0 для всех k ∈ N, тогда существует обратный оператор

L−1 ∈ L (Y ; X ) и задача (15)–(17) представима в виде задачи (2), (4), где

Z = X , Ak = L−1Mk ∈ L (Z ), k = 1, 2, . . . , n, zl = ul(·), l = 0, 1, . . . ,m − 1,

f(t) = L−1h(·, t). По теореме 2 существует единственное решение задачи (15)–

(17) при любых ul ∈ X , l = 0, 1, . . . ,m−1, и h ∈ C([0, T ];L2(�)) (в таком случае

L−1h ∈ C([0, T ]; X )).

Пример 1. Возьмем

P2(λ) ≡ λ2, Q1
2(λ) = a, Q2

2(λ) = b0 + b1λ, d = 1,

� = (0, π), r = 1, �u =
∂2u

∂s2
, B1 = I, α1 = 1/4, α2 = 4/3, α = 5/2.

Тогда m = 3 и задача (15)–(17) имеет вид

D
5/2
t

∂4u

∂s4
(s, t) = aD

1/4
t u(s, t) +D

4/3
t

(
b0 + b1

∂2

∂s2

)
u(s, t), (s, t) ∈ (0, π)× R+,

u(0, t) = u(π, t) =
∂2u

∂s2
(0, t) =

∂2u

∂s2
(π, t) = 0, t ∈ R+,
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u(s, 0) = u0(s),
∂u

∂t
(s, 0) = u1(s),

∂2u

∂t2
(s, 0) = u2(s), s ∈ (0, π).

Теперь рассмотрим вырожденный случай. Предположим, что Pp(λk) = 0

при некотором k ∈ N, тогда при условии, что многочлены Pp и Qn
p не имеют

общих корней на множестве {λk}, оператор Mn (L, 0)-ограничен (см. [30]), при

этом проекторы имеют вид

P =
∑

Pp(λk) 6=0

〈·, ϕk〉ϕk, Q =
∑

Pp(λk) 6=0

〈·, ϕk〉ϕk,

где 〈·, ϕk〉 — скалярное произведение в L2(�). Начальные условия с учетом

замечания 3 зададим в виде

∂lu

∂tl
(s, 0) = ul(s), l = 0, 1, . . . ,mn − 1, s ∈ �,

∂lPp(�)u

∂tl
(s, 0) = yl(s), l = mn,mn + 1, . . . ,m− 1, s ∈ �,

(18)

тогда задача (16)–(18) представима в виде (9), (10) с выбранными выше про-

странствами X ,Y и операторами L,M . Из теоремы 3 следует однозначная

разрешимость задачи (16)–(18) при любых начальных данных ul ∈ X , l =

0, 1, . . . ,mn− 1, yl ∈ L2(�), l = mn,mn +1, . . . ,m− 1, таких, что 〈yl, ϕk〉 = 0 при

Pp(λk) = 0, и h ∈ C([0, T ];L2(�)).

Пример 2. Пусть

P2(λ) ≡ λ(λ + 9), n = 2, Q1
2(λ) = a, Q2

2(λ) = 1 + λ, d = 1,

� = (0, π), r = 1, �u =
∂2u

∂s2
, B1 = I, α1 = 1/4, α2 = 4/3, α = 5/2.

Тогда m = 3, m2 = 2 и задача (16)–(18) имеет вид

D
5/2
t

(
∂4

∂s4
+ 9

∂2

∂s2

)
u(s, t)

= aD
1/4
t u(s, t) +D

4/3
t

(
b0 + b1

∂2

∂s2

)
u(s, t), (s, t) ∈ (0, π)× R+,

u(0, t) = u(π, t) =
∂2u

∂s2
(0, t) =

∂2u

∂s2
(π, t) = 0, t ∈ R+,

u(s, 0) = u0(s),
∂u

∂t
(s, 0) = u1(s),

∂2

∂t2

(
∂4

∂s4
+ 9

∂2

∂s2

)
u(s, 0) = y2(s), s ∈ (0, π).
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INITIAL VALUE PROBLEMS FOR SOME CLASSES

OF LINEAR EVOLUTION EQUATIONS WITH

SEVERAL FRACTIONAL DERIVATIVES

V. E. Fedorov, K. V. Boyko, and T. D. Phuong

Abstract: The problems of unique solvability of initial problems for linear inhomoge-
neous equations of a general form with several Gerasimov–Caputo fractional derivatives
in Banach spaces are investigated. The Cauchy problem is considered for an equation
solved with respect to the highest fractional derivative containing bounded operators
at the lowest derivatives. The solution is presented with the use of Dunford–Taylor
type integrals. The obtained result allowed us to study an initial problem for a linear
inhomogeneous equation with a degenerate operator at the highest fractional derivative,
provided that, with respect to this operator, the operator at the second largest derivative
is 0-bounded. Abstract results are applied to the study of a class of initial-boundary
value problems for equations with several Gerasimov–Caputo time derivatives and with
polynomials with respect to a self-adjoint elliptic differential operator in space variables.

DOI: 10.25587/SVFU.2021.75.46.006

Keywords: fractional order differential equation, Gerasimov–Caputo fractional deriva-
tive, degenerate evolution equation, Cauchy problem, initial-boundary value problem.
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