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Введение

Задача Самарского — Ионкина [1–3] представляет собой пространственно-

нелокальную задачу для одномерного уравнения теплопроводности. Особенно-

стью этой задачи является то, что даже в простейшем случае соответствующая

спектральная задача не является самосопряженной и ее собственные функции

не образуют базиса в пространстве L2. В работах [1, 2] для исследования мо-

дельной задачи (задачи Ионкина) был предложен метод разложения решения по

специальной биортогональной системе функций и была установлена разреши-

мость задачи, т. е. установлены существование, единственность и устойчивость

решений. Метод [1, 2] в дальнейшем неоднократно применялся для исследова-

ния близких по постановке задач [4–10]. Однако сам по себе этот метод имеет

очевидный недостаток — его можно применять лишь для уравнений, допуска-

ющих разделение переменных.

Новые методы исследования разрешимости задачи Ионкина и близких к

ней задач предложены в работах [11–13]. В работе [11] разрешимость зада-

чи Ионкина устанавливалась с помощью специальных априорных оценок, но
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при этом полученное решение принадлежало некоторому весовому соболевско-

му пространству. В работе [12] (см, также [14]) был предложен подход, исполь-

зующий четность коэффициентов уравнения теплопроводности и позволяющий

доказать разрешимость задачи Ионкина без использования разложений по биор-

тогональным системам. Наконец, в [13] был предложен подход, основанный на

новых априорных оценках. Этот подход позволил установить существование

решений задачи Ионкина и близких к ней задач в естественных пространствах

Соболева для широкого класса дифференциальных уравнений в частных про-

изводных.

Именно к работе [13] по постановке изучаемых задач и применяемым ме-

тодам близка настоящая работа.

Уточним, что целью настоящей работы является доказательство существо-

вания и единственности регулярных решений изучаемых задач, т. е. таких ре-

шений, которые имеют все суммируемые с квадратом по области определения

обобщенные по С. Л. Соболеву производные, входящие в соответствующее урав-

нение.

Уравнения, изучаемые в работе, имеют модельный вид. О более общих

уравнениях (а также о более общих задачах) будет сказано в конце работы.

1. Постановка задач

Пусть� — интервал (0, 1) осиOx, Q— прямоугольник �×(0, T ). Пусть h(t),

a(x, t), b(x, t), c(x, t), α(t), β(t), γ(t) и f(x, t) — заданные функции, определенные

при t ∈ [0, T ], x ∈ �; L1, L2 и L0 — дифференциальные операторы, действие

которых на заданной функции v(x, t) определяется равенствами

L1v = h(t)vt − vxx,

L2v = a(x, t)vxx + b(x, t)vx + c(x, t)v,

L0v =
∂

∂x
(L1v) + L2v.

В изучаемых ниже задачах функция h(t) не будет, вообще говоря, иметь на

отрезке [0, T ] фиксированного знака. Это означает, что числа h(0) и h(T ) опре-

деляют, задавать или не задавать граничные условия по переменной t. Уточ-

ним, какими могут быть эти условия.

Будем говорить, что для той или иной краевой задачи выполняется условие

V1, если в ней требуется для решения u(x, t) равенство u(x, 0) = 0, x ∈ �. Далее

будем говорить, что для той или иной краевой задачи выполняется условие

V2, если в ней требуется выполнение для решения u(x, t) равенств u(x, 0) =

u(x, T ) = 0 при x ∈ �. Наконец, будем говорить, что для той или иной краевой

задачи выполняется условие V3, если в ней не требуется выполнения граничных

условий при t = 0 и при t = T .

Перейдем к формулировке изучаемых в работе задач.
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Нелокальная задача Ip. Найти функцию u(x, t), являющуюся в прямо-

угольнике Q решением уравнения

L0u = f(x, t) (1)

и такую, что для нее выполняются условие Vp и условия

u(0, t) = uxx(1, t) = 0, t ∈ (0, t), (2)

ux(0, t) = α(t)ux(1, t) + β(t)u(1, t), t ∈ (0, T ). (3)

Нелокальная задача IIp. Найти функцию u(x, t), являющуюся в прямо-

угольникеQ решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются условие

Vp и условия

u(1, t) = ux(1, t) = 0, t ∈ (0, t), (4)

uxx(0, t) = α(t)uxx(1, t) + β(t)ux(0, t) + γ(t)u(0, t), t ∈ (0, T ). (5)

Индекс p в задачах Ip и IIp принимает одно из трех значений: 1, 2 и 3. Если

в задачах Ip и IIp α(t), β(t) и γ(t) — тождественно нулевые на отрезке [0, T ]

функции, то эти задачи будут задачами с локальными граничными условиями,

если же α(t) ≡ 1 при t ∈ [0, T ], то задачи Ip и IIp можно назвать аналогами

задачи Ионкина.

2. Разрешимость нелокальных задач Ip

Доказательство разрешимости нелокальных задач Ip основано на априор-

ных оценках. Эти оценки вначале будут получены на регулярных решениях,

т. е. на решениях, все производные (обобщенные) которых, участвующие в соот-

ветствующих выкладках, существуют. Необходимые обоснования возможности

подобных действий даны ниже.

Определим квадратичную форму F (t, ξ, η):

F (t, ξ, η) =
1

2
{[1− α2(t) + a(1, t)]ξ2 − 2α(t)β(t)ξη + [c(1, t)− β2(t)]η2},

t ∈ [0, T ], (ξ, η) ∈ R2.

Если коэффициенты этой формы непрерывны, то существуют функции α0(t) и

β0(t) такие, что при t ∈ [0, T ], (ξ, η) ∈ R2 выполняются неравенства

α0(t) ≤ 0, β0(t) ≤ 0, F (t, ξ, η) ≥ α0(t)ξ
2 + β0(t)η

2. (6).

Введем обозначения:

α0 = max
[0,T ]
|α0(t)|, β0 = max

[0,T ]
|β0(t)|.
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Лемма 1. Пусть выполняются условия

h(t) ∈ C1([0, T ]), h(0) > 0, h(T ) ≥ 0; (7)

a(x, t) ∈ C(Q), ax(x, t) ∈ C(Q), b(x, t) ∈ C(Q),

c(x, t) ∈ C(Q), cx(x, t) ∈ C(Q), α(t) ∈ C([0, T ]), β(t) ∈ C([0, T ]);
(8)

xb(x, t) − 1

2
xh′(t)− 1

2
(xa(x, t))x ≥ b0x, b0 > 0, (x, t) ∈ Q; (9)

а также одно из условий

c(x, t) ≤ −c0 < 0, cx(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ Q,

β0 < c0, b0 −
β

2

0

c0 − β0

− 2α0 > 0, α2
0 < b0 −

β
2

0

c0 − β0

− 2α0;
(10)

или
xcx(x, t) + c(x, t) ≤ −c0x, c0 > 0, (x, t) ∈ Q,

2β0 < c0, b0 −
β

2

0

c0 − 2β0

− 2α0 > 0, α2
0 < b0 −

β
2

0

c0 − 2β0

− 2α0.
(11)

Тогда для регулярных решений u(x, t) нелокальной задачи I1 выполняется оцен-

ка

∫

Q

(
xu2

xx + xu2
x + u2

)
dxdt+

T∫

0

(
u2
x(1, t) + u2(1, t)

)
dt ≤M1

∫

Q

f2 dxdt, (12)

постоянная M1 в которой определяется функциями a(x, t), b(x, t), c(x, t), h(t),

α(t) и β(t).

Доказательство. Рассмотрим равенство
∫

Q

xL0uux dxdt =

∫

Q

xfux dxdt. (13)

С помощью интегрирования по частям и краевых условий это равенство нетруд-

но преобразовать к виду
∫

Q

{
xu2

xx +

[
xb(x, t) − 1

2
xh′(t)− 1

2
(xa(x, t))x

]
u2
x −

1

2
(xc(x, t))xu

2

}
dxdt

+

T∫

0

F (t, ux(1, t), u(1, t)) dt =

∫

Q

xfux dxdt. (14)

Пусть выполняются условия (7)–(10). Тогда из равенства (14) следует неравен-

ство

∫

Q

(
xu2

xx + b0xu
2
x + c0u

2
)
dxdt ≤ α0

T∫

0

u2
x(1, t) dt+ β0

T∫

0

u2(1, t) dt+

∣∣∣∣
∫

Q

xfux dxdt

∣∣∣∣.

(15)
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Имеют место следующие оценки:

T∫

0

u2
x(1, t) dt ≤ δ0

∫

Q

xu2
xx dxdt+

(
2 +

1

δ0

)∫

Q

xu2
x dxdt, (16)

T∫

0

u2(1, t) dt ≤ δ1
∫

Q

xu2
x dxdt+

(
1 +

1

δ1

)∫

Q

xu2 dxdt, (17)

в которых δ0 и δ1 — произвольные положительные числа (см. [13]). Условие (10)

означает, что существуют числа δ0 и δ1, для которых справедливы неравенства

α0δ0 < 1, α0

(
2 +

1

δ0

)
+ β0δ1 < b0,

(
1 +

1

δ1

)
β0 < c0.

Фиксируя эти числа и далее применяя неравенство Юнга для оценки последнего

слагаемого правой части (15), получим, что для решений u(x, t) нелокальной

задачи I1 выполняется оценка
∫

Q

(
xu2

xx + xu2
x + u2

)
dxdt ≤M ′

1

∫

Q

f2 dxdt.

Из этой оценки, а также из неравенств (16) и (17) вытекает требуемая оценка

(12).

Пусть выполняются условия (7)–(9), (11). Эти условия означают, что след-

ствием (14) будет неравенство
∫

Q

(
xu2

xx + b0xu
2
x + c0xu

2
)
dxdt

≤ α0

T∫

0

u2
x(1, t) dt+ β0

T∫

0

u2(1, t) dt+

∣∣∣∣
∫

Q

xfux dxdt

∣∣∣∣. (18)

Оценивая первое слагаемое в правой части (18) с помощью неравенства (16),

далее второе слагаемое в правой части (18) с помощью такого же неравенства,

для функции u(1, t), получим
∫

Q

(
xu2

xx + b0xu
2
x + c0xu

2
)
dxdt ≤ α0δ0

∫

Q

xu2
xx dxdt

+

[(
2 +

1

δ0

)
α0 + β0δ1

] ∫

Q

xu2
x dxdt+ β0

(
2 +

1

δ1

)∫

Q

xu2 dxdt+

∣∣∣∣
∫

Q

xfux dxdt

∣∣∣∣.

Условие (11) означает, что можно подобрать положительные числа δ0 и δ1 так,

чтобы выполнялись неравенства

α0δ0 < 1, α0

(
2 +

1

δ0

)
+ β0δ1 < b0,

(
2 +

1

δ1

)
β0 < c0.
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Фиксируя числа δ0 и δ1 указанным образом и применяя неравенство Юнга,

получим, что для решений u(x, t) нелокальной задачи I1 выполняется оценка

∫

Q

(
xu2

xx + xu2
x + xu2

)
dxdt+

T∫

0

(
u2
x(1, t) + u2(1, t)

)
dt ≤M ′′

1

∫

Q

f2 dxdt.

Используя равенство

∫

Q

u2 dxdt =

T∫

0

u2(1, t) dt− 2

∫

Q

xuux dxdt

и предыдущую оценку, нетрудно получить оценку для u2(x, t) и требуемую оцен-

ку (12).

Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть выполняются условия

h(t) ∈ C1([0, T ]), h(0) > 0, h(T ) < 0,

а также условия (8), (9) и либо условие (10), либо условие (11). Тогда для

регулярных решений u(x, t) нелокальной задачи I2 выполняется оценка (12).

Лемма 3. Пусть выполняются условия

h(t) ∈ C1([0, T ]), h(0) ≤ 0, h(T ) ≥ 0;

а также условия (8), (9) и либо условие (10), либо условие (11). Тогда для

регулярных решений u(x, t) нелокальной задачи I3 выполняется оценка (12).

Доказательство лемм 2 и 3 полностью аналогично доказательству лем-

мы 1.

Перейдем к получению следующих оценок.

Основой для доказательства теорем существования решений нелокальных

задач Ip будет метод регуляризации. Суть этого метода в том, что к исходному

уравнению добавляются слагаемые, содержащие производные более высокого

порядка нежели те, которые имелись изначально, и добавляются также соот-

ветствующие краевые условия. Это означает, что априорные оценки решений

изучаемых задач можно получать на функциях, удовлетворяющих некоторым

дополнительным соотношениям.

Лемма 4. Пусть выполняются все условия леммы 1, а также условия

xb(x, t) +
1

2
xh′(t)− 1

2
(xa(x, t))x ≥ b0x, (x, t) ∈ Q;

at(x, t) ∈ C(Q), bt(x, t) ∈ C(Q), ct(x, t) ∈ C(Q);

α(t) ∈ C1([0, T ]), β(t) ∈ C1([0, T ]);

f(x, t) ∈ L2(Q), ft(x, t) ∈ L2(Q);
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f(x, 0) = 0, x ∈ �.
Тогда для регулярных решений u(x, t) нелокальной задачи I1, удовлетворяющих

условию ut(x, T ) = 0 при x ∈ �, выполняется оценка

∫

Q

(
xu2

xxt + xu2
xt + u2

t

)
dxdt ≤M2

∫

Q

(
f2 + f2

t

)
dxdt, (19)

постоянная M2 в которой определяется функциями a(x, t), b(x, t), c(x, t), h(t),

α(t) и β(t).

Доказательство. Поскольку выполняются все условия леммы 1, для ре-

шений u(x, t) справедлива оценка (12). Анализируя равенство

−
∫

Q

xLuuxtt dxdt = −
∫

Q

xfuxtt dxdt

и фактически повторяя все рассуждения и выкладки, проведенные при дока-

зательстве леммы 1, дополнительно используя оценку (12) и в правой части

(20) выполняя интегрирование по частям по переменной t, придем к требуемой

оценке.

Лемма доказана.

Лемма 5. Пусть выполняются все условия леммы 2, а также условия

xb(x, t) +
1

2
xh′(t)− 1

2
(xa(x, t))x ≥ b0x, (x, t) ∈ Q;

at(x, t) ∈ C(Q), bt(x, t) ∈ C(Q), ct(x, t) ∈ C(Q);

f(x.t) ∈ L2(Q), ft(x.t) ∈ L2(Q);

f(x, 0) = f(x, T ) = 0, x ∈ �.

Тогда для регулярных решений u(x, t) нелокальной задачи I2 выполняется оцен-

ка (19).

Лемма 6. Пусть выполняются все условия леммы 3, а также условия

xb(x, t) +
1

2
xh′(t)− 1

2
(xa(x, t))x ≥ b0x, (x, t) ∈ Q;

at(x, t) ∈ C(Q), bt(x, t) ∈ C(Q), ct(x, t) ∈ C(Q);

f(x.t) ∈ L2(Q), ft(x.t) ∈ L2(Q).

Тогда для регулярных решений u(x, t) нелокальной задачи I3, удовлетворяющих

условиям ut(x, 0) = ut(x, T ) = 0 при x ∈ �, выполняется оценка (19).

Доказательства лемм 5 и 6 проводятся вполне аналогично доказатель-

ству леммы 4.

Следующие оценки дадим в совокупном виде.
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Лемма 7. Пусть для коэффициентов a(x, t), b(x, t), c(x, t), функций h(t),

α(t) и β(t), а также для функции f(x, t) выполняются условия одной из лемм 4, 5

или 6. Тогда для регулярных решений u(x, t) краевой задачи I1 таких, что

ut(x, T ) = 0 при x ∈ �, или для регулярных решений u(x, t) краевой задачи

I2, или для регулярных решений u(x, t) краевой задачи I3 таких, что ut(x, 0) =

ut(x, T ) = 0 при x ∈ �, в случае выполнения соответствующих условий лемм 4,

5 или 6 имеет место оценка
∫

Q

(
u2
xt + u2

xxx

)
dxdt ≤M3

∫

Q

(
f2 + f2

t

)
dxdt, (20)

постоянная M3 в которой определяется функциями a(x, t), b(x, t), c(x, t), h(t),

α(t) и β(t).

Доказательство. Поскольку для решений u(x, t) соответствующей зада-

чи I1, I2 или I3 выполняется оценка (19), будет выполняться и оценка

T∫

0

u2
xt(1, t) dt ≤M ′

2

∫

Q

(
f2 + f2

t

)
dxdt, (21)

с постоянной M ′
2, определяющейся лишь функциями a(x, t), b(x, t), c(x, t), h(t),

α(t) и β(t). Это следует из неравенств (19) и (16).

Рассмотрим равенство

−
∫

Q

Luuxxx dxdt = −
∫

Q

fuxxx dxdt.

Это равенство нетрудно преобразовать к виду

∫

Q

u2
xxx dxdt+

h(T )

2

∫

�

u2
xx(x, T ) dx− h(0)

2

∫

�

u2
xx(x, 0) dx

= −
T∫

0

h(t)uxt(0, t)uxx(0, t) dt+
1

2

∫

Q

h′(t)u2
xx dxdt+

∫

Q

auxxuxxx dxdt

+

∫

Q

buxuxxx dxdt +

∫

Q

cuuxxx dxdt −
∫

Q

fuxxx dxdt. (22)

Все слагаемые левой части (22) неотрицательны. Оценим правую часть (22).

В первом слагаемом правой части (22) заменим множитель uxt(0, t) с помощью

условия (3), к каждому получившемуся слагаемому и к оставшимся слагаемым

правой части (22), кроме второго, применим неравенство Юнга. Далее восполь-

зуемся неравенствами
∫

Q

u2
xx(x, t) dxdt ≤ δ

∫

Q

u2
xxx(x, t) dxdt + C(δ)

∫

Q

u2
x(x, t) dxdt,
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T∫

0

u2
xx(0, t) dt ≤ δ

∫

Q

u2
xxx(x, t) dxdt + C(δ)

∫

Q

u2
x(x, t) dxdt,

в которых δ — произвольное положительное число, а также оценками (12) и

(19). Суммируя, получим, что следствием равенства (22) и всех проведенных

выкладок будет априорная оценка

∫

Q

u2
xxx dxdt ≤M ′′

2

∫

Q

(
f2 + f2

t

)
dxdt (23)

с постоянной M ′′
2 , определяющейся лишь функциями a(x, t), b(x, t), c(x, t), h(t),

α(t) и β(t).

Используя равенство

∫

Q

u2
xt dxdt =

T∫

0

u2
xt(1, t) dt− 2

∫

Q

xuxtuxxt dxdt

и учитывая оценку (19), нетрудно получить оценку в L2(Q) функции uxt(x, t).

Суммируя, получим, что для решений u(x, t) при выполнении условий леммы

выполняется требуемая оценка.

Лемма доказана.

Полученных оценок достаточно для доказательства разрешимости нело-

кальных задач Ip, p = 1, 2, 3.

Теорема 1. Пусть для коэффициентов a(x, t), b(x, t), c(x, t), функций h(t),

α(t), β(t) и f(x, t) выполняются условия лемм 4, 5 или 6, и пусть дополнительно

выполняются включения

α(t) ∈ C2([0, T ]), β(t) ∈ C2([0, T ]).

Тогда каждая нелокальная задача I1, I2, I3 имеет решение u(x, t) такое, что

u(x, t) ∈W 2,1
2 (Q), ux(x, t) ∈W 2,1

2 (Q), причем ровно одно.

Доказательство. Воспользуемся методом регуляризации.

Пусть ε и µ — положительные числа. Определим оператор Lε,µ его дей-

ствием на функции v(x, t):

Lε,µv = ε(vxxxtt − µvxtt) + L0v.

Будем искать решение уравнения

Lε,µu = f, (x, t) ∈ Q, (24)

удовлетворяющее условиям задач I1, I2 или I3, а также дополнительным усло-

виям

ut(x, T ) = 0, x ∈ �, (25)
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при выполнении неравенств

h(0) > 0, h(T ) ≥ 0

или

ut(x, 0) = ut(x, T ) = 0, x ∈ �, (26)

при выполнении неравенств

h(0) ≤ 0, h(T ) ≥ 0.

Фиксируя число ε и подбирая и фиксируя число µ большим, нетрудно показать,

что для регулярных решений каждой из задач I1, I2 или I3 (с соответствующими

дополнительными условиями (25) и (26) для задач I1 или I2) будет выполняться

априорная оценка

ε

∫

Q

u2
xxxtt dxdt+

∫

Q

u2
xxx dxdt ≤M4

∫

Q

f2 dxdt, (27)

постоянная M4 в которой определяется функциями a(x, t), b(x, t), c(x, t), h(t),

α(t) и β(t), а также числом ε. Эта оценка и метод продолжения по параметру

означают, что соответствующие краевые задачи (представленные выше) имеют

регулярные решения.

Повторяя для решений uε(x, t) соответствующих краевых задач для урав-

нения (24) доказательство соответствующих лемм 1–7, нетрудно получить, что

для этих решений будет выполняться оценки (19) и (20), а также оценка

ε2
∫

Q

u2
εxxtt dxdt ≤M5

∫

Q

(
f2 + f2

t

)
dxdt, (28)

определяющаяся лишь функциями a(x, t), b(x, t), c(x, t), h(t), α(t) и β(t).

Оценки (19), (20) и (27), свойство рефлексивности гильбертова простран-

ства (т. е. возможность выбора слабо сходящейся последовательности из семей-

ства {uε,p(x, t)}, ε > 0) означает, что существуют последовательности {um,p(x, t)},
m = 1, 2, . . . , p = 1, 2, 3, сходящиеся к искомым решениям краевых задач Ip.

Теорема доказана.

3. Разрешимость нелокальных задач IIp

С помощью априорных оценок, метода регуляризации и метода продолже-

ния по параметру нетрудно получить разрешимость нелокальных задач IIp в

классе регулярных решений.

Пусть v(x, t) — функция, являющаяся решением задачи

vxx(x, t) = w(x, t), v(1, t) = vx(1, t) = 0, t ∈ (0, T ) (29)

(w(x, t) — заданная функция). Очевидно, что функция v(x, t) определяется

равенством

v(x, t) =

1∫

x

1∫

y

w(z, t) dzdy.
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Рассмотрим задачу: найти функцию w(x, t), являющуюся в прямоугольнике Q

решением уравнения

h(t)wt − wxx + a(x, t)wx + (b(x, t) + ax(x, t))w

− (c(x, t) + bx(x, t))

1∫

x

w(y, t) dy = fx(x, t) (30)

и такую, что для нее выполняются условия Vp для p = 1 или p = 2, или p = 3,

а также условия

w(0, t) = α(t)w(1, t) − β(t)

1∫

0

w(y, t) dy + γ(t)

1∫

0




1∫

y

w(z, t) dz


 dy, t ∈ (0, T ),

wx(1, t) = 0, t ∈ (0, T ). (31)

Краевая задача (30), (31) с условиями Vp, p = 1, 2, 3, близка к задачам, изу-

ченным в работах [13, 15] (отличается от них наличием в уравнении и в краевом

условии дополнительных слагаемых интегрального вида). Используя технику

этих работ, а также технику разд. 2 (с использованием метода регуляризации,

метода продолжения по параметру и априорных оценок), нетрудно определить

условия и доказать разрешимость каждой из задач (30), (31) с условиями Vp в

классе регулярных решений. Определим функцию u(x, t) как решение задачи

(29), и потребуем, чтобы выполнялось следующее условие:

a(1, t) = 0, t ∈ (0, T ).

Это условие, а также равенства (30) и (31) означают, что для функции u(x, t)

выполняются уравнение (1), условия (4) и (5), а также соответствующее усло-

вие Vp, p = 1, 2, 3. Очевидно, что найденная функция u(x, t) и будет искомым

регулярным решением соответствующих задач IIp, p = 1, 2, 3.

4. Заключение

В работе получены новые результаты о разрешимости нелокальных задач с

обобщенным условием Самарского — Ионкина для дифференциальных уравне-

ний составного типа с параболическим оператором второго порядка, в котором

направление эволюции может меняться произвольным образом.
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