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Введение

Рассматривается вопрос об определении вместе с решением краевой задачи

правой части специального вида и коэффициентов в параболическом уравнении.

Пусть G — область в Rn с границей � и Q = (0, T )× G. Считаем, что область

G разделена на два открытые множества G+ и G−, G− ⊂ G, G+ ∪ G− = G,

G+ ∩ G− = ∅, положим �0 = ∂G+ ∩ ∂G−, S0 = (0, T ) × �0, S = (0, T ) × � .

Параболическое уравнение имеет вид

ut +A(t, x,D)u = f(t, x), (t, x) ∈ Q, (1)

где функция f и эллиптический оператор второго порядка A в G± представимы

в виде

−A(t, x,D) = A0(t, x,Dx) +

r∑

i=1

qi(t)Ai(t, x,Dx), f = f0(t, x) +

s∑

i=r+1

fi(t, x)qi(t),

Ai =

n∑

k,l=1

∂xl
aikl(t, x)∂xk

+

n∑

k=1

aik(t, x)∂xk
+ ai0.

Исследование выполнено в рамках государственного задания Министерства науки и выс-
шего образования РФ (тема «Аналитическое и численное исследование обратных задач об
определении параметров источников атмосферного или водного загрязнения и (или) пара-
метров среды», код темы: FENG-2023-0004).
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Уравнение (1) дополняется начальными и граничными условиями

u|t=0 = u0, Bu|S = g(t, x), (2)

где Bu = u или

Bu =
∂u

∂N
+ σu =

n∑

i,j=1

aijuxinj + σu

и n = (n1, n2, . . . , nn) — внешняя единичная нормаль к � , и условиями сопря-

жения
∂u+

∂N
(t, x) =

∂u−

∂N
(t, x), u+(t, x) = u−(t, x), (t, x) ∈ S0, (3)

где

∂u±

∂N
(t, x0) = lim

x∈G±,
x→x0∈�0

n∑

i,j=1

aijuxiνj , u±(t, x0) = lim
x∈G±,

x→x0∈�0

u(t, x),

ν = (ν1, ν2, . . . , νn) — внешняя единичная нормаль к G−. Условия переопреде-

ления имеют вид

u(t, bj) = ψj(t), bj ∈ G+ ∪G−, j = 1, 2, . . . , s. (4)

Неизвестными в задаче (1)–(4) являются решение u и функции qi(t) (i = 1, . . . , s).

Мы не считаем, что � или �0 состоят из одной компоненты связности. Вообще

говоря, их может быть много и на каждой из них есть свои граничные условия

или соответственно свои условия сопряжения. В процессе доказательств мы не

оговариваем это дополнительно, чтобы не усложнять изложение.

Проблемы вида (1)–(4) возникают при описании процессов тепломассопере-

носа, диффузионных процессов, процессов фильтрации, в экологии и во многих

других областях. В частности, при описании температурных режимов почв се-

верных территорий возникают задачи об определении теплофизических и мас-

сообменных характеристик, которые находятся с помощью решения обратной

задачи (см. [1]). Теоретических результатов, посвященных задачам (1)–(4),

довольно мало или нет совсем, в отличие от случая одной среды. Опишем

полученные результаты в последнем случае. Отметим монографию [2], посвя-

щенную обратным параболическим задачам, и монографии [3–6], где описаны

основные постановки, в том числе и в параболическом случае. Стоит отметить

работы [7–10], где в случае n = 1 определяется теплопроводность как функция

времени и получены теоремы существования и единственности, а в качестве

данных берутся значения решения в отдельных точках, возможно, являющихся

граничными. Теплопроводность, не зависящая от одной из пространственных

переменных, и часть коэффициентов по данным Коши на боковой поверхности

цилиндра и интегральным данным определяется в [11, 12]. Получены теоремы

существования и единственности решений и оценки устойчивости. В моногра-

фии [3] (см. также, например, результаты работы [13] и др.) получены теоремы

существования и единственности решений, в том числе и старших коэффици-

ентов, не зависящих от некоторых пространственных переменных с данными



58 С. Г. Пятков, О. И. Соколков

переопределения на сечениях пространственной области плоскостями. В силу

специфики метода все коэффициенты также не зависят от части пространствен-

ных переменных. Более полные результаты получены в цикле работах [14–17],

где показана корректность обратных задач об определении коэффициентов в

случае задания решения на пространственных многообразиях или в отдельных

точках, как и в нашем случае. Обратные задачи с точечными данными иссле-

довались в работах А. И. Прилепко и его учеников, и ряд интересных задач

описан в [2]. Аналогичные результаты, но при несколько других условиях на

данные и в других пространствах получены в [18, 19]. Определение коэффици-

ента теплопроводности λ(T ) по значениям решения на некоторой кривой, ле-

жащей на границе, исследуется в [20], и получены теорема единственности и

оценки устойчивости. Наша работа близка к работе [21], где рассматривалась

обратная задача об определении старших коэффициентов в уравнении в случае

обычной начально-краевой задачи (не задачи сопряжения). Был исследован

вопрос о корректности задачи.

Численному решения задач (1)–(4) посвящено огромное количество работ.

Подавляющее большинство численных методов основаны на сведении задачи

к задаче оптимального управления и минимизации соответствующего целевого

функционала (см. [22–25]). С различными постановками и результатами можно

ознакомиться также в работах [26–30].

Опишем содержание работы. В разд. 1 описаны условия на данные задачи

и приведены вспомогательные результаты. Разд. 2 посвящен основным резуль-

татам.

1. Определения и вспомогательные результаты

Пусть E — банахово пространство. Через Lp(G;E) (G — область в Rn) обо-

значается пространство измеримых функций, определенных на G, со значения-

ми в E и с конечной нормой ‖‖u(x)‖E‖Lp(G) [31]. Обозначения для пространств

СоболеваW s
p (G;E), W s

p (Q;E) и т. д. стандартные (см. [32, 33]). Если E = R или

E = Rn, то последнее пространство обозначаем просто через W s
p (Q). Опреде-

ления пространств Гёльдера Cα,β(Q), Cα,β(S) могут быть найдены, например,

в [34]. Под нормой вектора понимаем сумму норм координат. Для данного

интервала J = (0, T ) положим W s,r
p (Q) = W s

p (J ;Lp(G)) ∩ Lp(J ;W r
p (G)). Соот-

ветственно W s,r
p (S) = W s

p (J ;Lp(� ))∩Lp(J ;W r
p (� )). Пусть (u, v) =

∫
G

u(x)v(x) dx.

Все рассматриваемые пространства и коэффициенты уравнения (1) считаем ве-

щественными. Далее считаем, что параметр p > n+ 2 зафиксирован и

� , �0 ∈ C2. (5)

Определение границы класса Cs, s ≥ 1, можно найти в [34, гл. 1]. Пусть Bδ(b) —

шар радиуса δ с центром в точке b. Зафиксируем параметр δ > 0 такой, что

Bδ(bi) ∩ (�0 ∪ � ) = ∅ для всех i, Bδ(bi) ∩ Bδ(bj) = ∅ для i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , s.

Если необходимо, его всегда можно уменьшить. Введем обозначения: Qτ =
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(0, τ) ×G, Gδ = ∪iBδ(bi), S
τ
0 = (0, τ) × �0, Q± = (0, T )× G±, Q±τ = (0, τ) ×G±,

Sτ = (0, τ)× � .

Условия согласования и гладкости данных могут быть записаны в виде

u0(x) ∈W 2−2/p
p (G±), B(0, x,D)u0|� = g(0, x), g ∈ W k0,2k0

p (S), p > n+ 2,

∂u+
0

∂N
(x) =

∂u−0
∂N

(x), u+
0 (x) = u−0 (x), x ∈ �0,

(6)

где k0 = s1 = 1 − 1/2p в случае Bu = u и k0 = s0 = 1/2 − 1/2p в противном

случае;

u0(x) ∈ W 4−2/p
p (Gδ), fj ∈ Lp

(
0, T ;W 2

p (Gδ)
)
∩ Lp(Q), j = 0, r + 1, . . . , s, (7)

ψj ∈W 3/2−1/2p
p (0, T ), ψj(0) = u0(bj), j ≤ s. (8)

Ниже будут встречаться включения вида f ∈ Lp

(
0, T ;W 1

p (Gδ)
)

или аналогич-

ные, где соответствующее множество Gδ состоит из нескольких компонент связ-

ности (в данном случае Bδ(bj)). По определению это означает, что f |Bδ(bj) ∈
Lp

(
0, T ;W 1

p (Bδ(bj))
)

для всех j. В качестве нормы в этом пространстве рассмат-

риваем сумму норм по соответствующим компонентам связности. Аналогично

для других множеств. Мы считаем, что

akij ∈ C([0, T ];C1(G)), akl ∈ Lp(Q), σ, akij
∣∣
S
∈W s0,2s0

p (S), akij
∣∣
S0
∈W s0,2s0

p (S0);

(9)

akij ∈ L∞
(
0, T ;W 2

p (Gδ)
)
, akl ∈ Lp

(
0, T ;W 2

p (Gδ)
)
,

akij(t, ba), a
k
l (t, ba), fm(t, ba) ∈W s0

p (0, T ),
(10)

для i, j = 1, 2, . . . , n, l = 0, 1, . . . , n, k = 0, 1, . . . , r, a = 1, . . . , s, m = 0, r + 1,

. . . , s. Ввиду условий (10), (7) следы fm(t, bp), a
k
l (t, bj) определены и fm(t, bp),

akl (t, bj) ∈ Lp(0, T ); более того fm(t, x), akl (t, x) ∈ C(Gδ ;Lp(0, T )) (после, может

быть, изменения на множестве меры 0) (см. [35, § 2–4, соотношения (3.1)–(3.9),

следствие 4.3]).

Пусть E — банахово пространство. Введем пространство

W̃ s
p (0, T ;E) =



v ∈W

s
p (0, T ;E) :

T∫

0

‖v(t)‖pE
tsp

dt <∞



 , s ∈ (0, 1].

Оно состоит из v ∈ W s
p (0, T ;E) таких, что v(0) = 0 при s > 1/p, и совпадает с

W s
p (0, T ;E) при s < 1/p. Положим

‖v(t)‖p
W̃ s

p (0,T ;E)
=

∥∥∥∥
‖v‖E
ts

∥∥∥∥
p

Lp(0,T )

+

T∫

0

T∫

0

‖v(t)− v(τ)‖pE
|t− τ |1+sp

dtdτ.

Если E = R или E = C, пишем W̃ s
p (0, T ).
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Лемма 1. Пусть s ∈ (1/p, 1] и q(t) ∈ W̃ s
p (0, τ), v(t) ∈ W s

p (0, T ) (или v(t) ∈
W̃ s

p (0, T )). Тогда q(t)v(t) ∈ W̃ s
p (0, τ) и справедливы оценки

‖qv‖
W̃ s

p (0,τ)
≤ c‖q‖

W̃ s
p (0,τ)

‖v‖W s
p (0,T ), или

‖qv‖
W̃ s

p (0,τ)
≤ c‖q‖

W̃ s
p (0,τ)

‖v‖
W̃ s

p (0,τ)
, ‖q‖C([0,τ ]) ≤ c‖q‖W̃ s

p (0,τ)
,

(11)

где постоянная c не зависит от τ ∈ (0, T ]. Если q(t) ∈W s
p (0, T ), v(t) ∈ W s

p (0, T ),

то q(t)v(t) ∈W s
p (0, T ).

Утверждение вытекает непосредственно из определений норм (см. также

лемму 2 в [21]).

Рассмотрим матрицу B0 размера s× s со строками

A1(0, bj , D)u0(bj), . . . , Ar(0, bj, D)u0(bj), fr+1(0, bj), . . . , fs(0, bj), j ≤ s.

Потребуем, чтобы

detB0 6= 0. (12)

Рассмотрим системы уравнений

B0~q0 = ~g0, (13)

~g0 = (ψ1t(0)−A0(0, b1, D)u0 − f0(0, b1), . . . , ψst(0)−A0(0, bs, D)u0 − f0(0, bs))T .
В силу (12) система (13) имеет единственное решение q0 = (q01, . . . , q0s). Поло-

жим apl =
r∑

i=0

aiplq0i и далее будем считать, что

n∑

p,l=1

apl(t, x)ξpξl ≥ δ0|ξ|2 ∀ξ ∈ Rn, ∀(t, x) ∈ Q.

где δ0 — положительная постоянная. Тогда оператор

−A0 = A0(t, x,Dx) +

r∑

i=1

q0iAi(t, x,Dx)

эллиптичен в G+ ∪G− и можно рассмотреть задачу

ut +A0(t, x,Dx)u = f ((t, x) ∈ Q), u|t=0 = u0(x), Bu|S = g,

∂u+

∂N
(x, t) =

∂u−

∂N
(t, x), u+(t, x) = u−(t, x), (t, x) ∈ S0.

(14)

Теорема 1. Пусть выполнены условия (5), (6), (9) и f ∈ Lp(Q). Тогда су-

ществует единственное решение u ∈W 1,2
p (Q±) задачи (14). Справедлива оценка

‖u‖W 1,2
p (Q+) + ‖u‖W 1,2

p (Q−)

≤ c[‖u0‖W 2−2/p
p (Q+)

+ ‖u0‖W 2−2/p
p (Q−)

+ ‖f‖Lp(Q) + ‖g‖
W

k0,2k0
p (S)

]. (15)

Если g = 0, то справедлива оценка

‖u‖W 1,2
p (Q+

τ )+‖u‖W 1,2
p (Q−τ ) ≤ c[‖u0‖W 2−2/p

p (Q+
τ )

+‖u0‖W 2−2/p
p (Q−τ )

+‖f‖Lp(Qτ )], (16)
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где постоянная c не зависит от u0, f, τ ∈ (0, T ].

Доказательство. Первое утверждение теоремы доказано в случае не за-

висящих от t коэффициентов в [36, гл. 6]. В принципе, утверждение теоремы

в случае произвольных коэффициентов вытекает из результатов этой работы и

стандартных рассуждений, например, тех, что использованы в [37]. Случай за-

висящих от t коэффициентов был рассмотрен в [38, теорема 7.1]. К сожалению,

эти результаты посвящены в основном случаю, когда �∩�0 6= ∅, и поэтому изло-

жение и формулировки достаточно громоздкие. Второе утверждение и оценка

(16) вытекают из стандартных рассуждений, совпадающих, например, с теми,

которые использованы в [19, теорема 2; 18, теорема 1].

Теорема 2. Пусть выполнены условия (5)–(7), (9), (10), а также пусть

f ∈ Lp

(
0, T ;W 2

p (Gδ)
)
, f ∈ Lp(Q). Тогда существует единственное решение u ∈

W 1,2
p (Q±) задачи (14) такое, что u ∈ Lp

(
0, T ;W 4

p (Gδ1)
)
, ut ∈ Lp

(
0, T ;W 2

p (Gδ1)
)

для всех δ1 ∈ (0, δ). Если g = 0 и δ1 < δ, то справедлива оценка

‖u‖W 1,2m
p (Q+

τ ) + ‖u‖W 1,2
p (Q+

τ ) + ‖u‖Lp(0,T ;W 4
p (Gδ1

)) + ‖ut‖Lp(0,T ;W 2
p (Gδ1

))

≤ c[‖u0‖
W

2− 2
p

p (G−)
+ ‖u0‖

W
2− 2

p
p (G+)

+ ‖u0‖
W

4− 2
p

p (Gδ)

+ ‖f‖Lp(Qτ ) + ‖f‖Lp(0,τ ;W 2
p (Gδ))], (17)

где постоянная c не зависит от u0, f, τ ∈ (0, T ].

Доказательство. Утверждение о дополнительной гладкости решений и

оценке получается с использованием теоремы 1 и повторяет доказательство тео-

ремы 1 в [18] (см. также доказательство теоремы 4, п. 3, § 2, гл. 4 в [39]). Утвер-

ждение также содержится в [21, теорема 1], которая здесь применима.

Обозначим левую часть неравенства в (17) через ‖u‖Hτ
δ1

, а величину

‖f‖Lp(Qτ ) + ‖f‖Lp(0,τ ;W 2
p (Gδ)) — через ‖f‖W τ

δ
. Соответствующие банаховы про-

странства обозначаются через Hτ
δ1

и W τ
δ соответственно. Пространство Hτ

δ1
со-

стоит из функций u ∈ Lp(Q
τ ) таких, что u|G± ∈W 1,2

p (Q±τ ), u ∈ Lp

(
0, T ;W 4

p (Gδ1)
)
,

ut ∈ Lp

(
0, T ;W 2

p (Gδ1 )
)
, u удовлетворяет однородным начальным и граничным

условиям и условиям сопряжения в (14). Параметр δ1 ∈ (0, δ) зафиксируем.

2. Основные результаты

Теорема 3. Пусть выполнены условия (5)–(10), (12). Тогда найдется число

τ0 ∈ (0, T ] такое, что на (0, τ0) существует единственное решение (u, q1, q2, . . . , qs)

задачи (1)–(4) такое, что

u ∈W 1,2
p (Q±τ0), u ∈ Lp

(
0, τ0;W

4
p (Gδ1 )

)
, ut ∈ Lp

(
0, τ0;W

2
p (Gδ1)

)

для всех δ1 ∈ (0, δ), qj ∈W s0
p (0, τ0), j = 1, 2, . . . , s.

Доказательство. Пусть ~q = (q1, . . . , qs)
T . Найдем решение � задачи

(14), где вместо функции f возьмем функцию

f = f0 +

s∑

i=r+1

fi(t, x)q0i
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а в качестве функций g, u0 — данные из (1)–(3). В силу теорем 1, 2 существует

решение задачи (14) такое, что � ∈ W 1,2
p (Q±), � ∈ Lp

(
0, T ;W 4

p (Gδ2)
)
, �t ∈

Lp

(
0, T ;W 2

p (Gδ2)
)

для всех δ2 ∈ (0, δ). Сделав замену переменных u = v + �,

придем к задаче

Lv = vt + S(~µ)v = (A0 −A)�+

s∑

i=r+1

fi(t, x)µi(t), (t, x) ∈ Q, S(~µ) = A0 +A(~µ),

(18)

где

−A(~µ) =

r∑

i=1

µi(t)Ai(t, x,Dx), µi(t) = qi(t)− q0i;

v|t=0 = 0, Bv|S = 0,
∂v+

∂N
(x, t) =

∂v−

∂N
(t, x), v+(t, x) = v−(t, x) (t, x) ∈ S0; (19)

v(t, bj) = ψj(t)− �(t, bj) = ψ̃j , i = r + 1, . . . , s. (20)

ИмеемDα� ∈W 1,2
p ((0, T )×Bδ1(bj)) для всех j и |α| ≤ 2. В силу теорем вложения

Dα
x�i(t, x) ∈ C1−(n+2)/2p,2−(n+2)/p((0, T )×Bδ1(bj)) (см. § 6.3 и теорему 1 (разд.

«замечания», с. 424) в [40]). Тогда Dα
x�(t, bj) ∈ W

1/2−1/2p
p (0, T ), поскольку

1−(n+2)/2p > 1/2−1/2p, и произведения akij(t, bj)D
α
x�(t, bj), a

k
i (t, bj)D

α
x�(t, bj)

принадлежат W
1/2−1/2p
p (0, T ) (по лемме 1). Значит, A0�(t, bj) ∈ W 1/2−1/2p

p (0, T )

(после, может быть, изменения на множестве меры нуль). Рассмотрим пра-

вую часть в уравнении. Имеем fk(t, bj) ∈ W
1/2−1/2p
p (0, T ) (в силу (10)). Из

уравнения для � вытекает, что �t(t, bj) ∈ W
1/2−1/2p
p (0, T ), т. е. �(t, bj) ∈

W
3/2−1/2p
p (0, T ) для всех j. Таким образом, задача (1)–(4) сведена к эквивалент-

ной и более простой задаче (18)–(20), которую и будем исследовать. Рассмотрим

выражение

L(~ξ) =

n∑

ij=1

ãijξiξj , ãij =

r∑

k=1

akijµk,

и найдем величину R0 такую, что

|L(~ξ)| ≤ δ0|ξ|2/2 ∀ξ ∈ Rn, ∀(t, x) ∈ Q, ∀~µ : ‖~µ‖C([0,τ ]) ≤ R0.

Тогда оператор S(~µ) эллиптичен и будут справедливы теоремы 1, 2 с опера-

тором S(~µ) вместо оператора A0. Фиксируя δ3 ∈ (δ1, δ), для каждой функ-

ции µj ∈ W̃ 1/2−1/2p
p (0, τ) найдем, используя теоремы 1, 2 с δ3 вместо δ, реше-

ние v задачи (18), (19) на интервале (0, τ) такое, что v ∈ Lp

(
0, τ ;W 4

p (Gδ2 )
)
,

vt ∈ Lp

(
0, τ ;W 2

p (Gδ2)
)

для всех δ2 ∈ (0, δ3). Имеем отображение ~µ → v = v(~µ)

(~µ = (µ1, . . . , µs)). Изучим его свойства. Пусть

~µ ∈ BR0
=
{
~µ ∈ W̃ 1/2−1/2p

p (0, τ) : ‖~µ‖
W̃

1/2−1/2p
p (0,τ)

≤ R0

}
.

Отметим, что W
1/2−1/2p
p (0, τ) ⊂ C([0, τ ]), поэтому без ограничения общности

можем считать, что ‖~µ‖C([0,τ ]) ≤ ‖~µ‖W̃ 1/2−1/2p
p (0,τ)

≤ R0 для всех ~µ ∈ BR0
(см.
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лемму 1). Используя теорему 2, получим уравнение

v = L−1f, f = (A0 −A)� +

s∑

i=r+1

fi(t, x)µi(t) (x ∈ G±). (21)

Фиксируем δ2 ∈ (δ1, δ3). Имеем оценку

‖v‖Hτ
δ2

= ‖L−1f‖Hτ
δ2
≤ c‖f‖W τ

δ3
, (22)

где

f =

r∑

i=1

µiAi�(t, x) +

s∑

i=r+1

µifi(t, x), (t, x) ∈ Q±. (23)

Из этого представления и условий на коэффициенты имеем

‖f‖W τ
δ3
≤ c2‖~µ‖C([0,τ ]), (24)

где постоянная c2 не зависит от τ и зависит от норм коэффициентов в Q и ве-

личин ‖fi‖W τ
δ3

, ‖�‖Hτ
δ3

(их можно заменить на ‖fi‖WT
δ3

, ‖�‖HT
δ3

). Считая, что

~µi ∈ BR0
(i = 1, 2), рассмотрим два решения v1, v2 задачи (18), (19) (или урав-

нения (21)), отвечающие двум различным наборам ~µi (~µi = (µ1i, µ2i, . . . , µsi),

i = 1, 2). Вычитая второе уравнение (18) из первого, получим, что разность

ω = v2 − v1, vi = v(~µi), удовлетворяет уравнению

ωt + S

(
µ1 + µ2

2

)
ω =

r∑

j=1

(
µj2(t)− µj1(t)

)
Aj(t, x,D)(v1 + v2)/2

+

r∑

j=1

(µj2(t)− µj1(t))Aj(t, x,D)� +

s∑

j=r+1

fj(t, x)(µj2(t)− µj1(t)). (25)

Имеем (µ1 + µ2)/2 ∈ BR0
, и тем самым справедлива оценка (см. (22))

‖ω‖Hτ
δ1
≤ c‖f̃‖W τ

δ2
, (26)

f̃ =

r∑

j=1

(µj2(t)− µj1(t))Aj(t, x,D)(v1 + v2)/2 +

s∑

j=r+1

fj(t, x)(µj2(t)− µj1(t)).

Из оценок (26), (24) вытекает неравенство

‖ω‖Hτ
δ1
≤ c‖f̃‖W τ

δ2
≤ c2c‖~µ2 − ~µ1‖C([0,τ ]), (27)

где, как и ранее, c2 зависит от норм (как линейная функция) ‖(v1 + v2)/2‖Hτ
δ2

,

‖fi‖W τ
δ2

. Пусть v, ~µ — решение задачи (18), (19) и, таким образом, v = v(~µ).

Полагая x = bj в уравнении (18), с учетом того, что vt(t, bj) = ψ̃′j , получим

систему

ψ̃′j + S(~µ)v(t, bj) =

r∑

j=1

µjAj(t, bj , D)�+

s∑

j=r+1

fj(t, bj)µj(t). (28)
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Правую часть этого равенства можно записать в виде B(t)~µ, где строки матри-

цы B(t) записываются в виде

A1(t, bj, D)�(t, bj), . . . , Ar(t, bj , D)�(t, bj), fr+1(t, bj), . . . , fs(t, bj).

Матрица B(0) совпадают с матрицей B0 из (12) и, значит, detB(0) 6= 0. Функ-

ции fr+1(t, bj) непрерывны по t в силу наших условий. Все функции aikl(t, bj),

aik(t, bj) ∈ W s0
p (0, T ), непрерывны по t в силу условий (9), (10). Как отмеча-

ли выше, Dα
x�(t, x) ∈ C1−1/2p,2−1/p([0, T ]×Gδ) при |α| ≤ 2. Таким образом,

все элементы матрицы B непрерывны по t и тем самым существуют τ0 ≤ T и

постоянная δ3 > 0 такие, что

| detB(t)| ≥ δ3 > 0 ∀t ∈ [0, τ0]. (29)

Тогда систему (28) можно записать в виде

~µ(t) = B−1H(~µ)(t) = R(~µ), (30)

H(~µ) = (ψ̃′1 + S(~µ)v(t, b1), ψ̃
′
2 + S(~µ)v(t, b2), . . . , ψ̃

′
s + S(~µ)v(t, bs))

T .

В правую часть входит некоторый оператор, сопоставляющий вектор-функции

~µ величины S(~µ)v(t, bj) (j = 1, 2, . . . , s), где v — решение задачи (18), (19).

По доказанному этот оператор определен для всех векторов ~µ, удовлетворяю-

щих условию ~µ ∈ BR0
. Свойства отображения ~µ → v(~µ) мы уже исследовали.

Покажем, что можно найти такое τ1 ≤ τ0, что оператор R(~µ) = B−1H(~µ)(t),

R : W̃ s0
p (0, τ1) → W̃ s0

p (0, τ1), определен, переводит шар BR0
в себя и является в

нем сжимающим. Рассмотрим величину ψ̃′j(0). По построению

ψ̃′j(0) = ψ′j(0)− �′(t, bj)

= ψ′j(0)−A(0, bj, D)u0(bj)−
s∑

i=r+1

fi(0, bj)q0i = 0, j = 1, . . . , s,

в силу того, что числа q0i у нас находились из системы (13). Пусть ~ψ =

(ψ̃′1, ψ̃
′
2, . . . , ψ̃

′
s)

T . Тогда ~ψ ∈ W̃ s0
p (0, τ) (τ ≤ τ0) и в силу леммы 1 B−1(t)~ψ ∈

W̃ s0
p (0, τ1). Найдется число τ1 ≤ τ0 (в силу абсолютной непрерывности инте-

грала) такое, что ‖B−1(t)~ψ‖
W̃

s0
p (0,τ1)

≤ R0/2. Отметим, что R(0) = B−1(t)~ψ(t).

Получим оценки, считая, что ~µi ∈ BR0
и τ ≤ τ1. Оценим ‖R(~µ1)−R(~µ2)‖W̃ s0

p (0,τ)

с τ ≤ τ1. Имеем

‖R(~µ1)−R(~µ2)‖W̃ s0
p (0,τ)

≤ c0
(

s∑

i=1

‖A0v1(t, bi)−A0v2(t, bi)‖W̃ s0
p (0,τ)

+

s∑

i=1

r∑

k=1

‖µ1kAkv1(t, bi)− µ2kAkv2(t, bi)‖W̃ s0
p (0,τ)

)
. (31)

Далее используем условия на коэффициенты и вложение W θ
p (G) ⊂ C(G) при

θ > n/p [31, теоремы 4.6.1, 4.6.2.]. Возьмем θ ∈ (n/p, 1). Рассмотрим одно из

последних слагаемых. Используя лемму 1, имеем

‖µ1kAkv1(t, bi)− µ2kAkv2(t, bi)‖W̃ s0
p (0,τ)
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≤ ‖(µ1k − µ2k)(Akv1(t, bi) +Akv2(t, bi))‖W̃ s0
p (0,τ)

/2

+

∥∥∥∥
(µ1k + µ2k)

2
(Ak(v1(t, bi)−Av2(t, bi))

∥∥∥∥
W̃

s0
p (0,τ)

≤ ‖µ1k − µ2k‖W̃ s0
p (0,τ)

c4
∑

|α|≤2

‖Dα(v1(t, bj) + v2(t, bj))‖W̃ s0
p (0,τ)

+ ‖µ1k + µ2k‖W̃ s0
p (0,τ)

c5
∑

|α|≤2

‖Dαv1(t, bj)−Dαv2(t, bj)‖W̃ s0
p (0,τ)

≤ ‖µ1k − µ2k‖W̃ s0
p (0,τ)

c6‖v1(t, x) + v2(t, x)‖W̃ s0
p (0,τ ;W 2+θ

p (Gδ1
))

+ ‖µ1k + µ2k‖W̃ s0
p (0,τ ;W 2+θ

p (Gδ1
))
c7‖v1(t, x) − v2(t, x))‖W̃ s0

p (0,τ ;W 2+θ
p (Gδ1

))
, (32)

где постоянные ci не зависят от τ . Отметим, что пространство Бесова Bs
p,p

совпадает с пространством Соболева W s
p при дробных s. Далее воспользуемся

равенством
(
Bβ

p,p

(
0, τ ;B2−ε0

p,p (G)
)
, Lp

(
0, τ ;B4−ε0

p,p (G)
))

1−θ1,p
= Bs0

p,p

(
0, τ ;B2+θ

p,p (G)
)

(33)

с θ1β = s0, (2 − ε0)θ1 + (1 − θ1)(4 − ε0) = 2 + θ, где θ1 ∈ (0, 1). Утверждение

вытекает из [35, теорема 3.1] и известных результатов об интерполяции про-

странств Соболева [31]. В [35, теорема 3.1] взято Rn вместо (0, T ), однако далее

в работе имеется замечание о справедливости результата и в случае, если все

R
n заменить ограниченной областью, для которой имеется оператор продолже-

ния функций на все Rn с сохранением соответствующих классов Бесова. У нас

область совпадает с интервалом (0, τ) и утверждение, конечно, справедливо.

Возьмем 0 < ε0 < 2(1 − s0) − θ, θ1 = 1 − (θ + ε0)/2, β = s0/θ1. Поскольку все

показатели дробные, можем переписать (33) в виде
(
W β

p

(
0, τ ;W 2−ε0

p (G)
)
, Lp

(
0, τ ;W 4−ε0

p (G)
))

1−θ1,p
= W s0

p

(
0, τ ;W 2+θ

p (G)
)
. (34)

Здесь область G можно заменить любой другой областью. Отметим, что β ∈
(0, 1). В частности, поскольку для функций из пространств W̃ s

p (0, τ ;E) нормы

в пространствах W̃ s
p (0, τ ;E) (E — банахово пространство) и W s

p (0, τ ;E) эквива-

лентны, если s 6= 1/p, справедливо неравенство

‖v‖
W̃

s0
p (0,τ ;W 2+θ

p (Gδ1
))
≤ c8‖v‖θ1

W̃β
p (0,τ ;W

2−ε0
p (Gδ1

))
‖v‖1−θ1

Lp(0,τ ;W
4−ε0
p (Gδ1

))
, (35)

где постоянная c8 не зависит от τ ∈ (0, T ]. Доказательство этого факта реализу-

ется довольно просто: рассматриваем функцию w(ξ, x) = v(τξ, x), записываем

неравенство (35), где τ = 1, для этой функции, а затем делаем обратную замену

переменных τξ = t в интегралах, определяющих нормы. Используя (35), можем

переписать неравенство (32) в виде

‖µ1kAkv1(t, bi)− µ2kAkv2(t, bi)‖W̃ s0
p (0,τ)

≤ ‖µ1k − µ2k‖W̃ s0
p (0,τ)

c8‖v1 + v2‖θ1

W̃β
p (0,τ ;W

2−ε0
p (Gδ1

))
‖v1 + v2‖1−θ1

Lp(0,τ ;W
4−ε0
p (Gδ1

))

+ ‖µ1k + µ2k‖W̃ s0
p (0,τ)

c9‖v1 − v2‖θ1

W̃β
p (0,τ ;W

2−ε0
p (Gδ1

))
‖v1 − v2‖1−θ1

Lp(0,τ ;W
4−ε0
p (Gδ1

))
.

(36)



66 С. Г. Пятков, О. И. Соколков

Воспользуемся очевидными неравенствами

‖v‖
W̃β

p (0,τ ;W
2−ε0
p (Gδ1

))
≤ c10‖vt‖Lp(0,τ ;W 2

p (Gδ1
)),

‖v‖
Lp(0,τ ;W

4−ε0
p (Gδ1

))
≤ c11‖v‖θ2

Lp(0,τ ;W 4
p (Gδ1

))‖v‖
1−θ2

Lp(0,τ ;Lp(Gδ1
)),

‖v‖Lp(0,τ ;Lp(Gδ1
)) ≤ τ‖vt‖Lp(0,τ ;Lp(Gδ1

)),

4θ2 = 4− ε0, v ∈W 1
p

(
0, τ ;W 2

p (Gδ1)
)
∩ Lp

(
0, τ ;W 4

p (Gδ1)
)
, v(0) = 0.

(37)

Последнее неравенство легко получается из формулы Ньютона — Лейбница,

второе — обычное интерполяционное неравенство [31], а первое вытекает из

определения нормы и соответствующего вложения. Все постоянные в них не

зависят от τ . Воспользовавшись (36), (37), придем к неравенству

‖µ1kAkv1(t, bi)− µ2kAkv2(t, bi)‖W̃ s0
p (0,τ)

≤ c12τγ0(‖µ1k − µ2k‖W̃ s0
p (0,τ)

(‖v1‖Hτ
δ1

+ ‖v2‖Hτ
δ1

)

+ ‖µ1k + µ2k‖W̃ s0
p (0,τ)

‖v1 − v2‖Hτ
δ1

), γ0 = (1− θ2)(1 − θ1). (38)

Далее, воспользовавшись неравенствами (22), (24), (26), (27), получим

‖µ1kAkv1(t, bi)− µ2kAkv2(t, bi)‖W̃ s0
p (0,τ)

≤ c13τγ0‖~µ1 − ~µ2‖W̃ s0
p (0,τ)

, (39)

где постоянная c12 не зависит от τ ≤ τ1. Аналогичная оценка получается и при

оценке выражения

‖A0v1(t, bi)−A0v2(t, bi)‖W̃ s0
p (0,τ)

≤ c14τγ0‖~µ1 − ~µ2‖W̃ s0
p (0,τ)

. (40)

Окончательно получим оценку (см. (31))

‖R(~µ1)−R(~µ2)‖W̃ s0
p (0,τ)

≤ c15τγ0 ‖~µ1 − ~µ2‖W̃ s0
p (0,τ)

. (41)

Выбрав τ2 ≤ τ1 такое, что c14τ
γ0

2 ≤ 1/2, придем к тому, что оператор R сжи-

мающий и переводит шар BR0
в себя для всех τ ≤ τ2. Применяя теорему о

неподвижной точке, покажем существование решения системы (30). Положим

v = v(~µ). Покажем, что построенная функция удовлетворяет условиям пере-

определения (20). Возьмем в (18) x = bj . Получим систему равенств

vt(t, bj) +Av(t, bj) =

r∑

j=1

µjAj(t, bj , D)�+

s∑

j=r+1

fj(t, bj)µj(t). (42)

Вычитая эти равенства из (27), получим vt(t, bj) − ψ̃′j = 0 для всех j, значит,

выполнены условия (20). Единственность решений вытекает из оценок, приве-

денных при доказательстве существования решений. �

3. Алгоритм численного решения

и результаты численных экспериментов

Схема алгоритма. Рассмотрим довольно простой одномерный случай.

Данная модель использовалась при определении термофизических и термоки-

нетических параметров в [1]. В области Q = (0, T )×G, G = (0, R), рассматри-

вается задача

Mu = c(t, r)ut − Lu = f, L =
1

rν
∂r(r

νg(t, r)ur), ν = 0, 1, (43)
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u|t=0 = u0(x), ur|r=0 = 0, rνgur|r=0 = q(t), ν = 0, 1, (44)

u0r|r=0 = 0, Rνg(0, R)u0r(R) = q(0), (45)

u(yi, t) = ψi(t), i = 1, 2, . . . , s, yi ∈ (0, R). (46)

Для простоты рассмотрим случай, когда среда не является слоистой, хотя ал-

горитм может быть использован и в многослойном случае. Он основан на

рассуждениях из доказательства теоремы 3. Используем метод конечных эле-

ментов. Задана сетка на (0, R), например, равномерная, ri = hi, h = R/N ,

i = 0, 1, . . . , N , и базисные кусочно-линейные функции метода конечных эле-

ментов, ϕ0(r) = 1 − r/h при r ∈ (0, h), ϕ0(r) = 0 при r > h, ϕi = (r − ri−1)/h

при r ∈ (ri−1, ri), ϕi = (ri+1 − r)/h при r ∈ (ri, ri+1), ϕi = 0 при r /∈ (ri−1, ri+1),

ϕN (r) = (r − rN−1/h при r ∈ (rN−1, R), ϕN (r) = 0 при r < rN−1. Ищем прибли-

женное решение в виде

v =

N∑

i=1

Ci(t)ϕi.

Для удобства далее считаем, что точки yi совпадают с узлами сетки ri1 , . . . , ris .

Функции Ci определяем из системы

R0
~Ct +R1(t)~C = ~F , ~C = (C0, C1, . . . , CN )T , i = 0, 1, 2, . . . , N, (47)

~F =




R∫

0

rνf(t, r)ϕ0(r) dr, . . . ,

R∫

0

rνf(t, r)ϕN−1(r) dr,

R∫

0

rνf(t, r)ϕN (r) dr+q(t)




T

,

R0 — матрица с элементами

rij = (c(t, r)rνϕi, ϕj) =

R∫

0

c(t, r)rνϕi(r)ϕj(r) dr,

R1 — матрица с элементами Rjk = (rνg(t, r)ϕkr , ϕjr). Имеем ~C(0) = ~C0 =

(u0(r0), . . . , u0(rN )). Решение системы (47) ищем методом конечных разностей.

Пусть τ = T/M — шаг по времени. Заменим уравнение (47) системой

Ri+1

~Ci+1 − ~Ci

τ
+Ai+1

~Ci+1 = ~Fi+1, ~Ci = (C0
i , . . . , C

N
i )T , i = 0, 1, 2, . . . ,M −1,

(48)

где Ck
i ≈ Ck(τi), ~Fi = ~F (τi), Ai = R1(τi). Пусть ~αi = (α1

i , . . . , α
s
i )

T , ~αi ≈ ~α(τi),

αk
i ≈ αk(iτ). Элементы матрицы Ai+1 записываются в виде

Ri+1
lk = (gi+1(r)ϕkr , ϕjr), gi+1 =

s∑

k=1

αk
i+1�k(r).

Элементы матрицы Ri+1 записываются в виде

ri+1
kl = (c(τ(i+ 1), r)rνϕl, ϕk) =

R∫

0

c(τ(i+ 1), r)rνϕl(r)ϕk(r) dr.
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Имеем Ck
0 = u0(rk) при k = 0, . . . , N . Для чисел αk

0 получим систему уравнений

2h(ijh)νc(0, rij )ψ
′
j(0)/3 +

s∑

k=1

αk
0βjk = (rνf(0, rij ), ϕij ), j = 1, 2, . . . , s,

где

βjk =

N∑

l=0

Cl
0(r

ν�kϕlr, ϕijr).

Предполагается, что определитель этой системы отличен от нуля. Приближен-

но он равен определителю матрицы с элементами β̃jk = (rν�ku0r, ϕijr).

Последовательность вычислений. При i = 0 знаем векторы ~C0, ~α0.

При переходе на следующий временной слой используем идеи метода предик-

тор-корректор. Предположим, что построено решение ~Ci, ~αi. Далее решаем

систему (48), где в качестве функции gi+1 берем функцию

gi+1 =

s∑

k=1

αk
i �k.

Находим вектор ~Ci+1. Определим векторы ~�i =
(
ψ0
i , ψ

1
i , . . . , ψ

N
i

)T
такие, что

ψk
i = Ck

i при k 6= ij , j = 1, 2, . . . , s, и ψ
ij
i = ψj(τi) для всех j. Составим систему

N∑

l=0

(
ψl
i+1 − ψl

i

τ

)
(rνc((i+1)τ, r)ϕl, ϕij )+

s∑

k=1

αk
i+1βjk = (rνf((i+1)τ, r), ϕij ), (49)

j = 1, 2, . . . , s, где

βjk =

N∑

l=0

Cl
i+1(r

ν�kϕlr , ϕijr).

Из этой системы находим вектор ~αi+1. Присваиваем ~α1
i+1 := ~αi+1. Далее из

системы (48), где в качестве функции gi+1 берем функцию

gi+1 =

s∑

k=1

α1
i+1�k,

находим вектор ~Ci+1. Присваиваем ~C1
i+1 := ~Ci+1. Подставляя его в систему

(49), найдем вектор ~αi+1. Присваиваем ~α2
i+1 := ~αi+1. Далее опять решаем

систему (48), где в качестве функции gi+1 берем функцию

gi+1 =

s∑

k=1

α2
i+1�k.

Таким образом найдем ~Ci+1 и присваиваем ~C2
i+1 := ~Ci+1. Повторяя рассужде-

ния, построим последовательности векторов ~αk
i+1,

~Ck
i+1. Повторяем рассужде-

ния до тех пор, пока
∣∣~αk

i+1− ~αk−1
i+1

∣∣ < ε, где ε — заданное малое число. Если при
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(a) (б)

Рис. 1. (а) Решение прямой задачи u(0.7, r); (б) решение прямой задачи u(t, 0.7)
при различных интенсивностях возмущений ζ.

(a) (б)

Рис. 2. (а) Решение g(t, 0.7) для различных M,N, ε, (б) Решение g(t, 0.7) при
различных интенсивностях возмущений ζ.

данном k это условие выполнено, то положим ~Ci+1 = ~Ck
i+1, ~αi+1 = ~αk

i+1. Таким

образом, будет выполнено равенство (48), где в качестве gi+1 берется функция

gi+1 =

s∑

k=1

αk
i+1�k.

Результаты численных экспериментов. Реализация алгоритма осу-

ществлялась в программной среде Matlab R2019b. Характеристики ЭВМ сле-

дующие: процессор Intel(R) Core(TM) i5-10400F CPU @ 2.90GHz 16,00 Гб, 64-

разрядная операционная система Windows 10 Home. Входные и ожидаемые

выходные данные: R = 1, T = 1, ν = 1, c(t, r) = t+ r + 1, f(t, r) = 4r + 4t− 6rt,

q(t) = 2t + 2, u0(r) = r2, s = 5 y1, . . . , y5 = 0.1, 0.2, 0.5, 0.8, 0.9, �1, . . . , �5 =

1, r, r2, r3, r4, u(t, r) = 4t+ r2, g(t, r) = 1 + rt.
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Приведем результаты вычислений при нахождении решения прямой зада-

чи. График полученного решения уже при N = 10, M = 10 практически пол-

ностью накладывается на график ожидаемого (рис. 1(а)). Далее в процессе

вычисления ~Ci к каждому из векторов ~Fi добавим случайное возмущение вида

ξζ, где ξ — случайная величина, равномерно распределенная на отрезке [−1, 1]

и ζ — интенсивность возмущения. Результаты представлены на рис. 1(б). На

рис. 2(а) представлены результаты вычислений решений обратной задачи для

нашего примера, а на рис. 2(б) представлены результаты в случае, когда к пра-

вой части, как и ранее, добавлено случайное возмущение.
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